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CORRIGE DE LA SEANCE DE REVISION N° 8

Exercice 1

1.(a) Notons f = (x,y) — 22 + 9% et g : (x,y) — y? — 1. Les fonctions f est g sont continues (et méme C*) sur R? en
tant que polyndémes a deux indéterminées, et f est a valeurs dans R+.

De l'identité h = v/ o f + g et de la continuité de la fonction v/ sur R,, on déduit que h est continue sur R2.

1.(b) La restriction de f & R?\ {(0,0)} est & valeurs dans R}, et v/ est de classe C' sur R}, donc les théorémes généraux

assurent que h est de classe C' sur R?\ {(0,0)}. De plus,
x oh Y

oh
—(r,y) =— et —(r,y)=——=+2y.
9z B = s — ay( W= — W

1.(c) La premiére application partielle de h en (0,0) est 'application « — h(z,0) = |z| — 1, et celle-ci n’est pas dérivable

¥ (z,y) € R\ {(0,0)},

en 0, donc —(0,0) n’a pas de sens.

ox

oh
De méme, 6_(0’ 0) n’a pas de sens car la seconde application partielle y — h(0,y) = |y| + y? — 1 n’est pas dérivable en 0.
Y

2.(a) On remarque que, si on note B(O,2) la boule ouverte, pour la norme euclidienne usuelle de R?, de centre O = (0,0)
et de rayon 2, alors

U = B(0,2)\ {(0,0)} = B(0,2)n (R*\ {(0,0)}).

Mais, d’apres le cours, B(O,2) est un ouvert de R?, et, puisque R?\ {(0,0)} est également un ouvert de R?, I est un ouvert
de R? comme intersection de deux ouverts.

2.(b) Cherchons les points critiques de h dans R?\ {(0,0)}. On a, pour (z,y) € R?\ {(0,0)},

=0
B /7:102+y2_ z=0
?h(m,y)zo = y = 1
Va?+y? lyl

ce qui est impossible, donc h n’a pas de point critique dans U .

2.(c) L’ensemble D est un compact de R?, c’est-a-dire un ensemble fermé et borné, puisque c’est la boule fermée B(O,2)
de centre O et de rayon 2. De plus, h est continue sur D, et par conséquent, elle est bornée sur D et atteint ses bornes.

Le plus simple ici est de remarquer que

V(z,y)e D, —1 < hzy) = Va2 +y2+y>—1 < 2+y° -1 < 5,

et la valeur —1 est atteinte si et seulement si /22 +y2 = 0 et y? = 0, c’est-a-dire (z,y) = (0,0), tandis que la valeur 5 est
atteinte si et seulement si \/22 + y2 = 2 et y? = 4, c’est-a-dire (z,y) = (0,2) ou (z,y) = (0, —2).

Exercice 2

Partie I

1. G est de classe C™ sur l'ouvert P (demi-plan ouvert) comme composée de P — R ; (z,y) — % qui est une fraction
rationnelle dont le dénominateur de s’annule pas sur P et de la fonction arctan : R — R, de classe C* sur R. On a
successivement, et sans oublier de simplifier les expressions au maximum,

oG Y . 0%*G —2xy 06  —x . 0%*G 2zy

8_3: = x2+y2 ’ o2 (I2+y2)2 ) 3_y - x2+y2 ’ 8y2 (a:2+y2)2



d’ott AG = 0 sur P, c’est-a-dire G est harmonique sur P.

P — R

(wy) — ( z > soit harmonique sur P. Alors,
’ y

orF 1 ,(x ,82F71 sz OF x ,(x ,82F72I,$+x2 N
6x_y¢ y ) (9.%‘2_3/2%0 y ) ay— ygSﬁ Y ; ay2—y3<p ; y4¢ y ,
1 €T 2$ €T ./L'2 T
V(zy) €P, 0=Af:E9""<§>+F‘P'<§>+E9""<§>,

d’ou, en multipliant par y2 # 0,
2
V(z,y)eP, ¢ (E> +22 ¢ (f) +5¢" (E) =0.
Y Y Y Y Y

C’est vrai pour tout couple (z,y) € P, donc en particulier pour y = 1 on obtient

2. e Supposons que ¢ € C(R,R) est telle que la fonction F' =

et donc

Ve eR, (1+422)¢"(x)+ 2z (z)=0

= VzeR, d[l—l—x (z)] =0

= JKeR,VzeR, (1+2H)¢(x)=K

= 3J(K,L)eR? VzeR, ‘w(z):Karctanx—l—L‘.

e Réciproquement, si ¢ est de la forme précédente, alors F(x,y) = K arctan <E) + L donc F est harmonique sur P
Y

d’apres la question précédente.

1
3. Preuve et résultat Q. Soit h : R* — R définie par h(t) = arctant + arctan n On a pour tout t € R,

1 1 1
n(t) = —— —= ) ——=0
®) 1+t2+< t2>1+1/t2 ’

donc h est constante sur chacun des intervalles (mot indispensable dans cette preuve) RY et R*.

w/2 sit>0,

—m/2 sit<O0.

De plus, h(1) = g et h(—1) = —g (ou bien : h est impaire), donc h(t) = {

4. » 1™ méthode : pour , Pargument de x + iy dans |—%, %[ est donné par Arg(z + iy) = arctan (ﬂ) . Ainsi,
x

T x T
-Six >0, Arg(x +iy) = ——arctan<—>———Gx, .
8( y)(3_)2 ” (z,y)

2
. . . -y v —x T
-Siz <0, Arg(z +iy) =7+ Arg(—z —iy) = m+arctan|— ) = 71— — —arctan | — | = = — G(z,y).
(=z>0) —x /) (3. 2 - 2
-Siz =0, Arg(z +iy) = g = g — G(z,y).
Finalement,
V(:C,y)EP, G(,T,y):g—Al"g(.’Ii-i-Zy) .
24,2 (02 22
> 24¢ méthode : pour (z,y) € Pona x+iy = I —l—'y = i —l—.y ) donc
Tr — 1y Y +ix
) i(x? +y?) ) v
A = Arg | ——272) = A —A = —-G .
rg(x + iy) rg ( Y+ iz (*) rg( (x +y )) rg(y + zx) (v=0) 2 (z,9)
(%) En effet, le membre de droite est un argument de = + iy et il appartient & | — 7, 7] puisqu’il vaut g — G(z,y) avec

G(x,y) E] - %’%[



w/2  siz>0

5. On a %li% G(z,y) = @1}3}) arctan (f) =¢ —7/2 siz <0 = g(x).
y>0 y>0 0 siz=0
t
Pour (z,y) € P fixé, la fonction t — (yg)% est continue sur RY et sur R*, et on a pour T > 0,
Tz—1)" +vy
T T T
yg(t) T Yy T t—x
o (z—1)"+y o (z—1)"+y y Jlo
T T—x T
= — |arctan | —— | +arctan | —
2 Y Y
T
Totoo 2 b + G(:z:,y)} '
yy(t)

—+o0
Ceci montre que 'intégrale / ————>—— dt est convergente et vaut T [ﬁ + G(x, y)} .
o (z—1t)"+y? 2 L2

De méme, pour T' < 0 on a,

/0 vo) .
T (2 —t)+y?

T T
= 36w -3
0 yg(t) z 3
Ainsi, I'intégrale / o dl est convergente et vaut - [G(m, v) - _}
—oo (2 —1)" +y2 ? i
Conclusion :
“+oo
t
/ L(Q) dt converge et vaut 7G(z,y) |.
oo (T —1)% g2
Partie I1

1. La conique F, est correctement définie lorsque v € R\ {0,1}.

-Sia <0, F, = @ car I’équation cartésienne n’admet pas de couple solution.
22 Y2 2?42
- Sia > 1, F, admet pour équation réduite + =—=+%= =1laveca=+aetb=+a—1etil sagit donc

VP Wa-1g @ ®

d’une ellipse centrée en I'origine, d’axe focal (Oz) (car a > b) et dont les foyers sont F(§) et F'(°) avec ¢ = Va® — b =1,
d’out F((l)) et F’(_Ol).

2 2 2 2
. , . s 1o xz Yy xz Yy . .
-Si0 < a<1, F, admet pour équation réduite — =— —Z=1laveca=+aetb=+1—aetil sagit
Va2 (VT—a)?2 @ b°

donc d’une hyperbole centrée en l'origine, d’axe focal (Ox) et dont les foyers sont F(g) et F’(_OC) avec ¢ = Va2 + b2 =1,

d’oll & nouveau F((l)) et F'(Bl).

2. o U est définie sur R\ {0,1}, mais vu la question précédente il suffit de 'étudier sur |0,1[U]1,4+o00[ = D. Pour tout

not

2 2
T
a€Dona¥(a)=— g - 901—)2 < 0 donc U est strictement décroissante sur chacun des intervalles |0, 1] et ]1,4o0].
a a—

De plus on a ¥ 0—+> +oo; W — —00; ¥ 1—+> +o0; U +—> —1. Puisque ¥ est continue sur D, on conclut grace au théoréme
1- 0o
de la bijection qu’elle induit une bijection de ]0,1[ sur R ainsi qu'une bijection de ]1,+oo[ sur R.
e On remarque que My € F, <= ¥(a) = 0 et d’aprés I'étude précédente, il existe exactement deux valeurs de o (I'une

notée a; dans |0, 1] et lautre notée ap dans |1, +o00[) telles que ¥(a) = 0. Il existe donc exactement deux valeurs de « telles
que My € F,. De plus, oy €]0,1[ donc F,, est une hyperbole et ag > 1 donc F,, est une ellipse.

e Soit « tel que My € F,. On a

=1 = (a-Dxi+ayi=ala-1) = o®* - (1+zi+yd)a+25=0



donc a; et ag sont les racines du trinéme du second degré X2 — (1 + 23 + y2)X + 23 = (X — a1)(X — az2) d’ou (relations
entre coefficients et racines),

al—l—agzl—i—x%—i—yg et alagzxg.

Y

e Si zp = 0 alors ’équation —1 = 0 d’inconnue a admet une unique solution, donc une seule conique de la famille F

passe par My, et cette solution est a« = 1+ y2 > 1 donc cette conique est une ellipse.

3. Soit My(zo,y0) € P avec xy # 0. Les deux coniques de la famille F passant par My sont

2 2 2 2
x x
H:— + L —1=0 e &:—+ Y —1=0 avecO<ayg<letas>1.
a1 a1 — 1 (%) g — 1
2zq
Un vecteur normal a H en My est donné par le gradient en ce point : 717y = ( 20; 10 ) De méme, un vecteur normal a £ en
011—1
2z
My est donné par le gradient en My : 7y = ( 20; 20 > Or ces vecteurs sont orthogonaux car
0(2‘71
oL 422 492 492
<n1, Tio > — 0 + Yo — Yo _

4+
arag - (a1 —1)(a2 —1) (2) xg— (1 +2f +y3) +1

et donc les tangentes en My a H et £ sont orthogonales, c’est-a-dire que H et £ se coupent orthogonalement.

X

4. x est de classe C* sur R? car = chop; X cosopy oll p1 et py désignent les premiére et seconde projections de R? et
sont notoirement C*°. Au point (u,v) de R? on a

ox L 0%z L ox b 0%z L
— =shucosv ; —5 =chucosv ; — =—chusinv ; —= = —chucoswv
ou ou? ov Ov?
donc Az = 0 et finalement x est harmonique sur R?. De méme on montre que y est C™ sur R? et que Ay = 0 partout sur

R2, et on conclut que y est harmonique sur R2.

5.(a) e Droite u = up : 'image par H de la droite d’équation cartésienne u = ug est la courbe du plan de représentation

) x = chugcosv
paramétrique H(ug,v); (v € R) c’est-a-dire (v € R). Lorsque ug # 0 c’est donc ellipse d’équation
y = shugsinwv
2 2

cartésienne hxz— + L A 1, c’est la dire ellipse F,, avec > 1 (puisqu’alors o — 1 = sh? Up).

cn- ug Sh2 Uug



Si au contraire ug = 0 on obtient le segment [—1, 1] de l’axe des abscisses.

x = chu cosvg
e Droite v = vy : une représentation paramétrique de son image par H est (u € R). On distingue
y = shusinvg

les cas ou coswvg ou sinwvg est nul :

=ch
e si vy € 277, on obtient { * 0 Yoce qui donne la demi-droite [1,4+o00[ de 'axe des abscisses.
y =
. : r=—chu . Co :
e si vy € w+ 27Z, on obtient 0 ce qui donne la demi-droite | — co, —1] de 'axe des abscisses.
y =
. . z=0 . . .
e si vy € § + 7Z, on obtient et il s’agit donc de I’axe des ordonnées.
y==xshu

Dans 1eS autres cas C’GSt—é\l—dire si v 7 17ima € par H de 1& droite v = v est inCluSe dans 17ensemble d’équation
) 0 9 4y 0
2 2

x2 — yT = ch?u—sh?u = 1, ¢’est la dire 'hyperbole F,, ot €10, 1[. C’est la branche de cette hyperbole
cos?vy  sin

Vo
sur laquelle z a le signe de cosvy.

5.(b) Soit F, une conique de la famille F. Montrons qu’elle est 'image par H d’une droite verticale (dans le cas ellipse) ou
la réunion des images de deux droites horizontales (dans le cas hyperbole).

Si o > 1 on peut écrire &« = ch®ug pour un certain réel ug # 0. Alors I'image par H de la droite u = ug est Fn comme
c’est prouvé précédemment. Si 0 < a < 1 on peut écrire a = cos? vy avec vg € R\ (57Z). L'image par H des deux droites
d’équations v = vg et v = vg + 7 constituent les deux branches de I’hyperbole F, comme c’est prouvé plus haut.

5.(c) Soit (u,v) €]0,400[ x]0,7[ . On a y(u,v) = shusinv > 0 donc on a bien H(u,v) € P.
Il s’agit de prouver que pour tout couple (xo, yo) € P il existe un unique couple (ug, vo) € ]0, +o0[ x 0, 7] tel que H (ug,vo) =
(0, Yo)-
chugcosvg =0

qui admet 1'unique solution (argshyo, ) dans ]0, +oo[ x |0, 7[.

e si zg = 0 on résout .
sh ug sinvg = yo

e si xg # 0, par le point My(xo,y0) de P passe une unique hyperbole F,, (0 < ay < 1) et une unique ellipse F,, (a2 > 1)
de la famille F. On a alors

H(ug,vo) € Fa, et cosvg a le signe de xp

H(ug,v9) = My <~
(O O) 0 {H(UJOvUO)E‘Faz

a1 = cos?vy et cosug a le signe de g
— 2
a9 = ch” ug

et puisque ce dernier systéme admet un unique couple solution (ug,v9) dans ]0,4o00[ x ]0,7[, c’est que H induit bien une
bijection de cet ensemble dans P.

6. Soit f € C*(P,R) et g= fo H.Ona alors g € C*(]0,+oo[ x |0, 7[,R) et on écrit

V(u0) €0, 400 X107, guwo) = f(a(w,0)y(wv)) = fay)
de sorte que les dérivées partielles premieres et secondes de g s’expriment a ’aide de celles de f :

. % = % X %—i—% X g—z = shucosv%+chusinvg—£

. % = chucosvg—i +shusinvg—§ + shu cosw {shucosv% + chusinw 8y26x} +
-+ 4 chusinv [shucosv aa;éfy + chusinw %]

. % = —chusinv%—l—shucosvg—z

. % = —chucosv g—i —shusinwv Z—ch —chusinw {— chusinv % + shucosw ;jgx} + -
-+ +shucosv {— chusinwv 8(12(;; + shu cosv giy?} .



Il reste apres les simplifications

2 9 2 o 1 (P | O*F 2 2
Ag = =5+ == = [ch®usin®v + sh® ucos® v] 92 T ae) = Ag = (sh®u +sin®v)Af|.
€ Y

En particulier on voit que si f est harmonique sur P alors Af = 0 d’out Ag = 0 et donc ¢ = f o H est harmonique sur
10, +-00[ x ]0, 7[.

Exercice 3

1. Notons ¢ 'application définie de U dans R? par o(z,y) = (22 —y, 2% + y).

Cherchons I'image de ¢ en résolvant I’équation (x) ¢(z,y) = (a,b) d’inconnue (x,y) € U. On a

a+b
€r =
2 _
p(z,y) = (a,b) voy=a ?
= 22+y=>b < _b-a
(x,y)elxl x>0 y= 2
a+b>0

Ainsi, Péquation (x) admet une unique solution (x,y) dans U si et seulement si (a,b) € V ot V = {(a,b) € R? /a+ b > 0}.
V est un demi-plan ouvert, donc un ouvert convexe de R2.

u — 1%

a restriction au but, que ['on note encore @ ( (xvy) — (.IZ _ y7x2 + Y

) ) est donc une bijection, et sa bijection
réciproque est
1% — u
uUu+v v—u
2 72

= ) <

1

La fonction ¢ est de classe C? sur R2 (composantes polynomiales) et de méme, ¢! est de classe C? comme le montrent les

théoremes généraux.

2. Soit f:U — R. f est de classe C? sur U si et seulement si F = fo ™! est de classe C? sur V et on a, avec les notations
habituelles 1égérement abusives f(x,y) = F(u,v) et

of OF _ OF

PI g (QE L0 gy (0,08 L 4n 8 L0, 01
oxr2 ou  Ov T\ 02 ¥ oudv T2 )
of _ OF OF

oy  Ov  Ou’

Pf _ OPF 0P OF

oy2  Ou? Oudv  Ov?

En remplacant dans l’équation (F), on voit que f est solution de (F) sur U si et seulement si F' est solution sur V de 'EDP
élémentaire
0*F
= O 5
oudv

dont la solution générale s’écrit, puisque V est un ouvert convexe de R?

F(u,v) = A(u) + B(v) ou A, B € C*(R,R).

En composant & droite par ¢ on obtient la solution générale de (F) sur U

flz,y) = A(x®> —y)+ B(z® +y)| ou A Be C*R,R).




