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SEANCE DE REVISION N°4
Algébre linéaire

Exercice 1

Soient E, F' et G trois espaces vectoriels de dimension finie, u € L(E, F') et v € L(E, G).
Le but de cette partie est de montrer que

Ker(u) C Ker(v) <= Jwe L(F,G), v=wou.

1. On suppose qu’il existe w € L(F, G) telle que v = w o u. Montrer que Ker(u) C Ker(v).
2. On suppose que dim E = n, dimKer(u) =n —p et dim F' = r.

(a) Justifier pourquoi on peut choisir (e1,eq, ..., e,) base de E de sorte que (ep41,...,e,) soit une base de Ker(u).
Quelle est alors la dimension de Im(u) ?

(b) Pour tout 1 < ¢ < p, on pose f; = u(e;). Montrer que la famille (f;)1<i<p est une base de Im(w).

(c¢) On compléte la famille précédente de sorte que (f;)1<i<r soit une base de F. On définit alors w € L(F, G) par

w(f) = {v(ei) sil<i<p,

0 sinon.

Montrer que si Ker(u) C Ker(v), alors v = w o u.

Exercice 2

Soit E un R-espace vectoriel de dimension n avec n > 2 et k un entier, k£ > 2. On désigne par w 'endomorphisme nul de E.

fi+fot+ -+ fu=1idr;
fiofj=w sii#j.

On considére une famille (f;)1<j<r de k endomorphismes non nuls de E tels que {

1. (a) Montrer que pour tout j appartenant a {1,...,k},ona fjof;=f;.
(b) Montrer que pour tout j appartenant a {1,...,k}, on a Ker(f; —idg) = Im(f;) .
2. Montrer que la famille (f;)i1<j<k est libre dans £(E). Que peut-on en déduire pour k7
3. Pour tout j appartenant a {1,...,k}, on pose G; = Im(f;).
(a) Montrer que
Vie{l,....,k}, Ve e Gy, filx)=6d,z.

(b) En déduire que tout vecteur  de E se décompose de fagon unique en
k
sz:vj avecVje{l,....k},z; € Gj.
j=1

(¢) En déduire que k est inférieur ou égal a n.
k
4. On désigne par (a;)1<;j<k une famille de k réels et par f Pendomorphisme f = Z a; fi .
j=1

(a) Calculer f2.

(b) Déterminer les valeurs de (a;)1<j<k pour lesquelles f est un projecteur (c.-a-d. f2 = f).

Déterminer alors noyau et image de f.



Exercice 3

1. Dans cette question, E est de dimension 2. On considére la base B = (e1,e2) de E, et Papplication linéaire f ayant
pour matrice, dans la base B,
1 1 -1
M= §< -2 2 ) '

(a) Montrer que f est un projecteur. Quel est son rang?
(b) Déterminer le noyau et 'image de f.
2. Dans cette question, F est de dimension 3. On considére la base B = (e, ea,e3) de E.
D désigne la droite vectorielle engendrée par le vecteur €1 = e; + 3es — e3 et P le plan engendré par les vecteurs
€g = €1 —e3 et 63:261—62.
Déterminer la matrice, dans la base B, du projecteur sur P parallelement a D.

3. Dans cette question et jusqu’a la fin de cette partie, p désignera un projecteur de F, ou E est un espace vectoriel de
dimension n. Montrer que Ker(p) et Im(p) sont supplémentaires dans E.

4. Soit ¢ 'endomorphisme défini par ¢ = idg — p. Montrer que g est un projecteur de FE.
Déterminer le noyau et 'image de ¢q. Calculer po g et g o p.

5. Soient p; et pa deux projecteurs de E et ¢ = p1 + p2 — p2 0o p1.
(a) Montrer que Ker(p1) N Ker(p2) C Ker(q).

(b) On suppose désormais que p1 o pa = Oz (gy. Montrer que g est un projecteur de E.

(¢) Montrer alors que Ker(q) = Ker(p1) N Ker(ps).

Exercice 4

n désigne un entier naturel non nul et £ désigne un espace vectoriel réel de dimension n.

Soit f un endomorphisme de E qui commute avec tous les endomorphismes de E, c’est-a-dire tel que

Vge L(E), fog=gof.

1. Soit u € E — {0}. Montrer que la droite vectorielle Vect(u) posséde un supplémentaire dans E que l'on notera H,.
On précisera la dimension de H,,.

2. Montrer qu’il existe un réel A, tel que f(u) = A, - u (on utilisera le fait que f commute avec le projecteur sur Vect(u)
parallelement a H,,.)

3. Soit v € F, non colinéaire au vecteur u ; on note \, le réel tel que f(v) = A, - v. Montrer que A, = A,.
4. Reprendre la question précédente lorsque v est non nul et colinéaire au vecteur u.

5. En déduire quels sont les endomorphismes de F qui commutent avec tous les endomorphismes de E.




