Séries Numeériques (corrigé niveau 2).

Séries télescopiques.
27. a. On peut écrire :

OnON- v = 1+u, -1 _ 1 _ 1
T U))@)) @) ) A u,)  @HU).AF ).y,
L 1+u, -1 1
avec le cas particulier : vy =———=1- .
@+u,)  1+u,
On peut ainsi poser: 0 n ON*, a = 1 et: a, =1,

T AHuy).A+ ).+, )
cequidonnebien:O0 N ON, v, =a,—-a,,.

b. La convergence de la série an est équivalente a celle de la suite (a,)).

n=0

Or cette suite est positive et décroissante puisque (U, ) est a termes positifs, donc convergente.

La série ) v, est donc convergente.

n=0

c. Si ZUn diverge, la suite de ses sommes partielles tend vers +oo puisque ZUn est a termes positifs.

n=0 n=0
Onaégalement: O n ON, A+u,).A+u,)...d+u,)=u, +...+u,,
car en développant le produit on voit apparaitre la quantité minorante et d’autres termes positifs.
Donc: lim (1+u,).@+u,)...(L+u,) =+, et (a,) tend vers 0.
n- +oo

+00 +00
Donc: Y v, =Y (a, —a,.,) = a - lima, =a, =1.
n=0 n=0

28. Notons tout d’abord que la suite (U, ) est toujours correctement définie et a termes positifs.
a. On constate que :

1 1 1
OnON, U, SE'(U” +\/u§ +a’+2u,a,) SE'(U” +Uu,+a)=u, S et:
1 1
OnON, U, 25.(un +,/u%) SE'(U” +Uu,)=u_, dou:
1
OnON,O<u,, —u, SE'a”'

Par comparaison de séries a termes positifs, la série télescopique Z (u,,, —U,) converge donc la suite

n=0
(u,) aussi.
b. La suite (U, ) proposee est strictement croissante, a premier terme strictement positif et convergente
+00 1

(suite des sommes partielles d'une série de Riemann convergente) de somme : L =—+ Z—Z >0.
n=1 N

. , , 1
Par ailleurs, on voudrait une suite (a,) telle que : O n ON, u,,, ZE.(un + U2 +a?).

Il suffit pour celaque : 0 n ON, (2u,,, —u,)*-u? =a2 =4u?, —-4u.,.u, =4u,,.U,, —U,),

etdonconvaposer:0n ON, a, = 2.\/un+1.(un+1 -u,).

La suite (a,) est ainsi bien définie car la suite (U, ) est croissante et a termes positifs et on a bien :
1
OnON, U, ZE'(U“ +.Ju?+a?).

Mais par ailleurs : 0 n ON*, a, = 2.\/un+1.(un+1 -u,)~2,4L.(u,, —u,
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et la série Zan diverge par comparaison de séries a termes positifs.

n=0

La réciproque de l'implication de la question a n’est donc pas vraie.

29. a. Il estimmédiat que la suite (U, ) est bien définie et par récurrence : O n ON, u, 0J]0]] .
En effet, ce résultat est vrai pour u, et s'il est vrai pour un entier : N> 0, alors :

u>0]04, etdonc : u,,, :%.(un +u)o]odl.

Puis:OnON, u,,, —u, =%.(u§ -u,) :%.un.(un -1 <0,

et la suite est strictement décroissante.
Etant de plus minorée par 0, elle converge vers une limite L.

, - 1 .
Enfin, L vérifie : L =§.(L +L?),soit: L=L% et L vautOou 1.
Mais (u,) étant a termes dans ]0,1[ et strictement décroissante, on en déduit que : L =0.

, 1 u
b. Puisque (u,) tend vers0,ona: 0 n ON, u,,, —U, =§.un.(un -1 ~—7”.
+00
Or la série télescopique E (u,,, —U,) converge car la suite (U,) converge.

n=0

Par comparaison de séries a termes négatifs, la série z——” converge et donc aussi la série ZUn .

n=0 n=0

30. a. Puisque la fonction f définie par: 0 x[ }07_27{ f (X) =sin(X) — X, a une dérivée strictement négative,

est donc strictement décroissante et nulle en 0, elle reste strictement négative sur l'intervalle.
Donc la suite (u,,) est décroissante et étant minorée par 0, elle converge.

: . T N m
Enfin sa limite L est dans [OE} , et comme elle ne peut pas étre dans }OE} elle est nulle et (u,)

converge vers 0.
b. La série z (u,,, —U,) esttélescopique et converge car la suite (U,) converge.

n=0
3

3
. u u
Deplus: 0 nON,u, —u, =sinu,)-u, = —€”+o+w(u§)~—gn_

3
Donc par comparaison de séries a termes négatifs, la série z——“ converge et la série Zuﬁ aussi.
n=0 n=0
c. La série télescopique Z(In(un+l) =In(u,,)) est tout d’abord bien définie (puisque (U, ) est a termes dans
n=0

10,1]) et divergente car la suite (u,) tend vers 0 donc (In(u,) ) tend vers -co.

De plus:

U sinu,,) u? X u? X u?
OnON, (In(u,,,)—In(u,)) =In| —|=In| ——=|=In|1-—+0,,(U;) |[=——+0,,(U;) ~——.
u, u, 6 6 o 6
2
u
Donc par comparaison de séries a termes négatifs, la série z——“ diverge et la série Zuﬁ aussi.
n=0 n=0
. , . n n U +1 dt un+1 dt
31. On constate immédiatement que : O n ON, > w, = ZI ‘ " =j v In(u,,.,) —In(uy) .
k=0 k=0 " to

Donc la série an diverge (vers +c).

n=0
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un+1ﬂ S Iunﬂﬂ — un+1 _Un :V

Par ailleurs: 0 n ON, w, =I :
Un U U, u

Donc par minoration de série a termes positifs, la série Zvn diverge.

n=0

n-
n

Séries a termes positifs ou de signe constant.
32. « Pour la premiére série, on peut écrire :

(Ljnz = exl{— n2_|n[n—+1jj = eX[{— n2.|n(1+ ljj = eX[{— nZ(l +0,, [ljjj =exptn+o,,(n)).
n+1 n n n n

n
Donc : n?
n+

1) =exp(n+o,,(n)+ 2In(n)) =exptn+o,,(n),
gui tend vers 0 en +oo,
n \"
Donc la série —_— converge.
z( n+ 1) g

1

1 1
« Pour la deuxiéme, on écrit : (n® +1)2 = n(1+ iaj = n(1+1.ia + om(ijj =n +li + om( 1 j
n a n

On distingue alors plusieurs cas :
si: a=Db, la série est la série nulle et converge,
1 1
: = = 1 1 1 11 1
si:a>b,ona:u, =(n*+)2—(n"+1)> == +O+°°(_j +0+w(—j~‘
n

: 1
a nat a1 B'nb—l NP1 ) o E'nb—l'

Par comparaison de séries a termes négatifs, Zun converge si et seulementsi: b—1>1, soit: b> 2.

nx1

: R 11 - . .
si:a<b,onademéme: u, ~=.—, etlasérie Y u, converge si et seulement si: a> 2.

an nx1
Conclusion : la série converge si et seulementsi: (a=b)ou(a>2,et: b>2).
* Pour la troisieme, on réécrit le terme général :

1 _ _ 1
—(In(n))'“‘“’ = expEIn(n).In(In(n))) = i
Et puisque (In(In(n))) tend vers +o, il existe un rang N, a partir duquel : In(In(n)) = 2, soit :
Onzny, 0< 1 L si

(ln(n))ln(n) = rlln(ln(n)) n2 ’

et par comparaison de séries a termes positifs, la série Z converge.

33.a. S, étant une somme partielle de série, pour que la suite (S ) converge, il est nécessaire que son

terme général tende vers 0.
Or:

. (|Xl >1) = (n.|><ln tend vers +ow),
« (|4 =1)= (n]¥" tend vers +c).

Donc on doit prendre : X <1.
N+1

b. A partir de 13, et pour : [¥ <1, ona: (1-X).S, = ZN:n.X” —ZN:n.x"+l = ZN:n.X” > (n=1.x".
=1 o = n=2

N N+1 N
En regroupant ce qu'on peut regrouper : (L~ X).Sy = > nx"=> (n-1.x" = x+> x" = N.x"".
=1 n=2 n=2
N
Si on fait tendre N vers +, on conclut que ((1- X).S, ) converge et: (1-x).S= h!im Z X" = %
~+o0 £ -X
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34. a.

35. a.

36. a.

+00

. X
Finalement : 2 nx"=——.
n=1 (1_ X)

On montre de fagon immédiate par récurrence que :
O n ON, u, existe et est strictement positif.

Danscecas: U n ON, u,,—u

n

a, . :
=—-20, et (u,) est bien croissante.
u

n

. Supposons que (U, ) converge.

Alors puisque la suite est strictement croissante, sa limite L est supérieure a u,, donc: L >0.
aﬂ an

Mais alors : u,,; —U, =— ~—.
u

n

- a, . R " A
Les deux séries Z:(un+1 -u,) et ZT” étant a termes positifs, elles ont alors méme comportement.

s , , , L a
Or la série télescopique Z(un+1 —u,) converge puisque la suite (U, ) converge, donc la série ZT”

puis la série )" a, convergent aussi.

. Réciproquement, si Zan converge, on commence par dire que : 0 n ON, u, <u, (puisque (U,) est

a a

=_ns_n.

croissante),et: 0 n ON, O<u,,, —-u
u, U

n
n

Donc par comparaison de séries a termes positifs, la série télescopique Z(u —u,) converge et la

n+l

suite (U, ) est convergente.

un+1

On peut réécrire I'hypothéseen: 0 n=n,, 0<—==<
a

Y co=m
a, a

n+l

u
Donc on a bien: u, =0, (a,), (soit (—”j bornée).
a

n

.D'ou: (Z:crn converge) = (Zun converge), par comparaison de séries a termes positifs.

Notons tout d’abord que suivant P, la suite (U,) présente un probleme de définition.

Il est nécessaire que le coefficient dominant de P soit positif car sinon, P deviendrait négatif a partir
d’un certain rang.
Dans le cas donc ou le coefficient dominant de P (notons-le a) est positif, on peut alors écrire :

On ON, P(n)=an® +...~an*, ot k désigne le degré de P.

Cet équivalent garantit que P(n) devient positif pour n assez grand et que u, est alors défini & partir
de ce rang.

k
. - 2 , 2 41~
Puis : {/P(n) +°o\/a.n , et d'autre part: Vn 1+°°n.
Distinguons alors plusieurs cas :
« k<2, alors,/P(n) est négligeable en +oo devant ¥n” +1 et (U,)tend vers +o : la série
> _u, diverge.
« k> 2, alors v/n” +1 devient négligeable devant ,/P(n) , et (u,) tend vers - : la série diverge

encore.
e k=2,et:a#1,onaalors: u, ~(1—\/5).n, u, & nouveau ne tend pas vers 0, et ZUn diverge.

Finalement pour que la série converge, il fautque : k=2, a=1, soit: P=X*+b.X +c.
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b. On peut sous la derniere hypothese écrire :
1

JP(n :\/n2+b.n+c:n(1+9+%j2 :n(1+9.1
n n n
1
et:\n? +1=n(1+i2j2 =n[1+ 12 +o+w((i3j J
n 2n n

. _(bj 1 ¢ b*)1 (bc b*)1 (1)
Dot:u, =|—=|+|=—=+— |+ ——— | +0.| = |.
2 2 2 8)n |4 16)n? n?

On doit donc prendre : b =0, pour que u, tende vers 0.

. 1 c)1 - A . . -
Si: c#1,alors: u, ~[§ —Ej.—, et la série ZUn a son terme géenéral équivalent a celui d'une série de
+o00 n
signe constant et divergente, et a ce titre diverge.

Donc on doit prendre : ¢ =1, etdanscecas: O n ON, u, =0, et la série ZUn converge.

Conclusion : la série converge si et seulement si: P = X? +1, et la série est alors la série nulle.
Remarque : le développement limité (si U, n'avait pas été constamment nul) nous aurait permis dans

tous les cas de déterminer la nature de ZUn gui aurait été alors convergente, grace a un équivalent.

Séries de signe quelconque, somme de séries converg  entes.

2
37.a. Tout d’abord : Yo =n—+1.ln(1+ X j= n+1' z X 2 +o+m(i2j =1—L+O+w(1j.
u X n+1 X (n+l 2(n+1) n 2.(n+1 n

n

, u X 1
ce qui donne encore : —* =1-—+o0, | =|.
u, 2n n

Puis: 0 n2=1, In(u,,,)-In(u,) =In Yo =In 1—i+o+m 1 :—i+o+m 1 ~—i.
u 2n n 2n nj+ 2n

n
Par équivalence avec une série de signe constant (X > 0), la série Z(In(un+l) =In(u,)) diverge vers -
et la suite (In(u,,) ) aussi.
Donc (u, up) tend vers 0.

b. Pour a donné, ona: In(u.,,) —In(u,) - a.ln[1+ lj =X a, 0, [lj .
n 2n n n

Par comparaison de séries a termes de signe constant, pour que la série converge, il faut que :

X . X
a+—=0,soit: a=——.
2 2

u n n?

ou A est une constante et ce terme est la somme des termes de deux séries absolument convergentes.
On en déduit que cette valeur de a conduit bien a une série convergente.

. L. U, 1 A 1
Pour cette valeur de a, le terme général s’écrit : In(Llj - a.ln(1+ —j =— +0,, [—j ,
n

n

. : 1 ,
Remarque : c’est un cas ou la notation O, (_Zj (« grand O ») est pratique.
n

c. La série précédente a pour terme général celui d’'une série télescopique car :
u,., 1
In(LlJ - a.ln(1+ —j =[In(u,,,) —a.In(n+1)] —[In(u,) - a.In(n)] .
u, n
Puisque cette série converge, on en déduit que la suite (In(u,) —a.In(n)) converge vers une limite

notée L, et (u,.n") converge vers: A= e", soit : u,.n" ~ A, ouencore: u, ~ An“.
+0o

+o00
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d. Par comparaison de séries a termes positifs et puisque : U, ~—-, on en déduit que :
+oo

n2
*Si: g 1, ouencore: 0< x<2, la série Zun diverge,
n=1
. X
*Si: E >1, ouencore: X>2, la série ZU converge.
nx1
- X
38. Notons, pour: n ON: P, = Hco{—kj.
1 Si X X 1
Alors: O nz1,ona: sin —|P, == — |.P,_,, et par récurrence : sin — |P, = — Sln(x)P
2 2” P 2" 2"

Donc:O n ON, Zln(co{ j] In(P,) = (Zlnj—ln(sin(z—xnnﬂn(sin(x))+|n(P0),pour: X#0,et:

Zn: In(co{z—xk]j = —In( 2 .sin(z—)i]j +In(sin(x)) + In(cos)) .

Or quand N tend vers +o, la suite [In( 2 .Sin(z—)i]j] tend vers In(x) (avec un équivalent).

Donc la série converge et sa somme vaut :

iln(co{%)] = ~In(x) + In(sin(x)) + In(cos()) = |n(—5i”(x)'xcos(x)j = |n(—5i”2(i'x)j ,

39. Un équivalent du terme général donne la convergence de la série : % i
n.(n2—1) +
Par comparaison de séries a termes positifs, la série proposée converge.
. 2X -1 a ., b
Puis : =—
X.(X=1.(X +1) X X X
5 2k-1 51 1¢ 1 131 51
Onx2, ——— )y —t+t = — = —
kz;‘k(kz—l) kzk 2kzk 2kzk Zk
On simplifie alors la partie commune aux trois sommes et :

Ons2, Z 2k -1 {hl}l(hi}l(klj_ill_li
~k@k-1) (2 n) 2\n n+1) 2 2) 4 2n 2n+1

En passant a la limite, on en déduit la somme de la série qui vaut —

+ Cl,pws a=1, b—1 :—l,d’ou:

1

40. a. On peut par exemple raisonner par récurrence sur N :
Nz NS S
epour: N=1,0ona: » ~=2z,et: N
P nZ:;‘ n 4 nZ:;‘n.(n+1) N+1 12 2
* si on suppose I'égalité vraie pour un: N [ N*, donné, alors :
Nzﬂ Sn + SN+1 - ii_ SN + SN+1 + SN+1 :ii+ SN+1 _ SN
“nn+l) N+2 %S n N+1) (N+D).(N+2) N+2 S n N+1 N+1’

Sy — Sy — Zna
N+1 N+1 N+1°

on en déduit I'égalité voulue au rang N +1, ce qui termine la récurrence.
b. Puisque la série z z, converge, la suite (S,) est convergente donc bornée.

et comme :

_ S
Par conséquent, la suite ( N N 1) converge vers 0.
+

-5 Sl—Sl z,, d’ou I'égalité.

PSI Dupuy de Léme — Chapitre 02 : Séries numériques (Exercices : corrigé niveau 2).



41. a.

.On aimmédiatement: 0 n ON, 0<se-S ,<T,,-S.,, =

n

_ S | A
n(n+1)| n?

De plus, sion note A un majorant de |Sy|, alors : O n O N¥,
n

. S,
et la série Z(—est absolument convergente, donc convergente.
n.(n+

. . . y z L z
Finalement la suite des sommes partielles de la série ) " converge, et la série > =" converge.

n21 n21

Il est immédiat que la suite (S,) est croissante (et convergente puisque la série converge).

De méme, il estimmédiat que la suite (T, —S,) tend vers 0.

Enfin:O0nON* T ,-T =S,-S,+ L S NS - L _— :

(n+1).(n+1)! nn (n+1)! (n+2).(n+1)! nnl

_1 _h+2-(n+1)* _ -n’-n+1
" (n+1.(n+1)! (n +1).(n+1)!

Donc les suites sont bien adjacentes (et on retrouve la convergence de la suite (S,)).

Leur limite commune est évidemment €.

etdonc: T, <0, puisque: n=>1.

1

.Puisque: O n ON* S, <e<T,,ona: n.§ <sn.e<nT =n.S, +—,

n
car (T,) est strictement décroissante.

1 _&Gn
De plus, il est clair que : .S, =n. Z— =Y — ON, comme somme d'entiers.
k .

. 1
Sionposealors: p, =n.S ,et: 0<r, =nl.e—-n.S, <—, on a ainsi construit deux suites ( p, ) et (I,)
n’

que I'on peut au besoin compléter avec : p, =2, et: r, =e—2, répondant aux exigences a savoir que
( p,) est une suite d’entiers naturels et (I',) tend bien vers 0 par le théoreme des gendarmes.

1
(n+1).(n+1)!

| |
Puis:On ON,0<snle-n.S, < <™ gou:0sne-n. S, + 1 < k ,
(n+1).(n+1)!’ (n+1)!) (n+1).(n+1)!
|
et: O<r, -~ 1 >, puisque : r, =nl.e-n.S .

" (n +1)' (n+1)

Donc: 0O n ON* O<r, - 1 < 1 soit:rn:i+0+ [ij=1+om(1j,et:r ~1.

n+l (n+1)?’ n+l “{n+1) n n "o
2.
. On peut alors écrire : 0 n O N*, sin(2.7znl.e) =sin(27z.(p, +r,)) =sin(2xr, ) 27Tr, ~—n,
+0o n
et donc la série ZSin(Z.lzn!.e) diverge par comparaison de séries a termes positifs.
n=0
, 1 1 . 1
.Laquestioncdonne: 0O n ON* r,=——+X,,avec: 0< X, < 5. dou: X, =0,,| — |-
n+1 (n+1) n
Donc on en déduit que : O n O N*, r, =1 +X, +0,., (izj = 1 +0,. (izj :
n n n n
puis : O n ON*, sin(zznl.e) =sin(7z.(p, +r,)) :sin(ﬂr ).(=1) .

. _ _n &l Z(n- 2)
Enfin: 0 n=>2, pn—n!.Sn—Z—'—1+n+z —(n+1)+n(n 1)2
k=0

-2l
et comme n.(n—1) est pair et z( m 2) est un entier, on conclut que : (-1)™ = (-1)"".
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_1\n+l
Finalement : O n O N*, sin(7znl.e) = (—1)”*1.(1 +0,., (%D = (=) +O+w(i2j,
n n n n

et la série Zsin(lzn!.e) converge comme somme d’une série alternée convergente (d’apres le critére
n=0

spécial) et d’'une série absolument convergente.

Produit infini.
42.a. Pour: N = 2, tous les termes du produit qui composent P, sont strictement positifs et P I'est aussi.

Deplus: 0 N=2, In('ﬁl(1+ (:/:%)n D = iln(1+ (:/1%“].

-n" =" 1 1
Si on note u,, le terme qui apparait dans la somme, alors : U, = In(1+( ) ]: (=1) ——+o+w(—j.

Jn Jn o 2n n
-1)"

- . . L - 1 1 ,
Or la série Z(T converge du fait du critére spécial et la série Z(—— +0,, [—D diverge vers -o
n=2 n=2 n n

par comparaison de séries a termes négatifs.
Donc la suite (In(P,)) diverge vers - et (P, ) tend vers 0.

. T . , - -1
Remarque : I'écriture « intuitive » qu’on aurait pour ce résultat : |_! (1+ (=3 j =0,
n=

Jn

montre qu'il faut étre prudent car ce « produit » (¢a n'en est pas un) est nul alors que tous ses termes
sont non nuls.

b. Si on pousse le développement de u, a un ordre de plus, on obtient :

D" _ 1 _ (D' 1
- 1 |za +b +c.
t Jn 2n 3n4/n +°°(n.\/nj % G

Les séries Za et Zc convergent (la deuxieme par absolue convergence), et donc :

In(P,) = Za +Zb +Zc =L, —E(z%—ljﬂ_c+o+w(1)=—%.|n(N)+K+o+w(1),d’ou:

=1

1 e
PN - eK +0,6 (1)

PR g

avec: C=eX OR*

N
43. Remarquons tout d'abord que : 0 N ON, In(R,) = ZIn(1+ u,), et raisonnons par double implication :
n=0

* si (P, ) converge, et puisque tous les termes du produit sont supérieurs a 1, la limite P de (PR, ) est
supérieure a 1.
La série z In(1+u,) converge alors vers In(P) et son terme général tend vers 0.

Mais alors : In(1+u,) ~u,, et par comparaison de séries a termes positifs, E u, converge.
+0o
* si la série E u, converge, alors son terme général tend vers O et : In(1+u,)~u,.
+00

Donc la série z In(1+u,) converge, et la suite In(P,) aussi, ce qui entraine la convergence de (P, ).

Séries alternées et autour de la série alternée.
44. Attention a ne pas se contenter d’'un équivalent.

Un (1)'“1%/_+0 (Jﬁj
n " '

3n® n®

On écrit ainsi le terme général u, comme la somme de deux termes, a, et b, .

On peut écrire : (-1)"X/n sm( j (-D".
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45,

46.

Yn 1

+o 303 +o 3 n3

3n? n®

i, (4]

La deuxiéme série converge par absolue convergence car : |bn| = ‘

En effet, la suite (Q/ﬁ) tend vers 1.
La premiére est alternée.
Posons alors f la fonction : X X' =exp({L- X).In(xX)) , et étudions-la sur ]0,1].

Elle y est dérivable et : 0 x 0]0,1], f'(X) = (— In(x) +ﬂj,f (x).
X

On pose alors : g(x) = —In(x) +1—1, sur]o,1], et: g'(x) = -l_iz <0.
X X X

g est donc décroissante sur ]0,1] et s’annule en 1 : elle reste positive sur l'intervalle.
On en déduit que f' est positive et f est donc croissante sur ]0,1].

An (—1)"@ e (—1)”.f(1],
n n n

vérifie donc le critére spécial des séries alternées et est donc convergente.

: L . (1
Finalement la série proposée E (-D"R n.sm(—j converge.
n

La série proposée est alternée.
8"  (@n)!_ 8 4
" (2n+2)!" 8"  (2n+1).(2n+2) (Zn+D(n+D’
et ce quotient est plus petit que 1 dés que : n>1.
Donc la série vérifie les hypothéses du critére spécial a partir du rang 1.

Deplus: 0 n=0

On peut alors écrire : S= z( 18 4+zm = 3+5,avec: S=Y (-1)"8 |
o (2.N)! 2 (2n)! ~ (2.n)!
2
S positif et : |S| < 81.64_8
41 24 3
Donc : S<0.
a. Pour : n>1, et comme reste d’'une série convergente, R existe et est du signe de son premier terme a

savoir (-1)"™" puisque la série définissant R, vérifie le critere spécial des séries alternées.
b. On aimmédiatement :

k +00 k +o0  (__ 1\ P+l +00 _1\k _1\k+1
DN ON R 4R, = z(1) z(1) (-9 =2((1) L1 j
k=n+1 k=n+2 k=n+1 p=n+1 p+1 k=n+1 k k +1
en ayant effectué une translation d'indice et reappele k le nouvel indice p.
. +00 (_1)k
Dou:0n0ON, R +R,, = :
R R = 2
c.Onpeutalors écrire: 0 n ON, R, = D™ +R,,,donc: 2R, = (D D™ +R +R,
-Onp ' ’ n+1 v - n+1 "

Or la série ZL est alternées et vérifie le critére spécial de fagcon immédiate.

m N.(n+
(- nk| 1 ~ 1 1
k%k(ku)\ (D nr2) o T R T O*‘”[ j °*°°[nj'

—_ n+l — n+l _ n+1
Donc : &=L+O+m(ij:&+0m(ij~( 1 .
2.(n+1) n’ 2.n n’ )+ 2n

Donc: O n ON, R +R,|=
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d. L’équivalent obtenu au-dessus ne permet pas d’en déduire la nature de la série Z R, , mais comme

n=1

somme d’une série convergente (alternée vérifiant le critére spécial) et d’'une série absolument
convergente, la série )’ R, converge.

nx1

Autour de la série harmonique.
47.a. On peut penser & comparer S, a H,,.

Pour cela: O n O N¥*, Sn—Hn:Zn: 1 _Zn“%:_zn“

k=1

X
+
<
T

_n
= n.(n+ \/ﬁ)

sommes partielles est bornée.

H
Donc : Sh = +i, avec H, qui tend vers 1 et &, qui tend vers 0.
In(n) In(n) n In(n) In(n)

Donc: S, ~In(n).

Or la série 2

b. On peut étre plus précis puisque le fait que (S, —H,) converge s’écrit aussi :
OKOR,S,-H,=K+o0,,(1)
etcomme: H, =In(n)+ y+o,, @), finalement :
S, =In(n)+(K+)y)+o0,,(@), soitbien: S, =In(n)+C+o,, @D,
ou C est une constante, et 0, (1) tend vers 0 en +co.

Séries de Bertrand.

48. a. Lafonction f est définie et de classe C* sur]1,+), et: 0 X >1, f'(x)=1. t 1 :
x In(x) xIn(x)

Donc:0n=2,0c,O0]nn+1[ f(n+)-f(n)="'(c,),
1 1
< )
c,.In(c,) n.lIn(n)

autrement dit : 0 n= 2, In(In(n+2)) —In(In(n)) =

Or la série télescopique z (In(In(n+1)) —In(In(n))) diverge puisque la suite (In(In(n))) diverge.

n=2

Donc par minoration, la série de termes positifs Z
nz2 '

> 1 ,
n“.In(n) n.In(n)

diverge.

b. Il estimmédiatque: 0 a <1,0n=>2,

et donc par minoration (d’une série a termes positifs), la série za— diverge.
2 N7.In(n)
1 1 (In(n)™*
c.Pour:agz2,et:0B0OR,ona:0nz22, — ﬂ=—3.( ()2 :
n“.(In(n)) R
. 3 o . . . (In(n)) ™
Or puisque : a —— >0, le théoreme des croissances comparées montre que : lim ————=0.
2 n- na_E

1 L ,

Donc: ————==0,,| — |, etlasérie ) ————— converge, par comparaison.
n?.(In(n)) 3 =2 N7.(In(N))

n2

Produit de Cauchy.

converge par comparaison de séries a termes positifs, donc la suite de ses
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49.

50.

Sion note a, le terme général de cette série et b, celui de la série correspondant au produit de Cauchy
proposeé, on a :

B n ( 1) ( 1)n—k . n _(—1)” n 1 1
O n ON, bn_éak'an Zk+1 n—k+1 =(=D) Z“(k+1)(n k+1) n+22[k+1+n k+1j

k=0
De plus : )’ t 1 =Y 1 +y 1 =2H.,,,
to\k+1 n-k+1) {=k+1 n-k+1
avec le changement d’indice : p =n-k, dans la deuxieme somme.
2H, 4

Donc: 0O n ON, b, =(-1". :
n+2

- ) - , 2In(n+1) 2.In(n

La série est donc alternée et son terme général tend vers O puisque : |bn| ~ ( ) ~ () .
+o00 n +o00 n

e —(N+3).H

(n+3).(n+2)

n+2 _ n+

n+3 n+2

Enfin: 0 n ON, o,.,]~|b,| = 2 (H H j ,(n+2)H

et: (n+ 2)'Hn+2 _(n+3)'Hn+l = (n+ 2)'(Hn+l +

w =1-H,,, <0,

Donc la série an vérifie les hypothéses du critére spécial des séries alternées et a ce titre, converge.
b=0

— n
Remarque : évidemment ici la série Z% n'est pas absolument convergente.

n=0

1
Remarque générale : u,, est le terme général d’'un produit de Cauchy de la série Z— avec elle-méme.
n=1 n

En effet, puisque la numérotation commence a 1, on a, en notant Zvn ce produit de Cauchy :

n=1

11”’11 1

Onz1,v, = —.——— =Uu,,sachantque: v, =0,
o P7 A7 G2 P (n-p)
kp,l<q
puisqu’on ne peut pas avoir :1< p, 1<(q,et: p+q=1, autrementdit: 0 n=2, v, =u,.
n-1
a.Si:a<0,aors:0n>2, un:z 1 > 1 =(n-1)7",

= k?.(n-k)* 1°.(n-1°
et (u,) ne tend pas vers 0 donc la serie ZUn diverge.
n=2

b.Si: a >1, la série Zun est le produit de Cauchy de deux séries (deux fois la méme) absolument
n=2
convergentes et donc converge.
c. Si: 0<a <1, alors la fonction : X+ X.(L—X), est positive sur ]0,1[ et en étudiant sa dérivée, on

. . 1 .
constate qu’elle atteint son maximum en E ou elle vaut —

Donc: 0 n=2,01<k<sn-1, (Ej (1—Ej < (%) , puisque de plus la fonction : X X7, est

n n
croissante sur R™ et donc : k".(nl— 07 = ni"' Y 1 e > ni" 47
() {0
Donc:0n=2,u, > 1 ":wniaA”,

et la série Zun diverge par comparaison d’'une série a termes positifs avec une série de Riemann
n=2

divergente.
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