Séries entieres.
Exercices 2017-2018

Niveau 1.
Calcul de rayons de convergence.
1. Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes a I'aide de la regle de d’Alembert :

2y BN b, STNEN
n=1 (n!)3.nn n=0 2n +\/ﬁ
3.n
c. S @My, d ¥y
n>1 mon” +1
2“
X
e. f. .
;4“ + n ;3“ +1

2. Calculer le rayon de convergence des séries a I'aide d’équivalents :

a. Z(x/n2 +n+1l-n? +1)x", b.Z(eJnTl —eMx", c. Y tan(ryn® +3n+1).x".

n=0 n=0 n=0

3. Soit Zan.z” une série entiére de rayon de convergence R.

Montrer que s'il existe : z, 0 C, tel que Z:an.z(')1 soit semi-convergente, alors : R= |zo|.

4. Soit Zan.z” une série entiére de rayon de convergence R, et soit: A O R*.

Etudier le rayon de convergence de Z)l”.an.zn .

5. Soit Zan.zn une série entiere de rayon de convergence R.

On considére les deux séries entiéres « partie paire » et « partie impaire » »_a,,.z>" et > a, ,.z*""*,

de rayon de convergence respectifs R et R .

Par double inégalité et a I'aide de couples (z,—2) bien choisis, montrer que : R=min(R,,R).

6. Soit la série entiere Y (cos)).z" .

a. Montrer que le rayon de convergence de cette série vaut au moins 1.
b. Montrer que (cosf) )n-o Ne converge pas vers 0.

c. En déduire le rayon de convergence de Z(cos@)).zn .
d. Y a-t-il convergence au bord du disque de convergence ?

Propriété de sommes de séries entieres.
. . s < X!
7. Soit la fonction S définie par: 0 x O R, S(X) = Z—z
n=1 n
a. Montrer que le domaine de définition de S est [-1,+1].
b. Montrer que S est continue sur 9 s.
c. Montrer que S est de classe C” sur ]-1,+1[.

d. Montrer que S est dérivable en —1 et préciser S'(-1).

8. Soit la série entiere : Z
n=1 \/_

a. Déterminer son rayon de convergence et étudier la convergence en = R.
On note S la somme de cette série entiére.
b. Montrer que S est continue sur son domaine de définition.
c. Pour: 0< x<1, transformer la quantité (L—Xx).S(X) en somme d’une série entiere.
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d. A l'aide de I'étude d’'une convergence normale, montrer que : Iirq(l— X).S(x) = 0.

i 1
9. Soit: I(p,q) = jotp.(l—t)q.dt ,avec: (p,q) 0N
a. A l'aide d'intégrations par parties, calculer | (p,q), pour tout : (p,q) O N
b. Déterminer la nature de la série de terme général : a, =1 (n,n).

c. Déterminer le domaine de définition de S définie par : S(x) = Zan.x” .
n=0

10. Soit : S(x) = Zan.xn , une série entiére de rayon de convergence 1telleque: O n ON, a, =20.
n=0
On suppose de plus que S est bornée sur ]-1,+1].

a. En utilisant des sommes partielles de la série entiére, montrer que la série Zan converge.
b. Montrer que la fonction S admet une limite finie L en 1 par valeurs inférieures.

c. Montrer par double inégalité que : L = Zan .
n=0

Utilisation de séries entiéeres.
11. Soit la fonction f définie sur R par :

. f(@z%,

. OxOR*, f(x):l'c—ozse‘).

a. Montrer que f admet un développement en série entiere en 0.
b. En déduire que f est de classe C” sur R.
c. Préciser le développement en série entiere en 0 de sa primitive qui s’annule en 0.

cos@

12. Soit F la fonction définie sur R* par : O x O R*, F(X) = J. dt .

a. Justifier que F est bien définie sur R*.
b. Montrer que F se prolonge sur R en une fonction de classe C* et préciser F ).

13. a. Montrer que : 0 a> 0, la fonction : t —

TR admet un développement en série de fonctions sur [0,1].
+

b. Montrer que cette série admet une primitive sous forme de série qui converge uniformément sur [0,1].

c. En déduire que : 0 a>0, J-01+ta Z( 2

R G (-D" (1)
d. Endedwreg 22n+1 23n+1'

n

14. On note, pour X réel: f(x) = ZX— et: g(x) = Z|n[1+lj_x”
n n=1 n

n=1
a. Montrer que ces deux séries entieres ont le méme rayon de convergence R et préciser la valeur de
f (X) sur l'intervalle ouvert de convergence.

Onnote: 0 X O]-R+R[, h(x) =g(x) - f(X).

b. Montrer que h est une série entiére définie sur [- R,+R].

c. En déduire un équivalent de g(x) en 1.

d. En revenant a des sommes partielles, montrer que : h(l) = -y, ou y est la constante d’Euler.
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Développements en série entiére, calcul de sommes d e séries entiéeres.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

En utilisant une décomposition en éléments simples, montrer que les fonctions suivantes sont
développables en série entiére en 0, en donnant I'intervalle sur lequel ce développement est valable :

24 x+
a. XI—>X—X3 b. X 1 , pour: 6 OR.

x*-1 x? - 2.x.cos@) +1

En commencant par dériver les fonctions proposées (aprés justification), montrer que les fonctions
suivantes sont développables en série entiére en 0, en donnant l'intervalle sur lequel ce développement
est valable :

+
a. X In(1+x+x?), b. X arctar{u.tan(a)j, avec:a }—gg{

C. Xt J'Oxsh(tz).dt.

A l'aide des formules de linéarisation, montrer que les fonctions sin® et cos’ sont développables en série
entiére sur R.

+
On note f lafonction définie par: O x O[—-1+1[, f(X) = 1+x

a. Transformer I'écriture de f pour faire apparaitre un produit.
b. Montrer que f est développable en série entiere en précisant I'intervalle ou ce développement est
valable.

Soit (a,) la suite définie par :
* a, =1,
* a, =3,
+0On0ON, a,,=3a,, 24

o
+00 a

On note par ailleurs, pour X réel : S(x) = Z—’I‘.x“ .
= N
n=0

a. Calculer la valeur de a, pour tout entier n.

b. En déduire le rayon de convergence et la somme de la série entiere S.
On reprend I'exercice par une autre méthode.

c. Montrer que : 0 n O N, |an| < 4", et en déduire le rayon de convergence de S.

d. Pour X réel, exploiter la relation définissant (@, ) pour trouver une équation différentielle vérifiée par S.
e. Retrouver la valeur de S(X) pour tout réel X.

Pour: pON,et: z OC, on pose : fp(z)ZZ( p}z“.
n=0

a. Determiner le rayon de convergence R de cette série entiéere.

b. Simplifier, pour : x réel, xU]-R_,+R [, l'expression 1-x).f,"(X).

c. Retrouver la valeur de f (X), pour: xO]-R +R[.

d. Montrer par récurrence que la valeur trouvée a la question c. est encore valable pour tout: pO N, et
tout z complexe tel que : |4 <1.

On pourra calculer et transformer (1-2).f ,,(2).

Déterminer le rayon de convergence R puis, a I'aide de combinaisons linéaires, la somme des séries
entieres suivantes :

a. Yy (nP+n+1)x", b. > (n+(-D")x",

n=0 n=0
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c. Z(n——j d. ZM.X”

m N

22. Déterminer le rayon de convergence R puis, a I'aide de décompositions en éléments simples, la somme

des séries entieres suivantes :

2
a Y FINHA ) S e A
n=0 n +1 n=2 n. (n 1)
&, 1
23. Calculer _
~n(n-1.2"

Produit de Cauchy.

. - . . 1
24. a. Rappeler le développement en série entiere de la fonction : X+ ——, en rappelant son rayon de

convergence.

b. Donner la série entiere correspondant au produit de Cauchy de la série précédente par elle-méme.

c. Vérifier ce résultat en dérivant la fonction initiale.

Autour de I'exponentielle complexe.

g - z||

n=0

25. Montrer que : (z, N ) O CxN, |e

iz_

n=0 nl

26. Résoudre : sin(z) = 2.

Niveau 2.
Calcul de rayons de convergence.
27. Calculer le rayon de convergence des séries suivantes :
a. Zan.x” ,ou: a, =1,sin estpair, et: a, =2", si N estimpair,
n=0

b. Y a,.x", ol a, estla n"™ décimale de /2.

n=0

28. Soient a et b desréelstelsque: O0<a<b.
On note (a,) la suite définie par: O n O N,

e a,=a",sin estpair,

e a,=b", si n estimpair.

n

Déterminer le rayon de convergence R et la somme lorsqu’elle converge de la série entiére Zan.x .

n=0

29. Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes :

aZ(l)( j ", b Y2,

=) o Nl
ZSh(k) 1 1
C. Z k=l Z" d. Z(arccogl————zj}z“,
== n>1 n n
e.z a —.z",ou: (a,b) OR™, f. Z(Ch( )j Z",ou:aOR.
n201+b n=1

Produit de Cauchy.
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30. a. Donner le développement en série entiére de : X — sh”(X), en utilisant un produit de Cauchy.
b. Retrouver ce résultat en utilisant les formules de trigonométrie hyperbolique.

31. En utilisant deux écritures du développement en série entiére de : X — sin’(x), donner la valeur, pour tout

) nllo2n
entler:nDIN*,de:Sn:Z( ]
=\ 2k +1

Propriété de sommes de séries entiéeres.
32. Soit la série entiere »_ (=1)".In(n).x" .

n=2

a. Calculer son rayon de convergence (on notera S sa somme).

1 & 1
b. Montrer : O x 0]-1,1[, S(X) =——.Y (=)™ .In| 1+= | x"*.
FLL S0 = 351+

n=1

c. En déduire que : Iirq S(x) :%z (—1)”+1.In[1+ lj
X~ n

. L 2".n)? T . - :
d. En utilisant la formule de Wallis : lim ( ) - E , (ou Stirling), calculer la limite de la question c.

newo (2 )2

+o00

33. Soit: S(x) = Zan.x” , la somme d’une série entiére de rayon de convergence égal a 1.
n=0

n +00
On pose, pour: n ON, S, = Zak ,etpour: x OR, f(x)= ZSn.x” , de rayon de convergence noté R.
k=0 n=0

a. Montrer que si : [X <R, alors S(x) converge.

b. Montrer que si : [X <1, la suite (S,.x") est bornée.

c. En déduire la valeur de R.
d. Montrer que : O [ <1, S(x) = (L~ X).f(X).

34. Soit P un polynéme a coefficients réels, et f définie par: 0 x OR, f(X) =expP(X)).
On suppose que :
« les coefficients du développement en série entiere de f en 0 sont tous positifs ou nuls,
e 0x,20, f'(x,)=0,et: P'(x,) =0.
Montrer que : P"(x,)=0.

Utilisation de séries entieres.
35. a. Rappeler le développement en série entiére de la fonction arctar en précisant 'intervalle sur lequel ce
développement est valable.
s o . 1 — -n"
b. En déduire a l'aide du théoréme de convergence dominée que : J. arctanf).dx = z (=1 :
0 = (2n+1.(2n+2)

c. En déduire une valeur approchée rationnelle de l'intégrale a 10 prés.

x Ot
36. On note : S(X) =J' :
0 /1_t4

a. Montrer que S se développe en série entiere sur ]-1,1] puis que S se prolonge par continuité en 1.

2.n
NG

o Codt
b. En déduire que - [, = =3 e
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37. a.

Rappeler le développement en série entiére de arcsinsur J-1,+1].

b. Justifier que ce développement est également valable en +1.

c. Calculer de deux facons l'intégrale J? arcsin(sirt)).dt .

d.

En déduire la valeur de Z;Z
n=0 (2n +1)

Développements en série entiére, calcul de sommes d e séries entieres.

38. a.

b.

39. a.

sin@).€"?
1-x.sin@).e? "

Pour: X OR,et: HD}O,,—ZT[ , calculer la partie imaginaire de

1
tan@) )

En déduire le développement en série entiére de : f(X) = arctarEx—

Soit P un polynéme de C[X].
Déterminer le rayon de convergence R de 2 P(n).x" .

. On note :

. P0:1’
nri
-0n21, P =[1(X-K).

Montrer que (R, P, P,,..., P,,...) forme une base de C[X].

. Montrer alors que : 0Q OC[X], DN ON, 0 x O]-R+R[, D P(n).x" = (1?5:)(?%1 '
n=0

. En déduire un algorithme permettant de calculer la somme de la série entiére précédente pour tout

polyndéme P .

. Appliquer cette méthode a: Y (n” +n+1).x", > n°x".

1

40. Soit f la fonction définie sur R par: f (0) =0, et pour x non nul : f(x) = er .

a.

41. a.

Montrer que f est continue et de classe C' sur R*.

b. Justifier que f est de classe C” sur R* et donner par récurrence la forme de f ™ sur R*.
c. En déduire que f est de classe C* sur R, et préciser f ™ (0) pour tout entier n.

d.

e. Qu'en déduit-on ?

Etudier la série de Taylor de f en 0.

Déterminer le rayon de convergence et la somme des série entiéres ZCOSQ'LH).X” , et Zsin(nﬁ).xn ,

n=0 n=0

pour : 6 OO R.

. (s | cos.6 sin(n.é
. En déduire le rayon de convergence des séries entieres : ZL.X” , et :ZL.Xn

n>1 n =N

. Soit z un complexe non nul, tel que : Z= ,o.ei'g ,avec: p>0,et: 00]m+1.

n

+00 Z
Calculer Z—

n=1

Niveau 3.
Calcul de rayons de convergence.
42. Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes :

a.

> | arcta BLLE P PLE b. Ze“"“””a.zn Jou:alR,
n+1 4

n=0 n=1
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=" . Jinyr

c. z(—)n.z” ,ou:a OR, d >’ j sin(x?).dx |.z" .
n>1 na+(_l) n=0 Vm

On pourra étudier, pour z réel, le probléme de la convergence de ces séries en =R.

sin(n
WE

S n+(-)"

b. Préciser la nature de la série au bord de l'intervalle de convergence pour la premiére d’entre elles.

. , - cos
43. a. Déterminer le rayon de convergence des séries : Z;h) z",et:

5 )
mo N°+1

Transformation d’Abel et application aux séries ent ieres.
P

44. Pour (u,) et (v, ) deux suites réelles ou complexes, onnote: I p ON*, g, = ka .

k=1
p p-1
a. Montrerque : 0 p=1, Y UV, =U .0, + D (U, ~U,) .0, .
k=1 k=1

b. On suppose de plus que ces suites sont telles que :
* (u,) est réelle, décroissante de limite O,

* la suite (0 ,) est une suite bornée.

Montrer que la série de terme général u,.v, converge.
c. Donner le rayon de convergence et I'étude au bord des séries entiéres suivantes :

Zn
a. Z—G ,avec:a OR, b. ZM'XH .

nx1 n n=2 n

+o00

45. Soit : S(X) = Zan.x” , une série entiére réelle ou complexe de rayon de convergence fini non nul R,
n=0
gu’'on supposera égal a 1, I'exercice s'adaptant si: R# 1.

On suppose que S converge sur [0,1], que: S(1) =0, etonnote: O n ON, S, = Zak :

k=0

a. Montrer que : 0 x O[0,1[, S(x) = 1-X).>_S,.x".

n=0
b. Pour : £ >0, montrer qu'il existe : Ny 0N, tel que : 0 x 0[0,1], [S(X)| < @=%).>_[S,| +§.
n=0

c. En déduire que S est continue en 1.
d. A-t-on le méme résultat si on ne suppose plus: S(1) =0 ?

Produit de Cauchy.

46. Soit f une fonction définie au voisinage de 0 dans C, a valeurs complexes (on pourra se restreindre aux

fonctions de R dans R).
On suppose que :
- (0) =1,

«0R>0,0(a,)0C", O z Dc,(|z|<R):>(f(z):ian.z“),
n=0

autrement dit que f se développe en série entiere en 0 (R étant éventuellement infini).
a. Justifier que f ne s’annule pas sur un voisinage de O.
b. Montrer gu'il existe une unique suite complexe (b, ) telle que :

. bO =1,
«OnON% > ab,, =0.

k=0
c. Soit: O<r <R.
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Montrer qu'il existe : M >0 telque : 0 n ON, <M, et: <(M+D".

a,.r"

b,.r"

d. En déduire que T se développe en série entiere en 0 et préciser ce développement.

e. Montrer que l'application : Z+— , Se développe en série entiére en 0 et que le rayon de

z

e’ -1
convergence R de ce développement vérifie: 0< R< 2.71.

47.Pour: X OR, onpose: f(x)=e™ .Lxetz at

a. Justifier I'existence de f(x) pour tout réel x puis donner le développement de f en série entiére.
b. Trouver une équation différentielle linéaire du premier ordre dont f est solution, puis retrouver un
développement de f en série entiére.

n — k n n
c. En déduire que : O n ON, Z (-1) (kj = 4

=2k +1 2n\’
k=0 2n +1).( )
n
Propriétés de sommes de séries entiéeres.
48. Soit la suite réelle (u,) définie par: u, =1,et: 0 n ON, u,,, = Zup.uq :
p+g=n

+00

On pose: f(X) = ZUan , et on suppose le rayon de convergence R de f non nul.
n=0

Soit alors x réel tel que : X < R.

, . , ] o 1
a. Montrer que f(X) est racine d’'une équation du 2™ degré, et en déduire que : R> 2

A-t-on montré que R est non nul ?
b. Donner la valeur de la racine g(x) de I'équation précédente qui permet de définir une fonction se

prolongeant par continuité en 0.
. - . 1 1 -
c. Montrer que g admet un développement en série entiere de sur }Z-FZ[ , dont les coefficients (V,)

verifient la méme relation de récurrence que (U,).
d. Montrer que pour tout n : u, =V, , et préciser u, pour tout n, puis un équivalent de u, en +co.

49. On pose pour X réel: f(x)= Zln(n).xn .

n=1

a. Donner I'ensemble de définition de f puis montrer que : O x O[0,1[, (1—X).f(X) = —Zln(l—ij.x” .
n=2 n
b. A l'aide de la fonction : X+ f(X)+In(1- X), trouver un équivalent de f(x) en 1.

Utilisation de développements en série entiere.

50. Résoudre I'équation d'inconnue X : Z Bn+12x" =0.
n=0

1 1 +00 1
51. Montrer que : Io—x.dx =y .
X ~n

In(1+ x> sin®(t))

52. a. Montrer que pour tout X dans ]-1,1[, la fonction ¢, définie par : t — (0 , peut se
sin
. . T Tt
prolonger en une fonction continue sur [—55} .
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b. Montrer alors que : O x 0]-1,1], JHIn(:HX ZI;] ") dt =m(V1+x-1).
sin’

53. Soit (u,) la suite définie par :
s U, =U = O,
*0ONn0ON,u,,=u,+n+1.

+00

On cherchera par a calculer u,, pour le moment, et on note : 0 x O R, S(x) = Zun.xn .
n=0

a. A l'aide d’'un encadrement de u,, pour tout entier : n =2, montrer que le rayon de convergence de la
série entiere S vaut 1.

b. Trouver une relation, pour : x 00]-1,+1[, entre S(X) et X, et en déduire une expression de S(x) sous
forme de fraction rationnelle.

d. En déduire la valeur de u, pour tout entier n.

54. On note a, le nombre de fagons de payer n euros a l'aide de piéces de 1 et 2 euros.

On note par ailleurs : 0 x OR, S(x) =Y a,.x".

n=0
a. Montrer que a, est le nombre couples d’entiers positifs solutions de I'équation : n=n, +2.n,.
b. Montrer que S est définie au moins sur ]-1,+1[.
c. Montrer que S peut s’écrire comme le produit de Cauchy de 2 séries entiéres.
d. Reconnaitre la fonction S et a I'aide d’une décomposition en éléments simples, calculer son
développement en série entiere, puis en déduire la valeur de a, pour tout entier n.

Calcul de sommes de séries entiéres.
55. Déterminer le rayon de convergence R et la somme des séries entieres :

2(-1)n
ay X",
n=1 n n=0 (2 )I
4n+1 _\n
Y X", d. > n™ x".
= N”+Nn-— 2 n>1

56. Soit Zan.xn une série entiére de rayon de convergence R, .

n=0

, - . A a
Déterminer le rayon de convergence R, de la série entiere an.x“ ou:ONnON,b, = 1 |” |
n=0 + an
i +00 1 n n
57. Pour x réelonnote: f(x)= Z—Z.(x +@1-x").
n=1 n

a. Justifier que f est définie sur un segment [a,b] a préciser.
b. A I'aide d'une série entiere, montrer que f est dérivable sur]a,b[ et préciser f'(x).

+00

c. En admettant que : Z—Z :%’ donner la valeur de f(X) pour tout réel x dans [a,b].

n=1

Autour des fonctions sinus et cosinus et de I'expon entielle complexe.
58. Dans cet exercice, on va supposer inconnues les fonctions sinus et cosinus.

s ()N $20 )" 1 2m
On note : C(t) :;( (2).n)! ,et: S(t) = z((Z)n+l)' :

a. Montrer que le rayon de convergence de ces séries est +o, et que : Ot 0 C, |C(t) +i.S(t)| =
b. Montrer que C et S sont de classe C” sur R, etrelier C' et S'a C et S.
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c. Préciser C(0) et S(0).

d. Montrer que C est positive sur un voisinage de 0, et que : C(2) <O0.
Justifier I'existence de : a =inf{x >0, C(x) <0} .

e. Montrer que : a #0, puis : C(a) =0, et en déduire que : S(a) =1.

f. Calculer C(2.a), montrer que les fonctions C et S sont 4.a —périodiques, tracer leur tableau de
variations sur [ 04.a ], et retrouver leurs propriétés élémentaires.

g. Montrer enfinque : 0 z O C, (|4 =1)= (0! 6 O[04a[, z=C(6) +i.S(H)).

Développements en série entiére.

59.

60.

61

62.

Pour les fonctions suivantes, montrer gu’elles sont développables en série entiere autour de 0, préciser ce
développement et donner le rayon de convergence des séries obtenues :

a. a l'aide d'une équation différentielle : €***"® pour: a O R (en précisant le car particulier : a=1),
Vs

b. en développant la fonction sous I'intégrale :IOZ In(1+ x.sin*(t)).dt .

Soit f une fonction de classe C” de ]—a,+a[ dans R, avec : a >0, et telle que :

OnONOxDO]-a+al, f™(x)=0.
a. Justifier que f et toutes ses dérivées sont croissantes sur ]—a,+a|.

n (k) n+1
b.Montrerque: 0 n ON, 0 x OR, [}{<r<a, f(x) =), f (O) I(l u)". f ™ (xu).du.
k=0

4" .f(r)).

n (k)
F(x) - Z%.xk

d. En déduire que la fonction f est développable en série entiére sur ]—a,+a|.

c. Endéduire que: 0 x OR, 0 0<r<a, (|X<r)=(

e. Montrer que tar esttelle que: 0 n ON, tan™ = P, (tan),
ou P, est un polyndme de parité égale a celle de n+1, a coefficients positifs.

f. En déduire que tar est développable en série entiére sur [Og[ puis que }—gﬁg[.

. Soit f lafonction définie sur Rpar: 0 x OR, f(x) = Zsh(a”.x), ou: O<axl.

n=0
a. Montrer que f est effectivement définie et de classe C” sur R.
b. Etudier si f est développable en série entiére en 0.

+00 1
Onpose:0 X OR, S(X)=» ——.
P 9 ;n.(n+x)

a. Montrer que S est définie au moins sur ]-1,+1[.

+00 k
b. Montrer que : 0 x O]-1,+1[, S(x) = Z(Z( 1k+2 j
n

=1\ k=0

Onpose : 0 x O]-1,+1[, o(X) = Z(z(rll#j et: 0N ON* S (X)= Z(z( 1k+2 j

k=0\_n=1 k=0\_n=1
c. Justifierque : 0 x O1-1,+1[, O N ON*, S (X) estla somme partielle d’ordre N de S(X) .
d. Montrer que g(X) converge pour tout X dans ]-1,+1[, puis a I'aide d’'une comparaison série-intégrale

que: O x O]-1,+1[, O N ON¥, |o(x) - Sy (X)| Si(kﬁw
k=0 .

e. En utilisant une série de fonctions, en déduire que : h!im Sy (X) =a(x) .

f. Conclure que S est développable en série entiére sur ]-1,+1[ et préciser ce développement.

PSI Dupuy de Léme — Chapitre 09 : Séries entieres (Exercices). -10-



