Chapitre 13

Séries entiéres

Nous avons déja montré & l'aide du théoréme de dérivation terme & terme des séries de
fonctions, que pour tout = € |]—1,1],

T g2+l
arctan(z) = Z(—l)" Tl
n=0

n
. L. L. L. z
Nous avons également prouvé dans le chapitre Séries numériques que la série g — converge
n!
n>0
absolument pour tout z € C. L’un des raisonnements que nous avions faits, basé sur la formule
de Taylor avec reste intégral, montrait méme que pour tout z € R,

+
T Ooxn
=2
n.
n=0

Il semble donc que les séries de la forme ) |, <, an2™ jouent un role particulier et que des fonctions
=

usuelles se représentent comme somme de telles séries; c’est ce que nous allons étudier dans ce

chapitre.

I. Définition et convergence des séries entiéres

1. Définition, rayon de convergence

f—(Déﬁnition — Série entiére} \

Une série entiére est une série de la forme Zn>0 anx™ ou z est une variable réelle,
ou de la forme Zn>0 anz™ ol z est une variable complexe, les coefficients a,, étant des
nombres complexes.

On dit que cette série est associée a la suite (a,)nen, ou qu'elle a pour coefficients les
nombres a,,.

L’étude de la convergence des séries entiéres est basée sur le lemme suivant :

Lemme d’Abel}

Soit Y, 5o anz" une série entiere et zp € C tel que la suite (anzg')nen soit bornée.
=

Alors, pour tout z € C tel que |z| < |zo], la série Z apz" converge absolument.
n>0

Démonstration — Si zgp = 0, il n’y a rien & démontrer. Sinon, soit z € C tel que |z| < |2p|. Alors
pour tout n € N,
n

lan2"| = ’anZOn’

z
20



La suite (a,zj") étant bornée, on en déduit que

De plus, la série géométrique de raison |z/zg| € [0,1] est convergente. Par comparaison, la série

g a,z" converge absolument. O
n>=0

Définissons alors
I={p=>=0; (anp™) est bornée} et R =supl € [0, + oo

e Ce nombre est bien défini car la suite (a,p") est bornée par exemple pour p = 0, donc I est
non vide.

e La borne supérieure est calculée dans R, et notamment, R peut étre infini; c’est le cas si et
seulement si la partie I n’est pas majorée.

e Il est tout & fait possible que R ¢ I, méme lorsque R est fini : cela correspond a la situation
ou (a,R™) n’est pas bornée.

e R ne dépend que de (a,) et notamment, il est le méme, que la série entiére soit de la variable
réelle, ou de la variable complexe.

Exemples

e La série géométrique Zn>0 2" est une série entiére. Pour p > 0, la suite (p™) est bornée si et
seulement si p < 1. On a donc ici I = [0,1], d’ou R = 1.

e Dans le cas de la série Zn>0 nz", pour p > 0, la suite (np™) est bornée si et seulement si p < 1:
on a I =[0,1] et ici aussi R = 1.

— Propriété \

On utilise les notations précédentes. Soit z € C.

e Si |z| < R, alors la série E a,z" converge absolument.
n>0

e Si |z| > R, alors la série E a,z" diverge grossiérement.
n>0
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Démonstration
e Si |z| < R, alors par définition de la borne supérieure, il existe p € I tel que |z| < p. Alors la

suite (a,p™") est bornée et d’apres le lemme d’Abel, 3~ <4 a,2" converge absolument.

e Si|z| > R, alors |z| ¢ I et donc (a,|z|™) n’est pas bornée, ce qui entraine que a,z" ne tend
pas vers 0. En particulier, la série >, < a,2" diverge grossiérement. O
=

,—[Déﬁnition — Rayon de convergence, disque/intervalle ouvert de convergence]—

a N n n
e On appelle R le rayon de convergence de la série entiere D, -, an2", 00, 5q anz".

e Dans le cas d'une variable complexe, 'ensemble D(0,R) = {z € C; |z| < R} est
appelé disque ouvert de convergence de la série entiére.
Si R = +00, il s’agit de C tout entier.

e Dans le cas d’une variable réelle, l'intervalle |—R,R]| est appelé intervalle ouvert
de convergence de la série entiére. Si R = 400, il s’agit de R tout entier.




Remarques

e Les séries ) ~qanz" et >, ~glan[2" ont le méme rayon de convergence car, pour p > 0,
(anp™)nen est bornée si et seulement si (|a,|p™)nen est bornée.

e En fait, R est entiérement caractérisé par les deux premiers points de la propriété précédente : si
R et R sont deux réels vérifiant cette propriété, et si par exemple R < R’, alors pour R < r < R/,
la série Zn>0 an,r™ doit étre & la fois convergente et divergente, ce qui est absurde. On a donc
R > R et de méme R < R'.

Méthode — On a plusieurs moyens pour minorer et majorer le rayon de convergence R, notamment,
pour tout r = 0 et 29 € C :

e Si la suite (app™) est bornée pour tout p tel que 0 < p < r, alors R > r.

e Si la suite (a,p™) est non bornée pour tout p > r, alors R < 7.

e Si la série ), - an2™ converge pour tout z € C tel que [2| <7, alors R > 7.
e Si la série zn20 anz" diverge pour tout z € C tel que |z| > r, alors R < r.

e Sila série ), - anzg converge ou si la suite (anz)') est bornée, alors R > |zo|.
o Si la série ), - anzg diverge, alors R < |zol.

Ces résultats proviennent, suivant les cas, de la définition de R, de la propriété précédente, ou
se démontrent comme le résultat de la deuxiéme remarque ci-dessus.

Zn
Exemple — La série Z — est une série entiére de rayon de convergence infini : d’aprés la régle
n>0
de d’Alembert, elle converge pour tout z € C.

La propriété suivante, basée sur le théoréme de comparaison, permet de comparer les rayons
de convergence de deux séries entiéres :

,—(Propriété — Comparaison de rayons de convergence] \

Soient Zn>0 anz" et Zn>0 b, z" deux séries entiéres de rayons de convergence respectifs
Ra et Rb'

e Sia, = O(by), alors R, > Ry.

e Sia, ~ by, alors R, = Ry.
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Démonstration
e Sachant que a, = O(b,), on a, pour tout z € C,

anz" = O(|byz").

Si |z] < Ry, 21@0 bpz™ converge absolument, donc par comparaison, 21@0 an 2" converge abso-
lument, et donc converge. On en déduit que R, > Rp d’aprés le troisiéme point de la méthode
précédente.

e Si a, ~ by, alors a, = O(b,) et b, = O(a,), donc d’aprés le point précédent, R, > Ry et
Ry, > R,, d’oul le résultat. O
Remarques

e Si |a,| < |by| pour tout n assez grand, alors a,, = O(by,), donc R, > Ry.

e Si |ay| ~ |by|, alors R, = Ry.

Exemples

e La série Zn>1 2" /n est une série entiére de rayon de convergence R égal a 1. En effet, on a
1/n = O(1), donc d’aprés le point précédent et la propriété ci-dessus, R > 1. De plus, pour
z = 1, la série obtenue est la série harmonique, divergente. On en déduit que R < 1.
Remarquons au passage que pour z = —1, de module 1, la série obtenue est la série har-
monique alternée, convergente. On retiendra donc de ces exemples qu’aux points du bord du



disque de convergence, on peut avoir convergence comme divergence de la série. En revanche,
: n . s A Lo .

si ) ,50 lan|R" converge, alors par définition méme, la série converge absolument en tout point
du bord du disque de convergence. En dehors de ce cas particulier, on ne donnera dans ce cours
aucun résultat général de convergence au bord du disque de convergence, qui devra donc étre

examinée au cas par cas.
1 1
In (1 + —) ~ —
n n

1
donc la série E In <1 + —) z™ a pour rayon de convergence 1 d’aprés la propriété ci-dessus.
n
n>1

e On a

2. La régle de d’Alembert pour les séries entiéres

Pour étudier la convergence des séries, nous disposons de la régle de d’Alembert, dont on sait
qu’elle permet de conclure & des convergences absolues ou des divergences grossiéres, ce qui est
le cas des séries entiéres en dehors du bord du disque de convergence. Il parait donc judicieux de
tester cette régle dans le cadre des séries entiéres.

Soit R le rayon de convergence de la série entiére Zn>0 an,z"™. Supposons que a, # 0 pour n
assez grand. Pour z = 0, la série converge toujours. Si z # 0, le quotient apparaissant dans la
régle de d’Alembert est (pour n assez grand)

an+1zn+1

an 2"

An+1

Supposons que posséde une limite ¢ (éventuellement infinie). Alors

n

an+lzn+1
— — [{]z].
n—-400

anz™

D’aprés la régle de d’Alembert :
e Si / =0, la série converge absolument quel que soit z et R = +00.
e Si / = +o0, elle ne converge que pour z =0 et R =0.
e Si ¢ €]0, + oo, alors : si £z] < 1, la série ), 5 a,2z" converge absolument, et si £|z| > 1, elle

diverge grossiérement. Ainsi R = 1/.

On vient donc de démontrer le résultat suivant :

,—[Théoréme — Régle de d’Alembert pour les séries entiéres} \

Soit Zn>0 an,z™ une série entiére. On suppose que a, # 0 pour n assez grand, et qu’il
existe £ € Ry ou ¢ = +o00 tel que

an+41
an,

Alors le rayon de convergence R de la série entiére a, 2" est donné par :
n>0 N
=

1/¢  sifel0,+ oof
R=(+00 sif=0
0 sif = +oo

\ J

Remarque — Comme pour la régle de d’Alembert usuelle, il n’existe pas de réciproque : le quotient
|ap+1/ayn| peut ne pas avoir de limite, voire ne pas étre défini, alors que le rayon de convergence



existe toujours. En particulier, lorsque cette régle ne s’applique pas, il faut penser aux autres
moyens que nous avons exposés pour déterminer un rayon de convergence.

Exemples
L . . n n+1
e La série enticre Z nz" a pour rayon de convergence 1 car — 1.
n>0 "
: . n+ 1)!
e La série entiére Z n!z" a pour rayon de convergence 0 car # =(n+1) — +oco. Elle ne
= n!
converge que pour z = 0.
n
e La série entiére Z —5 2" a pour rayon de convergence +00 car
s
on+1 1)12 9
Jn 1) .
2n /n!? (n+1)2

Elle converge pour tout z € C.
e Attention aux séries dites « lacunaires », dans lesquelles tous les exposants n’apparaissent pas,
comme la série

Z 2" In(n) 2%".

n>1

Pour cette série, on a, pour tout p € N, ag, = 2P1In(p) si p > 1, mais agpq1 = 0. Il ne faut pas
faire l'erreur de dire que a,, = 2" In(n) pour tout n > 1, ce qui donnerait un rayon de convergence
(faux) de 1/2. Pour n > 2, et z # 0,

2 n(n 4 1) 220D 5 In(n + 1) 122 o2 f?
= zl© — 2Jz|%.
27 In(n) 22" In(n) n—-+00

On en déduit que la série converge absolument si 2|z|? < 1 et diverge si 2|z|?> > 1. Le rayon de
convergence est donc 1/ V2. On retiendra que pour appliquer la régle de d’Alembert & de telles
séries, il faut revenir a la régle de d’Alembert pour les séries numériques.

3. Convergence normale sur tout segment de l’intervalle de convergence

Nous savons déja que la convergence des séries entiéres est absolue sur le disque ouvert de
convergence. Qu’en est-il de la convergence uniforme ou normale ?

— Théoréme )

Soit ), <oana" une série entiére d’une variable réelle, de rayon de convergence R.
=
Posons, pour tout n € N, f,, :  — a,z".

Alors Zn>0 fn converge normalement sur tout segment inclus dans I'intervalle ouvert
de convergence |—R,R|.

\ J

Démonstration — Soit [a,b] un segment inclus dans |—R,R[ et » = max{|a|,|b|} € [0,R]. Alors,
pour tout z € [a,b], pour tout n € N,

lanz™| < |an|r".

La série ), -, a,r" converge absolument car r € [0,R], d’ott le résultat. O

Attention ! Il n’y a pas nécessairement convergence normale sur l'intervalle ouvert de convergence

tout entier : par exemple, la série de fonctions associée a )", -, ™ ne converge pas normalement
=

sur |—1,1[, car la série 3, 5,1 diverge.



II. Opérations sur les séries entiéres

r—[Théoréme — Somme de séries entiéres] N

Soient 27@0 anz™ et Zn>0 b, z" deux séries entiéres de rayons de convergence respectifs
Ra et Rb'
Alors le rayon de convergence R de la série entiére g (ap, + by)z" vérifie

n=0

R > min{R,, Ry},

avec égalité si R, # Ry.

Pour tout z € C vérifiant |z| < min{R,, Ry}, on a alors

“+oo “+00 “+oo
Z(an +bp)2" = Z anz" + Z bn2".
n=0 n=0 n=0

\. J

Démonstration — Si |z| < min{R,, Ry}, alors les deux séries D, 5qanz" et >, - bp2" convergent,
donc la série Zn>0(an—|—bn)z" converge, et on a la formule annoncée. En particulier, on en déduit
que R > min{R,, Ry}.

Si R, # Ry (par exemple R, < Ryp), alors pour r vérifiant R, < r < Ry, la série zn20 apr”
diverge tandis que la série ) -, b,r™ converge, donc la série ano(an + by)r™ diverge. On a
donc, dans ce cas, R < min{R,, Ry} O

, . . . _ . "

Remarque — On n’a pas toujours R = min{R,, Ry} si R, = Ryp. Par exemple, les séries 21@0 z
n . ..

et D,50 —2" ont toutes les deux pour rayon de convergence 1, mais la série somme a un rayon

de convergence infini.

,—[Théoréme — Produit de Cauchy de séries entiéres} \

Soient 27@0 anz" et Zn>0 b, z" deux séries entiéres de rayons de convergence respectifs
Ra et Rb'
Alors leur produit de Cauchy est la série entiére

Z < Z apbq> 2",
n>0 \p+q=n
dont le rayon de convergence R vérifie

R > min{R,, Ry}.
Pour tout z vérifiant |z| < min{R,, Ry}, on a alors

—+00 —+00 +oo
Z < Z apbq> P = Zapzp quzq
p=0 q=0

n=0 \p+g=n

\.

Démonstration — Le produit de Cauchy des deux séries est la série

> < > <apzp><quq>> -y ( 3 b)

n>20 \p+q=n n>20 \p+q=n

Si [2] < min{Rq, Ry}, alors les deux séries }_, ~qan2™ et 3, -qb,2" convergent absolument,
donc d’apreés le théoréme de convergence du chapitre Séries numériques, on a convergence du
produit de Cauchy, ainsi que la formule annoncée. En particulier R > min{R,, Ry}. U



Exemple — Le produit de Cauchy des séries entiéres 3 2" et 3, -, 2" /n est la série entiere
H, 2" ou, pour tout n > 1, H,, = > ;_, 1/k. Son rayon de convergence R vérifie R > 1;
n>1 k=1 Y g
de plus 21@1 H,, diverge grossiérement, donc R = 1.

Attention ! Il n’y a pas de cas d’égalité pour les rayons de convergence de produits de séries
entiéres : les séries entiéres 1 — z et Zn>0 z™ ont pour rayons de convergence respectifs +oo et
1, qui sont distincts, mais leur produit de Cauchy est la série constante égale a 1, de rayon de
convergence +oo > min{1, + co}. En effet, avec les notations du théoréme, on a ici

> apbg =agbp =1 x1=1,
p+q=0
Vn >, Z apby = aobp + a1by, 1 =1x1—-1x1=0.
ptg=n

III. Reégularité de la somme d’une série entiére

1. Continuité

— Théoréme N

e Soit an anx™ une série entiére d’une variable réelle, de rayon de convergence R.
+o0
Alors la fonction somme S : z — Z anz™ est continue sur |—R,R].
n=0
e Soit 27@0 an, 2™ une série entiére d’une variable complexe, de rayon de convergence
+o0o
R. Alors la fonction somme S : z — Z anz" est continue sur D(0,R).
n=0

\. J

Démonstration

e Pour tout n € N, f, : x — a,z™ est continue sur |— R, R[. De plus, la série de fonctions zn20 fn
converge normalement (et donc uniformément) sur tout segment de |—R,R[. D’aprés le théoréme
de continuité pour les séries de fonctions, S est continue sur |—R,R].

e Conformément au programme, ce résultat est admis. O

2. Séries entiéres de la variable réelle : dérivation et intégration

. Lo , . ‘s n - n—1 &
La série des dérivées d’une série entiére » n>0 Gn 2" est la série > n>1Man2" A un facteur
prés, on obtient la série ) -, na,z™. On s’intéresse donc au rayon de convergence de cette série
=
entiére.

,—‘ Propriété \

Soit Y, 5o anz" une série entiére de rayon de convergence R.
=

E na, 2"

n>=0

Alors la série entiére

a pour rayon de convergence R.

\. J

Démonstration — Notons R’ le rayon de convergence de la série Zn>0 na,z". On a tout d’abord
an = O(nay,)

donc R > R'.



SiR=0,ona R<R';siR>0,soit r € [0,R][; il existe p tel que : r < p et (app™) est bornée.
Alors p > 0 et, pour n € N,
/r,n
na,r" =n— ayp",
pn

n
,
la suite <n <—> > étant bornée par croissances comparées, car r/p € [0,1]. On en déduit que
p
O

(na,r™) est bornée; ainsi R’ > R, ce qui termine la démonstration.

r—[Théoréme — Primitivation terme a terme des séries entiéres] N

Soit Zn>0 anx" une série entiére de rayon de convergence R > 0.
Alors, I'unique primitive de sa fonction somme f sur |—R,R[ qui s’annule en 0 est la
fonction somme de la série entiére

n-+1

n>0

qui a pour rayon de convergence R.
On peut donc primitiver terme & terme les séries entiéres sur leur intervalle ouvert de

convergence.

Démonstration — D’apreés le théoréme fondamental, I'unique primitive de f sur |— R, R[ qui s’annule
en 0 est la fonction xz — fow f(t)dt. Par continuité des fonctions f,, : ¢ — a,t"™ et convergence
normale de zn20 fn sur tout segment de |—R,R[, on peut appliquer le théoréme d’intégration
terme & terme pour les séries de fonctions : si x € |—R,R],

T +oo T —+o00
a
flt dt:E (/ ant"dt>:§ npntl
/0 (t) =\ J n:0n+1

Cette série entiére a pour rayon de convergence R, on le montre en raisonnant comme dans la

propriété précédente. O

r—[Théoréme — Dérivation terme a terme des séries entiéresj N

Soit Y.~ ana™ une série entiére de rayon de convergence R > 0.
=

Alors sa fonction somme f est de classe C! sur |—R,R][ et pour tout = € |—R,R|,

la série entiére associée ayant pour rayon de convergence R.
On peut donc dériver terme a terme les séries entiéres sur leur intervalle ouvert de

convergence.

Démonstration — Pour tout n > 0, la fonction f,, : & +— a,z" est de classe C! sur |—R,R] avec
fo = 0et f}(z) = na,z" ! pour tout n > 1 et x €]—-R,R[. La série ), - f, converge simplement
sur |—R,R[. Pour appliquer le théoréme de dérivation terme a terme des séries de fonctions, il
suffit de vérifier que la série des dérivées, Zn>1 7, converge uniformément sur tout segment
de |—R,R|[. Or, cette derniére série est une série entiére de rayon de convergence R d’apreés la
propriété précédente (le facteur z ne modifie pas le rayon de convergence), d’ou le résultat. O



On peut alors réitérer ce raisonnement avec la série des dérivées k-iémes. On en déduit le
résultat suivant :

— Théoréme )

Soit Y, 5o anx™ une série entiére de rayon de convergence R > 0.
=

Alors sa fonction somme f est de classe C* sur l'intervalle |— R, R[ et pour tout k € N,
pour tout z € |—R,R],

+o00 RO |
®)(2) = 1) (n— 1 n—k _ " n—k
) = X ontn 1) (nk ot Dana"F = ) o e

\

,—[Corollaire — Expression des coefficients d’une série entiére

|

Soit Zn>o anx™ une série entiére de rayon de convergence R > 0.
Alors, pour tout & € N,

A

=T

\

Démonstration — Pour tout « € |—R,R|[, on a d’aprés le théoréme précédent,

+o0

— n—k)! "

En évaluant en = 0 (ce qui est possible car R > 0), on obtient f*)(0) = k! a, car seul le terme
correspondant & n = k fournit un terme éventuellement non nul. D’ou le résultat. O

On en déduit en particulier que les coefficients a, sont entiérement déterminés par la donnée
de la somme de la série entiére zn20 anx™ de rayon de convergence non nul. Par exemple, et
c’est intuitif, si la somme d’une série entiére ne prend que des valeurs réelles, alors on sait que
tous les coefficients de cette série entiére sont réels, méme si I’expression de ces coefficients ne le
fait pas clairement apparaitre.

Du corollaire précédent, on déduit immédiatement :

,—[Théoréme — Unicité du développement en série entiére} \

. n n AT aa S Araa . 1A
Soient >, 5qanz™ et 3,5 b,2" deux séries entiéres de rayons de convergence supé-
rieurs ou égaux & un certain 7 > 0. On suppose que pour tout = € |—r,r|,

+oo +o0
Z anx" = Z b,x™.

Alors a,, = b, pour tout n € N.

\. J

Application — Soit zn20 a,x" une série entiére de rayon de convergence R > 0 et f sa fonction
somme. Alors :

e f est paire si et seulement si pour tout k € N, aggy1 = 0.

e f est impaire si et seulement si pour tout £ € N, ag, = 0.

Démonstration — Il suffit de traiter le cas ou f est paire, 'autre est similaire. Si f est paire, alors
pour tout = € |—R,R|,

+oo +o0 +oo
Z anpz" = Zan(—x)" = Z(—l)”anxn.
n=0 n=0 n=0

Par unicité du développement en série entiére, on a donc a,, = (—1)"a, pour tout n € N, ce qui
entraine le résultat. La réciproque est claire. O



IV. Développements en séries entiéres

1. Série de Taylor

,—[Déﬁnition — Fonction développable en série entiére} \

Soient r > 0 et f :]—r,r[ — C une fonction.

On dit que f est développable en série entiére sur |—r,r[ si f est la fonction somme
d’une série entiére sur |—r,r[, c’est-a-dire, s’il existe une série entiére Zn>o apx™ de la
variable réelle, de rayon de convergence au moins égal a r, telle que

+o00
Ve el|l-rr[, flzx)= Zanx".
n=0
+00 21
Exemple — Pour tout 1,1 t =) (=" :
xemple — Pour tout x € |—1,1[, arctan(z) Z( ) o 1

n=0
Ce développement en série entiére de arctan est explicitement au programme, il est a connaitre.
Remarque — Le rayon de convergence de la série entiére précédente est 1, méme si la fonction
arctan est définie sur R tout entier. C’est pour cela qu’on a introduit le paramétre r dans la
définition, qui permet de se placer au voisinage de 0. U

Si f est développable en série entiére sur |—r,r[, par unicité du développement en série entiére,
les éventuels coefficients a,, sont alors entiérement déterminés : f est de classe C* sur |—r,r| et
on a nécessairement, pour tout n € N,

£ (0)

Ay — |
n:

,—[Déﬁnition — Série de Taylor} \

Soit f :]—r,r[— C une fonction de classe C*> avec r > 0. On appelle série de Taylor
de f (en 0) la série entiére

(n)

n!

n>0

\. J

Si f est développable en série entiére sur |—r,r[, elle ne peut étre somme que de sa série de
Taylor. Le probléme de la recherche des coefficients a,, ne se pose donc presque pas, en revanche,
se pose le probléme de la convergence de la série de Taylor, seule « candidate » & avoir pour
somme f, et le probléme de 1’égalité entre sa somme et f.

Commengons par donner des contre-exemples qui prouvent que ces deux problémes ne sont
pas anodins.

e On peut prouver qu’il existe une fonction f de classe C*° au voisinage de 0 telle que pour tout
n e N, f("(0) = (n!)%. Alors la série de Taylor de f a un rayon de convergence nul car il s’agit
de la série entiére ), o n!a".

e Considérons la fonction f définie sur R par f(0) = 0 et f(z) = exp(—1/z?) si x # 0. On prouve
facilement que f est de classe C*° sur R avec, pour tout n € N, f (")(O) = 0. En effet, le seul
probléme est évidemment en 0, mais on montre facilement par récurrence que pour tout n € N,
il existe un polynéme P, tel que pour tout x # 0,

f™(z) =P, <l> e 1/,

X

Par croissances comparées, £ (x) tend vers 0 lorsque z tend vers 0. On obtient alors le résultat
par applications successives du théoréme de la limite de la dérivée.



La série de Taylor de f en 0 est la série nulle : elle a évidemment un rayon de convergence
infini, mais sa somme ne coincide avec f qu’en 0 puisque f(z) # 0 si x # 0.

2. Lien avec les formules de Taylor

Bien siir, la série de Taylor d’une fonction f n’est pas sans rapport avec les formules de Taylor

o
pour la fonction f : on voit bien qu’elles font toutes intervenir les termes fil()x"
n!

Tout d’abord, supposons que f est développable en série entiére sur |—r,r[; on a donc, pour
tout x € |—r,r|,

I £
n=0

Soit k € N. Alors, d’aprés la formule de Taylor-Young a l'ordre &, on a
F(0)

x—0 n!
n=0

n!

k

f(x) " 4 o(z").

Ainsi, le développement limité & 'ordre k de f en 0 est obtenu par troncature a 'ordre k de son
développement en série entiére.

Ecrivons maintenant la formule de Taylor avec reste intégral a 'ordre k en 0 pour une fonction
f de classe C*° sur un intervalle I contenant O :

k

_ f(n)(o) n Yz - t)k (k+1)

Veel, fl@)=) ot [ S fE (@t
n=0 0

Si 'on est capable de prouver que le reste intégral converge vers 0 lorsque k& — +o0o pour tout x

dans un intervalle de la forme |—r;r[C I, alors on obtiendra un développement en série entiére

de f sur |]—r,r[. En utilisant cette idée, on va prouver le résultat suivant :

— Propriété \

Pour tout z € C,

\ J

Démonstration — D’aprés la formule de Taylor avec reste intégral & 'ordre k& pour la fonction
f:t— et de classe C*° sur [0,1], on a

(n) 1 _ 1k

1 k
= Z = + a-o 2Rt gt

1 _\k 1 Y
/ (1 k't) b et dt' < / (1 Mt) R
0 : 0 :
1 k
_ (1_t) |Zk+1|e’Re(z)t dt
0 k!

1 k
<lafprt e U0 g
0 .

=l eRe@l L
(k+ 1)!
Ce dernier terme tend vers 0 lorsque kK — oo, par croissances comparées. On en déduit le

résultat par passage a la limite dans la formule de Taylor ci-dessus. O



3. Autres développements en série entiére de référence

Nous allons donner quelques développements en série entiére usuels, en plus de ceux de arctan
et exp. On peut alors en construire beaucoup d’autres par :

e Combinaison linéaire,

e Produit de Cauchy,

e Primitivation et dérivation terme a terme.

Bien stir, commencons par rappeler le développement en série entiére correspondant a la série
géométrique :

,—‘ Propriété \

Pour tout z € C tel que |z] < 1,

1 “+00
_§ : n
1—2z ¥
n=0

\. J

Remarque — On a en particulier, pour tout x € |—1,1],

1 = 1 = 1 =
= xna = (_1)nxn7 = n‘rnila
1—=2 nZ:O 1+=2 nZ:O (1 —x)? ngl

ce dernier développement étant obtenu par dérivation du premier (on l'avait déja prouvé par
produit de Cauchy dans le chapitre Séries numériques).

En intégrant terme & terme le deuxiéme développement de la remarque précédente, on ob-
tient :

— Propriété \

Pour tout x € ]—1,1],
+o0o 15Un
In(1 = -1 —.
n(1 + ) n§1( ) o

Remarque — Bien sir, en changeant x en —z, on a aussi, pour tout = € |—1,1[,

+00 2"
—In(l—2z) = Z—
n=1 n

+00 n +o0o 5
En prenant parties réelle et imaginaire de exp(ix) = g i"— et en utilisant exp(x) = E —,
o n! = n!

on a également :

,—‘ Propriété \

Pour tout x € R,

+oo l,?n +oo x2n+1
cos(zx) = 7;)(—1)” 2n) sin(z) = 7;)( )" Gt
+oo l,?n +o0 x2n+1
ch(z) = ;} @l sh(z) = 2 @i D)




Enfin, donnons le développement en série entiére de la fonction x — (1 + x)“

— Propriété \

Pour tout o € R, pour tout = € |—1,1],

_1) a4l
1+ z)” _1+Z (o (O‘ ntl)on

L’égalité est valable pour tout x € R lorsque o € N, auquel cas on reconnait la formule
du binéme de Newton.

\. J

Démonstration — Pour a € N, le résultat est connu, il s’agit de la formule du binéme (et c’est
en fait une somme finie). Sinon, en posant f(z) = (1 + x)® pour tout x € |—1,1], alors f est de
classe C* sur |—1,1[ et pour tout n € N,

F(0) = {1 =0

ala—1)---(a—=n+1) sinon.
La série de Taylor de f en 0,

Tl
2

a un rayon de convergence égal & 1 d’aprés la régle de d’Alembert : en effet, & n’étant pas entier
naturel, a(a —1)--- (@ —n+1) # 0 pour tout n > 1 et

ala—=1)---(a=n)/(n+1)!
ala—1)---(a—n+1)/n!

_|la—n
n+1

n—-4oo

Notons S la fonction somme de cette série. Alors S est de classe C! sur |—1,1[ et pour tout
x €|-1,1],

, XNa(@=1)-(a—n+1 e
szz ( >(n_<1)! ) e

:a+2(a—n)aa_l)"'(a_n+1)x".

n!
En séparant ce dernier terme en deux, on a pour tout x € |—1,1],
“+oo

—oz+ozz ala—1) a—n—|—1) n_zna(a—l)---(a—n—kl)xn

n!

)

n=1
toutes les séries entiéres dans ’égalité précédente ayant pour rayon de convergence 1. On reconnait
alors I’égalité

S'(z) = aS(z) — 25" (z).
La fonction S est donc solution de 1'équation différentielle (1 + )5S’ = @S sur |—1,1].
o'

1+

)

La fonction z — aln(1 + x) est une primitive sur |—1,1[ de la fonction continue x —

donc il existe A € R tel que pour tout =z € |—1,1],
S(z) =Aexp(aln(l+z)) = A (1 4+ 2).

En remarquant de plus que S(0) = 1, on obtient A = 1, donc f = S sur |—1,1[, ce qui est le
résultat souhaité. O





