Séries entieres (corrigé niveau 2).

Calcul de rayons de convergence.
27. a. Plusieurs méthodes ici.

. 1 - , .
On peut remarquer que si : 25, la série Zan.xn diverge grossiérement car (a,,,,-x*""*) ne tend

n=0

pas vers 0, etdonc: R< %

Deplus: O n ON, |an| < 2", et la régle de d'Alembert montre que la série entiére z 2".x" a un rayon

n=0

de convergence égal a % dou: R2 % et finalement : R :% :

b.Onsaitque: O n ON, O<a, <10.

Or la série entiere ZlO.Xn a un rayon de convergence égal a 1 (série géométrique).

n=0
Donc le rayon de convergence R cherché vérifie : R>1.
De plus, pour : X =1, la série diverge grossierement.
En effet, si elle convergeait, cela signifierait que (a,) tend vers 0, mais comme c'est une suite d'entiers,
la suite devrait étre stationnaire égale a 0.

Cela entrainerait que \/E est un nombre décimal donc rationnel, ce qui est faux.
Donc cette divergence en 1 montre que : R<1, et finalement: R=1.

28. ¢ Soit : 0<x<%.

Alors : [a.x] <|b.X| <1, et les deux séries géométriques Y a".x*" et > b*™ x>™ convergent.

n=0 n=0

2N+1 N+ _ N
De plus: O N ON, zan'x za X2n_|_Zb2n+l X2 = 1- (a_X) +le (bX) ’

pr 1-(ax)®*  1-(bx)?
2.N+1 1 b.X
d’ot on déduit que : Ilm a,.x" +
a ~ o nz_: 1—a2.x2 1-b%.x?
2.N+2 _ N+2 _ N+1 2.N+2
Deméme: 0O N ON, Zan.xn -1 (@x) —+b. .1 (0x) > et lim Zan'xn: 12 5+ b‘Z( 5 -
=0 1-(ax) 1-(b.x) N o= l1-a“.x® 1-b°.x
& b.x
Donc la série » a_.X" convergeet: » a X" = +
; " J ; " 1-a%x*> 1-b?x?

. 1
e Soit: X=—.
b

Alors > b™ .x*™ diverge grossiérement mais » a*".x*" converge puisque : [ax <|b.x =1.

n=0 n=0

Donc les sommes partielles précédentes divergent et la série diverge.

La valeur charniére entre absolue convergence et divergence permet de conclure : R=—

29. a. On peut commencer par étudier le coefficient de cette série :

Onx2, (n_—lj” = ex;{nz.ln(l—ljj = exp(nz.(—l - 12 + 0+°°(i2jD = exp{— n-+ 0., (1)j :
n n n 2n n 2
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el |Z| |Z|

n-1
etennotant: 0 z O C* u, :(—1)”.[—j Z",ona:0n=2,
n to @ "

u .
Donc [—] tend vers — |Z| , et le rayon de convergence de la sérieest: R=e.
uﬂ
n2
b. On applique directement ici la régle de d'Alembert, aprés avoir noté : 0 n ON, u, = o et:
nl
n' 02 |Z|2.n+l
0z Oc, +~—'|(”)”: .
o (n+1)! n+1

Donc cette derniére suite converge si et seulement si : |z| <1, et sa limite est alors nulle.
Plus précisément, la regle de d'Alembert montre que la série converge absolument si : |z| <1, et

diverge grossiérement si : |7 >1.
Donc: R=1.
c. On commence par préciser le coefficient générique :

nn. . 11-e" 11-e" 1 €"
OnONs Yshkl==Y e -=Nek==, -=. ~=, ,
Z (0= z 2,; 2 1-e 21-et+2e-1

1
sh
(Z (k )j w=2n e-1’
et le rayon de convergence de la série entiére vaut : R =1.

d. On note tout d'abord que : O n O N*, 1—1—%D[—l0] :
n n

d'ou: 0 n O N#,

Puis ¢ : h—> arccos - h), est dérivable sur ]0,1[, et sa dérivée vaut :

(= - T :1=1_D%LD
Sh ool g = { \/1—(1—h)2J J2h-h? m(l 2) \/ﬁ(l+4+°°(h)j'

\/_+
L ¢'(h) = J_ \/_00(\/_)

. $(h) = $(0) +2 :g z %}Zmo(hi) =JZh+ 6'15 + oy (h?).

On en déduit que : 0 n= 2, arcco%l—1 —izj = 2(1 +i2j + Om(l] = \/g + O+m(£j -
n n n n n n n

On en déduit que : arccogl—1 —izj -2 ,
n n°/+\n

et on conclut que : R=1.
e. On va distinguer deux cas, suivant la valeur de b, et utiliser la regle de d'Alembert.

n

a
Onnote pourcela: 0 n ON,0z OC* u, = Z"
1+b"
u n+1 1
si: 0<b<1, |4 =alZ, etla limite de ce quotient conduita: R==,
u, |+ a

si:1<b, alors:

u a™ b" a . . b
™~ = ——]4=—|2, etlalimite de ce quotient donne : R=—.
\ U, \+°° a" b b a

f. On va commencer par un développement limité du coefficient générique de cette série entiere.
Pour cela :
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(o))" =euf 2] | o {10 L0 (2] end % oo |

n’ a-2
Donc:0 z OC* O nON* |u,|= (ch(%)} z" :ex;{nz +n.|n(|z|)+o+m(na‘2)j.

On distingue alors trois cas :
*si: a>3, (u,)tend vers +w et la série diverge toujours grossierement, soit: R=0,

* si: a=3, on distingue alors deux sous-cas :

Si: E + In(|z|) >0, la suite (u,) tend vers + est la série diverge grossiérement,

1 1

sit o+ In(Z) <0, alors : n*|u,| = exr{n.(ln(|z|) +Ej +2.In(n) +o,, (n)) 00 -0,

et la serie Zun est absolument convergente.
n=1
On en déduit dans ce cas que la valeur charniére est: R= T .
e

* si: a<3, on distingue a nouveau deux sous-cas :

Si: Ian|) >0, (u,) tend vers +w et la série diverge grossiérement,

si: In(2) <0, alors : n?Ju,| = expn.In(2) + 2.In(n) +o,,,(N) O £ - 0,

etla série ) u, est absolument convergente.
n=1

On en déduit dans ce dernier cas que : R=1.

Produit de Cauchy.
30. a. La fonction : X+ sh(x), est développable en série entiere sur R, et :

+00 2.n+1 +00
Ox0OR, sh(x)=y — = X2
() nZ::; (2n+1)! ;a”
D D D IR Shz( ) +00 X2.n+l +00 X2.n+1 +00 b .
onc: [ X , X) = ) = X", avec :
; (2n+1)! ; (2n+1)! ;

_N w1 1 n (2n+2)!
On N b, _éak'a”‘k 'é 2k+D)! @(n—-K)+1) (2n+2)| ; @k +1L(2n-2k+1)!

R . N 1 2n+2)_1 2%
On reconnait des coefficients binomiaux et : 0 n ON, b, =—.Z ==,
2n+2) = 2k+1) 2 (2n+2)!
n n-1
bJ n { 2 J n o
uisque : 0 n O N¥, = =2"" avec:
Puisa 22k} &l

n-1

ooy 2wy arn
) (ij Z(sz ;(pjz(l"'l)n:?,et:

’_7
[

=~
L O

deny L2
) kzo(Z.kj Z(ZMJ pZ(;( n° ( j @-1" =0.

1 +00 22.n+2 22n 1 2n
Donc: 0 x OR, sh?(X) = Z— 2m2 —2
o (2n+2)! = (2n)!

b. Soit avec la trigopnométrie hyperbollque, ou en revenant a une écriture en exponentielles, on a :
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0x OR, shz(x)=%-(ch(2-x)‘1) = (Z ((szr)]).n j:g%

31. On peut commencer par écrire :
] 1 Ccos(2.xX 2X 2n +00 ~ 22n—1 2n
Ox OR, S|n2(x)—¢ Z( ", (2 =y ().
2 =0 @nm ) =& 2.n)!
D'autre part, I'absolue convergence de la série entiére de sin sur R, permet d'écrire :

0 x OR, sin“(x) = (Z( n". 2n +1)'j :(Zan.x -n+j :nzz(;b”'x vz

n=0 n=0

a l'aide d'un produit de Cauchy, et :

-~ _ (DF (D™ _ ()" &(2n+2)
JnONb, _zak'a”‘k _é @k+1)!" (2n-2k+1)! (2.n+2)!';(2.k +1]’S°'t'

n-1 n-1 2.
O x OR, sin?(x) = Zb_lx —2(((21)ny 'Z(ijln X"

k=0

L'unicité du développement en série entiére de sin® donne alors :

1 2n (2.n)! 2.n)! 1 257 ana
SnElb S Z( k+1] (—1)“‘1'b -n™* A ‘(2n)! —E

Propriété de sommes de séries entieres.
32. a. Larégle de d'Alembert donne le rayon de convergence de cette série qui vaut 1.
b. On partde 1+ X).S(X), qui donne : O x 00]-1,1],

L+ %).S(x) = i(—l)“.m(n).x” + +zm(—1)“.|n(n).x“+1 = i(—l)”.ln(n).x“ + i(—l)“ﬂ.ln(n +1).x",

ou: (@1+x).500 = (<™ [In(n+1) ~ In(].x" ~ In().x = i(_l)m"n(“%}xn

d'ou le résultat.
c. Montrons que la série entiére converge uniformément sur [0,1].

. . N 1 . - s
Pour cela : O x O]0,1], la série numérique Z(—l)n 1.In(1+—j.xn est alternée et vérifie le critere
nx1 n

spécial (la valeur absolue du terme général décroit vers 0).
1 1 + 1
Z (=)™ 0N 1+ = x| < Inf 1+ ™ s——,
n=N+1 n+l n+1
ce qui entraine la convergence uniforme de la série sur [0,1].
De plus, chaque fonction constituant cette série a une limite en 1, et la série de ces limites converge

(toujours par exemple avec le critere spécial).
Donc on peut intervertir limite et somme et :

lim S(x) = %.|xi[q+f(—1)“+1.|n(1+ 1) X" =T an(( ™, |n[1+ 1) ) - %.i(—l)”+1.ln[l+%j |

E n=1

Donc: [0 x O[0,1[, 0 N O N*,

d. En revenant a des sommes partielles, on a :

2N-1 1 2N-1 2N-1
ONON* S, ;= Z (—1)n+l.|n(1+—j = Z(—l)”*l.ln(n +1) - Z( 1)"+l In(n),
n=1 n n=1 =1

et en séparant termes pairs et impairs :
24...(2.N)

Son = ;ln(z' p) - ;ln(z'p —D+ ;In(z. P) = pzzlh’](z. P-D= 2'|n[ 13..2N-1

2N nj)2
puis: S, 4 =2.In _ 2 NE , et donc : lim S(x) :1.2.In \/E zl.ln[zj.
' (2N)IV2N x-1 2 2) 2 \2

j—ln(Z.N).
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33.a. Pour : | <R, on peut calculer :

a- x).zn:Sk.x" = Zn:SK.xk —Zn:Sk.x'“l = Zn:SK.xk —fsk_l.x" =S, - S, X"+ Zn:ak.xk :
k=0 k=0 k=0 k=0 k=1 k=1

n n n n
etdonc: Sy + Y a.x =a;+ Y a.x =Y a,.x = (1-%.> S.X+xS.X".
k=1 k=1 k=0 k=0

Mais puisque : |><I <R, la série ZSn.x” converge, et en particulier (S,.x") tend vers 0.

n=0
4 Kk .. - . . _ — K
Donc Zak.x a une limite finie quand n tend vers +oo qui vaut : (1 x).ZSK.x +0,
k=0 k=0

etla série D a,.x" converge.
n=10

Donc: [O,R[O[0,1], et: R<1.
b. Pour : |xl <1, la série Zan.xn est absolument convergente, donc :

n=0
n n +o00
< Z‘ak.x” < Z‘ak.x"‘ < Z‘ak.x"‘ :
k=0 k=0 k=0

Zn:ak.x”
k=0

puisqu’on a en particulier : 0 k<n, |X" < |><Ik et la suite (S, .x") est bien bornée.
Le lemme d'Abel permet d'en déduire que : [0,1[ O [O,R], et: 1< R.

c. Par double inégalité, on en déduit que : R=1.
d. La question a. répond a cette question, puisque (comme : R =1), on avait aussi :

0|x <1, iak.xk =(1- x).iSK.xk ,soit: S(xX) = @-x).f(X).

UnON,

S, .x"

34. On calcule facilement : 0 x OR, f'(x) =P'(x).e”™ et: £ (x)=(P"(X)+P'(x)*).e"™.
Si on suppose que : P'(x,) =0, alors : f'"(x,) = (P"(X,) + P'(X,)?).€"" = P"(x,).e™.
Or si tous les coefficients du développement en série entiere de f sont positifs ou nuls, ceux de ' le
sont aussi, puisqu’ils s’en déduisent par des produits par des nombres entiers positifs.
Donc X, étant positif, ona: f"(x,) =0, donc: P"(x,) = f"(x,).e " >0.

Utilisation de séries entieres.
35. a. Le développement en série entiere de arctar s'obtient en primitivant celui de sa dérivée et :

+00 X2.n+1
O x O]-1,+1], arctank) = -". )
L+ €0=20"5
X2.n+l
b.Notons: O n ON, O x O[-1,+1], u,(x) =(-D". :
2n+1

« chaque fonction u,, est continue (donc continue par morceaux) sur [0,1], intégrable sur [0,1] car elle

I'est sur [0,1], étant continue sur ce segment,
* la série de fonctions converge simplement sur [0,1] (vers arctan(x)),
* la fonction somme de cette série est continue par morceaux (car continue) sur [0,1],

edeplus: 0 nON, J'1|un(x)|.dx: 1 ,
0 (2n+1).(2n+2)
1 1
et la série : u_(x).dx = , est convergente.
;U () ZO @2n+1).(2n+2) J

Donc le théoréme de convergence dominée permet d'intervertir somme et intégrale et :
1 1 +00 +00 1 +00 (_1)n
arctanf).dx = u, (x).dx = u, (x).dx = .
IO ) IO; (%) ;J‘O ") ; (2n+1).(2n+2)

c. Puisque la série qui apparait vérifie par évidence le critere spécial des séries alternées, il suffit que son
reste soit inférieur & 10 pour fournir la valeur cherchée.
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36. a.

37.a.

c. On a évidemment : J-OE arcsin(sirt).dt = J-Ozt.dt =—

. Notons S la série entiére qui est apparue : 0 x 0]-1,+1[, S(X) = z

1

Pour cela, il suffit que : <1073, et la valeur : n =15, convient.
2n+3).(2n+4)
15 —_1\n
Donc : z (=1 = 6329964733199 = 0.438352428, correspond a la valeur cherchée.

C:
i (2n+1).(2n+2) 14440355283600

_ 1 . L .
La fonction: t —> ﬁ admet un développement en série entiére sur ]-1,+1[, donc S, comme
1-t
primitive de cette fonction s'annulant en 0, admet aussi un développement en série entiére sur J-1,+1[.

Ce développement s'obtient a partir de : Ot O]-1,+1], et :
0 x O]1+1[, S(x) = i n! x*
Y S22 (n)? 4n+1

1 dt

Quand x tend vers 1, S(x) admet une limite finie si et seulement si .[ converge.
0 /1_t4

Or la fonction sous l'intégrale est définie et continue sur [0,1], et :

1 1 1 1 1
Vi-t* Jastd).asn Vi-t 12—t
la fonction équivalente étant intégrable sur [0,1].
Donc S admet une limite finie en 1.
. Montrons maintenant que la série entiére se définit et est continue sur [0,1].
Pour cela:
| @n x4 @n! 1 @n*e>. imn _ 1

OnON,O x O[0,1],

. < . =aqa,.
‘22'”.(n!)2 4.n +1‘ 27" (n)? 4n+1+2*"n*"e™" 2;rn4n 0"

4/mn?
On en déduit que la série entiere converge normalement sur [0,1], donc qu'elle est définie sur [0,1] et
gu'elle y est bien continue, notamment en 1.

2.n

@n!  x* & (@2n) 1 = n

Donc : —I|mS X —I|m = )
I,/ ) Z22n (M? 4n+1 Z22n (n)? 4n+1 ;4“.(4.n+1)

(Zn)l X2.n+l

=22 (n)? 2n+1

(2 n)| X2.n+l _+zoo X2n+1

222" ()2 2n+1 & " '
(2.n)*"e*"4mn 1 1

+°°22”[n e 2mn] 2n+°°2\/_ g

Donc la série S converge normalement sur [-1,+1] puisque :
X2 <a,|,

Comme résultat de cours, ona: O x O]-1,+1[, arcsinik) = z

La formule de Stirling donne alors : a,

etla série ) |a,| converge, vu l'équivalent qu'on vient de proposer.

n=0
De plus tous les monémes qui constituent la série sont continus sur [-1,+1], donc S aussi.
Enfin : arcsing) = lim arcsink) = lim S(x) = S(1) , le méme résultat étant valable en —1 par imparité.
x-1" x-1"

Donc S et arcsin coincident sur [-1,+1] et arcsin est développable en série entiére sur [-1,+1].

n.2
8 .

Comme de plusona: [ tD{O,I—j , |sint)| <1, on peut écrire :
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S (2n)! (sing) ™ & 2041 _
DtD[O 2} arcsin(sirt)) = ;22'”.(n!)2' il —ga (sint)) Zu (t).

- , T
La serie de fonctions Zun converge alors normalement sur {O,—} car:

n=0

mu[ }|u O/<a.

Donc on peut intervertir intégrale et série et :

jO? arcsin(sirft).dt = Eun 0.dt=>a,. jO? (sin(t)) > .t .
n=0 n=0
On reconnait alors les intégrales de Walllis qui valent :
22.n n|2
2n+1)!’

+00 22n n'2 +00 1
et donc : J' arcsin(sirgt).dt = z =
‘2n+D)! & (2n+1)?

On ON, E(sin(t))z'“ﬂ.dt =

d. L’égalité des deux quantités obtenues donne finalement : z; i .
n=0 (2 n+ 1) 8

Développements en série entiére, calcul de sommesd e séries entieres.
38. a. Il suffit d’utiliser I'expression conjuguée du dénominateur :

O0x OR, O HD}O%{ sin@).€? _sin@).e?’.0- x.sin(®) e"f’)

" 1-x.sin@).e"’ ‘1 x.sin(@).e" 9‘
Or: fl- x.sin(H).ei'e‘z = (1- x.sin(@).€¢).0- x.sin@).e?) =1- 2x.sin(d).cos@) + x> sin*(8),
et: sin(@).e"?.(L- x.sin@).e™?) = (x.sin(@).cosP) — x* sin?(H)) +i .sin*(8)
sin@)€’ | _ sin?(6)
1-x.sin@).€? ] 1-2xsin@).cos@)+ x? sin*(6)

b. La présence de I'arctar incite a dériver la fonction.
On remarque en effet que f est définie et de classe C* sur R (par composition) et que :

donc : Im(

2 2
0 x OR, £'(x) = 1 S tan®(6) I tan®(6) :
1 tan“(0) + (x—tan@))” tan“(f)+ (x.tan@) -1
tan@)
a2
etonobtient: 0 x OR, f'(x) = - sin”(6) YN
1- 2.x.sm(6?) cos@) + x° .sin“(6)
On écrit ensuite : 0 xO 1 1 ‘x sin(@) e";" <1,
sm(H) sm(H)L
et & l'aide d’une série géométrique : sin@)&"” __ sin@).€"? i (x.sin@).€%)"
" 1-x.sin(@).e" A ' ’
Sin(e).eiﬂ +00

ce qui se réécriten :

_ — = sin™(6).e" " x"
1- x.sin(@).e"? ;

Et comme f'(X) correspond a la partie imaginaire de cette expression, on en déduit que :
1 1

O x0 |-———,+— , (X sin*™ () .x"
| sin@) sm(H) (9= Z ©).
Enfin, une série entiére s mtegre terme a terme sur son intervalle ouvert de convergence donc :
] 1 1 . n+1
O x0O |- + , f(X) = f(0)+25|n2(” Y (6?)

sin@ sin(@)| n+1
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39. a.

C.

d.

e.

Ny

: - _o1 oo 1 | (7_ =
Comme de plus : f (0) —arctarE a n(a)j arCta{tan(a)j (2 arctan(ta(n))]

l l IV _t 2.(n+1) n+1
sin@)’ sm(H)L o) =a +Zsm (0)n+1

on conclut que : XD}

Si P est le polyndbme nul, la série entiére a un rayon de convergence infini.
Sinon: P(n)~an“,ou: az0,et: k=degP).

Comme de plus P n'admet qu'un nombre fini de racines dans C, il existe une valeur n,, a partir de
laquelle P ne s’annule pas.

Donc: 0 x OR* O nz=n,

|P(n+l)-Xn+1 a(n+l) |XI (1+ j|)(l|]p|;w_’|xl

| P(n)x" ‘+°° an®
Donc: R=1.

. La famille proposée est libre car étagée en degrés.

D’autre part, il est clair que, pour tout : n O N, la famille (F,, P,, P,,..., P,) est une base de C,[X] (car

libre et de cardinal n+1).

Donc tout polynéme de C[X] peut s'écrire comme combinaison linéaire des polyndmes de la famille de
départ, et la famille est génératrice de C[X].

Donc (R, R, B,,..., ..)) forme bien une base de C[X].

n’

N
Si on suppose que P a été décomposé dans la base précédente : P = Zak.Pk , alors :
k=0

0 x O]-1,+1], io:P(n).xn = iak.i P (n).x",
k=0 n=0

n=0
car chaque série a un rayon de convergence 1 et donc converge en X.
Puis :

Ok ON,Ox 0]1,+1], > R (n).x"=) nn-1..n-k+D.x" =x> n(n-1)..-k+1.x""
n=0 n=0 n=k

A . L, . d 1 x* k!
et on reconnait une série entiére dérivée : » B (n).x" = x*. =
- X

ars ka (1_ X) k+1 *
x .kl
On en déduit que : 0 x O ]-1,+1], ZP(n) X" —Zak —
n=0 (1 X)
que l'on peut encore au besoin réduire au méme dénominateur (& savoir (1—x)"*™) en:

O x O]-1,+1], Z P(n).x" :—M.Z a, . K.x“kL@L-x)"™,
n=0 =-x"" =

N
ce qui donne bien le résultat voulu avec : Q =) a, kL.X*.(L- X) ™.
k=0
On veut en fait décomposer P dans la base précédente, et pour cela (on suppose P non nul) :
(0) faire: k=0,
Q)si: P£0,
(2) diviser P par X —k et noter P le quotient et a, le reste,
(3) faire : k =k +1 et recommencer a (1),
N
(4) faire : N =k -1, et calculer : ;Nﬂz a kl.x*.@-xN™*,
@-x) k=0
(5) fin de l'algorithme.
Si on considére la premiéere série entiére, on obtient (en remplacant X par n):

n+n+l=n(n+1)+1,et: a, =1,
n+l=1(n-1)+2,et: a =2,
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40. a.

1=0(n-2)+1,et: a, =1.
Puis on a bien: n> +n+1=a,.P,(n) +a,.P,(n) +a,.P,(n) =1+ 2n+1n(n-1), et:

2
1 mxoLd-x? + 2x 21— x) +1x22] = X

0 x 0]-1,+1, D (n*+n+1).x" =

n=0 1-x) 2 a- X)3 '
Pour la deuxieme, on obtient de méme :
n®=n(n-12.(n-2)+3n.(n-1)+1n, et:
o ]+ 4%+ X
Ox O]L,4+2 Y n*x"=——  [Mx*2.01-%x)2%+3x*2.1-x) +1.x°3 X TaX vX
FLAL 20X =y X202 0= +1¢3] =2

La fonction f admet une limite (pour X non nul) en 0 qui est 0.

Donc f est continue en 0.
1

. , 2 =
f est par ailleurs de classe C* sur R*et: 0 x OR*, f'(X) =—e€ X
X
Le théoreme de croissances comparées montre alors que : lim f'(x) = lim f'(x) =0.
x-0" x-0"

Donc le théoréeme de dérivabilité par limite de la dérivée montre que la fonction f est dérivable en 0,
quona: f'(0)=0, etque f' estcontinue en 0.
f est donc de classe C* sur R.

. Par opérations, f est de classe C” sur R*.

R0

1
L, i (n) _ 2
De plus on montre par récurrence que : O n ON, OP, OR[X], O x OR*, f*(Xx)= VT ex.
En effet, ce résultat est vrai pour: n=0, avec: P, =1,
et si on le suppose vrai pour un entier : n=0, alors :

P'(x).x*" =P, (x).3nx*"" . 2.Pn(x)je—xl2

6.n 3n+3

Ox OR* £ (x) =
X X

P,'(x).x° =3n.P,(x).x* + 2.P,(X) e—xiz
X3.n+3 .

autrement dit ce que I'on cherche en posant : P,,, =P,".X*-3nP .X* + 2P, .

soit: 0 x OR*, f™(x)=

c. Toujours par récurrence, f est alors de classe C" sur R pour tout entier: n=0, et: f™(0)=0.

41. a.

En effet, I'affirmation est vrai pour : n =0, et si on la suppose vraie pour : n= 0, alors le théoreme des
1

, ; . . . 1 5
croissances comparées montre a nouveau que : lim f ™ (x) = Ilm[ —e ¥ |P,.,(0=0.
x-0 x-0| X~

Donc f estdérivableen0,ona: f™'(0)=f™(0)=0, et f™ estcontinue en 0.
Finalement f est de classe C” sur R.

. On vient de constater que toutes les dérivées de f s'annulent en 0, donc la série de Taylorde f en0

est la série entiere nulle.

. T estdeclasse C” sur R, sa série de Taylor a un rayon de convergence infini, mais elle est nulle alors

qgue f n'estnulle gu'en 0.
Autrement dit f ne coincide avec sa série de Taylor qu'en 0 et f n'est donc pas développable en série
entiére en 0.

Pour la premiére série entiére, on remarque que :

«060R,0n ON, [cosfd) <1, donc: R =1,

*« 0B 0OR, (cosfr.f)) ne tend pas vers 0, d’ou divergence de lasérieen 1, et: R, <1.
Donc: R, =1.
Pour la deuxiéme série entiere, on distingue deux cas :
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*si: 8§#0(n), les mémes argument donnent le méme résultatet: R, =1,
*si: 8=0(n), lasérie est la série nulle et: R, =+ .
b. Les trois séries numériques »_cosf.f).x", > cospd).x" et D coshf).x"" convergent pour les

n=0 n=1 n=1
mémes valeurs de X.
Donc la troisieme a un rayon de convergence égal a 1, comme toutes les séries entiéres, primitives de

L . o cos(n.@
cette série entiére, en particulier ZL.X” )

=1 N
Le rayon de convergence de cette nouvelle série entiére est donc encore égal a 1.
Pour la série entiére de ins, on a le méme résultat, avec la méme distinction de cas que dans la
guestion a., a savoir :
esi: 8#0(n), la série entiere, comme primitive, a un rayon de convergence égal a 1.

esi: §=0(n), la série entiere est la série nulle et son rayon de convergence est infini,

: S 2 & : <& sin(n.
c. On va donc raisonner pour : |7 <1, en notant qu'alors : » — = Zw.p” + I.Zu.p” .

n=1 n n=1 n n=1
o xe"? xe"? —x?
Or:0 x O}1+1[ ) (x€“)" = — = ~, d'ou:
e 1-xe¥ 1-2xcos@)+x

x.cos@) - x*
1-2x.cos@) + x>’

. . n_ N ioyn | — xsin(@)
;5'”(”'9)'X R{;(X'E )j 1-2x.cos@) + x>

puis : 0 x 0]-1+1[ 3 cospg)xrt = 0O “X i) __
—y 1-2x.cos@) + x 1-2x.cos@) + x

I suffit alors d’intégrer ces deux expressions pour obtenir le résultat voulu, et pour cela :
cos@) — x 1 2.X—2.cos
j ©) dx=-1 J‘ ©)

et:

. icos(n.&).x” =R i(x.ei'e)”J =

+00
Let: Y sing).x"* =
n=1

dx = —%.In(l— 2x.cos@) +x*)+C, et:

1- 2.x.cos@) + x* 279 x?-2xcos@)+1
I sin©) 50X =I sin(©) ———.ax = arctarELOS@j +C', cecipour: 60 (n).
1-2.x.cos@) + x (x—cos@)) +sin“(6) sin(@)

On calcule C et C' a l'aide des valeurs des séries entieres en 0 (qui s’annulent dans les deux cas).

On en déduitque: C=0,et: C'= arcta{—coswj,

sin(@)
C' peut se simplifier, suivant I'intervalle ou se trouve 6.
Finalement :
esi: 820(n), ZZ— = —l.ln(l— 2.0.cosf) + p*) +i] arcta p_,c—os(e) +arcta m ,
= N 2 sin(@) sin(@)
esi: =0(n), ZZ— =-In(1- p) =-In(1- 2), puisqu’alors z est réel.
nm N
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