Séries entieres (corrigé niveau 1).

Calcul de rayons de convergence.

I
1. a. On commence par poser : [0 X OR* 0O n ON* u, :((IS)'%.X”, et:
n)°.n
+3)1 (n)® + + + o
Onon, Yl - Bn+3)! (nh) N n" W= (3n+3).(3n f).(Bn. H 1 [1+1) .
‘ u, @B (n+D)P (n+1" (n+1) n+1 n
Les trois termes tendent respectivement vers 27, 0, et E donc: lim Yo - =0<1.

€ n-tel U

Donc la série numérique converge pour tout X suivant la regle de d'Alembertet: R =+ .

n*+n n*+n 4
b.Onpose:0OnON,0 X OR* u, =———.X", etonremarque que : ————=.X ~——.X
2" +4/n e/l

2" +.4/nl

un+1

u,

n+1

lu,

n+1)* ! n+1 1

( 4) : X = ( j —— x|, dour : lim

n 1[(n+1! Jn+1 N +oo
Donc la série numérique converge pour tout X, et: R =400,

c.Onpose de méme: 0 n ON, 0 x OR* u, =¥/n)2"x"

_Q® ?\;—_])-)anz W= (1+ %js'm'| "

Donc : 0 n O N¥*, =0<1.

Alors : 0 n 0O N*, Uniy
U,

2

N R 5 S u
et comme la premiére parenthése tend vers €3, on en déduit : lim 22| = +o0 .
n- +oo u
La série numérique ne converge donc jamais, si: X0, et: R=0.
3n
X
d.Pour: n ON,et: x OR* onpose: u, =——,
n°+1
n+1)°+1 u
Aors: 0 n ON, Ut = (VD #L 2 o iy U 2 o2
‘u n’+1 -+l U

Donc la série converge absolument pour : |X <1, et diverge grossiérement pour : [X >1.

On en déduit que : R =1, puisque c'est la valeur charniére entre absolue convergence de la série et
divergence grossiere.

n
4n

e.Pour: n ON,et: X OR* onpose: u, = .
4" +n

n+1

Uy | 3™5.(4" +n)
li
|x| et: lim '

Alors : 0 n ON, = T
‘u 3.(4" +n+]) n- o

3, 4
=3

n n

- 4 : " 4
Donc la série converge absolument pour : |X < 3 et diverge grossiérement pour : x| > 3

On en déduitque : R= 5 , puisque c'est la valeur charniere entre absolue convergence de la série et

divergence grossiéere.
2n

f.Pour: x OR, n ON,onpose: u, = .
3"+1

@"+1 | o .

D I¥ ,etsi:

u
Alors: 0 n ON, /2| =
U,
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1 ..
: 5 <1, et la série converge absolument,

. xl >1, la quantité précédente tend vers +o, et la série diverge grossiérement.

On en déduit que : R =1, puisque c'est la valeur charniére entre absolue convergence de la série et
divergence grossiéere.

2. a. On commence par utiliser un développement limité pour écrire :

1 1
O n ON%, Yn®+n+1-+n? +1:n[1+1+i2j2 —n[1+i2j2 :n{“im[lj_l}%mm(l).
n

n n 2.n n

- A 1 . . .
Donc le terme général est équivalent a > en +oo, et la série entiére a méme rayon de convergence que

1 o
z-.x” , C'est a dire 1.
n=0

b. On utilise la encore un développement limité avec :

Jn—u:ﬁ(u%f =\/ﬁ(1+%+o+m(%n = L o%} et

40, = Vn
o _ ol = | g2 (f]_l :efn( 1 o (LJ} €

l2vn ™ Wn) )= 24n
Jn

. e u
Puis, ennotant: O x OR* O n ON* u, = X", ona:0n ON* |-

24n" |y,
=X

N+l

_€
e'n '2\/n+1|x|

n+1

u,

1
Or: 0 n ON*, e/™n =ez'ﬁ [*F] ,donc: lim

n- +oo

Donc le rayon de convergence de cette série vaut 1.

c.Deméme: 0 n ON* 4/n?+3n+1=n 1+i+ 1 n+——£+0+oo 1 )
2n 2n? n 8.n n

et: 0 x OR*, tan@r/n? +3n+1).x" = tar{n,n+37ﬂ—5_ﬂ (1D 1 N

et donc : tan@zy/n® +3n+1).x" ~ —

w0 57T
La regle de d'Alembert montre alors que le rayon de convergence de la série est 1.

3. Lavaleur z, n'est pas a l'intérieur du disque de convergence puisque dans cette zone, il y a absolue

convergence de la série entiere.
De méme, z, ne peut étre a l'extérieur du disque fermé de convergence puisque dans cette zone, il y a

divergence grossiére de la série.
Donc z, est au bord du disque et le rayon du disque vaut : R=|z|.

4. Notons R, le rayon de convergence de la nouvelle série entiére.

Pour : [1.Z <R, alors la série Zan.(/Lz)“ est absolument convergente, donc : |7 < R, .
On en deéduit que : l: | ||: D[O R, ] et: |/1| <R,.

De méme, pour : |4 <R, alors la série D A".a,.z" est absolument convergente, donc : 1Z4<R.
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On en déduit de méme que : [0, RA] O {Oﬁ{ et: R, < ﬁ

R
Finalement : R, =—.

A
5. Tout dabord, pour tout complexe z, Zan.zn est la somme des deux séries Zaz_p.zz'p et

2.p+l
D a2

Eneffet: 0 z OC,

2n+1 n n
«ONnON Ya.z=>a,, z?’+> a,,z*"" et:
k=0 p=0 p=0

2.n n n-1
«OnONY Y a.z"=>a,,zP+) a, ,.z°"".
k=0 p=0 p=0

Donc si les deux séries « partie paire » et « partie impaire » convergent, alors les deux suites de sommes
partielles d’'indices pairs et impairs convergent vers la méme limite, ce qui garantit la convergence globale

de la série Y a,.z".

Donc:0z OC,(|4<R,,et:[4<R)= (D a,z" converge) = (|7 < R),
soitencore : 0 z O C, (|7<min(R,,R) = (|7<R),

etdonc: min(R,,R)<R.

Soit maintenant : z O C, tel que : |4 <R.

Alors Zan.zn converge ainsi que Zan.(—z)n , donc leur somme converge aussi.
+00 +00 +00 sl

Orelevaut:  a,.z"+> a.(-2)"=> a,.0+(-)").2" =) a,,.z*",
n=0 n=0 n=0 p=0

et donc puisque cette derniere série converge, on a: |z| <R,.
Avec la différence, on a de méme : |4 <R,
soitdonc : [ <min(R;,R).

On en déduit que : R<min(R,,R), et finalement: R=min(R,,R).

6. a. On constate immédiatement que : O n O N, |cos¢1)| <1, donc le rayon de convergence de la série

entiére est supérieur a celui de la série Y z", donc: R21.

b. Supposons que la suite (cosf)) converge vers 0.
cosf).cos@) —cosf +1)

sin(l)

Alors: 0 n ON, cosfi+1) =cosf).cos@) —sin(n).sin@), et : sin(n) =

ce qui montre que la suite (sin(n)) tend aussi vers 0.
Or c'est impossible puisque : 0 n ON, sin?(n) +cos*(n) =1.

c. On vient donc d'établir que la série entiére était divergente pour: X =1, etdonc: R<1.
Finalement: R=1.

d. Il y a divergence grossiére en 1, donc aussien: z 0C, tel que: |z| =1, carpouruntel z,ona:

On ON, ‘cos(n).zn
La série entiere diverge donc en tout point du bord du disque de convergence.

=|cos)|, et cette suite ne tend pas vers 0.

Propriété de sommes de séries entieres.

7. a. Le rayon de convergence de la série entiére est donné par la regle de d'Alembert et il vaut 1.
De plus, en : X = %1, la série est absolument convergente, donc elle y est convergente.
Finalement : 9 s = [-1,+1].
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b. On constate que les théorémes classiques ne donnent rien sur l'intervalle fermé.

Néanmoins, on remarque que tous les monémes de la série sont des fonctions continues sur [-1,+1].
: 1
S _

2

Puis: O n ON* O x O[-1,+1], |— =a

n?

et la convergence de ZGH donne la convergence normale de la série de fonctions sur [-1,+1].

Donc S est continue sur [-1,+1].
c. Les théorémes classiques montrent que S est de classe C” sur l'intervalle ouvert de convergence qui
estici ]-1,+1[, puisque le rayon de convergence de la série vaut 1.
d. Pour montrer que S est dérivable en —1, on constate que :
* la série de fonctions converge simplement sur [-1,0],
« toutes les fonctions de la série sont de classe C* sur [-1,0],

* la série des dérivées converge uniformément sur [-1,0] car :
n-1

O x O[-1,0], la série des dérivées en X, 2 vérifie le critere spécial des séries alternées, donc :
nx1

+00 k-1

X | X 1

OnON+0OS 0O[-1,0], X)| = < < ,

-L.0] |R"( )| k:znﬂ k ‘ ‘n+]l n+1

ce qui garantit la convergence uniforme annoncée.

n

n-1
Donc S est dérivable en -1, et: S'(-1) = 2( D’ =In(2).
n

n=1

8. a. Laregle de d'Alembert donne le rayon de convergence de la série entiere qui est 1.
Pour: X =1, la série entiére diverge comme série de Riemann divergente.
Pour : X =-1, la série est alternée et vérifie le critére spécial puisque :

) =" i
* |a suite , est alternée,

Jn
) 1 L.
* |a suite =| — |, tend vers 0 en décroissant.
Jn

D"
Jn

Donc la série entiere converge en —1, et finalement : 9 5 =[-1,+1].

b. S est continue sur ]-1,+1[ comme série entiere.

Puis pour : S 0[-1,0], la série
i
m X | | X | 1
k= n+1\/_‘ _‘\/n+1‘ = \/n+1
ce qui donne la convergence uniforme de la série de fonctions sur [-1,0].

Comme de plus tous les monémes constituant la série sont des fonctions continues sur [-1,0], la somme
de la série (C'est-a-dire S), est continue sur[ 1,0], et donc finalement sur [-1,+1].

est convergente et vérifie le critere spécial des séries alternées,

donc: O n ON*, R (X)|=

c.Pour: 0<x<1,ona: (1-Xx).5(xX) = 2 2 , Soit :

(L-%).5(x) = Z ZJ_l_X Z{f \/_J

d. La derniere sérle (ennere) qui apparait converge normalement sur [0,1], car :
[N P
NN I RN N
La série majorante étant télescopique et convergente, on en déduit bien que la nouvelle série entiére
(notons S, sa somme) converge normalement sur [0,1], et donc y est continue, en particulier en 1.

Ox0[0,1,0n=2,

Finalement : 1im (1-X).S(x) = 1+I|mSl(x) 1+S@) = 1+z

; R EEa
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9. a.

10. a.

C.

D'ou:lem(l—x).S(x):l+(J|rpr ] 1-1=0.

<

P+

1
: 2 : — (NP q_\d o = A (e pq_gyot
RML(Qq)DN,quona.Hpq)—Lt.a U.m_{ (- 0} +1i} -1 dt.

Donc: 1 (p,q) = —I(p+lq 1), et par récurrence :
Y

+1
| | I |
1(P,Q) = (p+a0) = [{"dt = g =f
(p+D...(p+0q) (p+D..(p+0q) ° (p+D..(p+a+1D) (p+q+l)!
formule valable aussi pour: q=0.
|2
.On adonc en particulier: 0 n ON, a, =1(n,n) :n+.
(2n+1)!
Soit maintenant : x OR*, et: 0 n ON, u, =a,.x".
+1)! (n+1)!? +1)?
Alors - 0 n O N, |9 _ (@n+Dt (n 1) ¥ = (n+1) IX, qui tend vers H
u, \ 2n+3)l" n? (2n+3).(2n+2) 4
Donc en application classique de la regle de d’Alembert, la valeur charniere entre absolue convergence
et divergence est 4 et le rayon de convergence de la série entiére proposée est: R=4.
12 2n 4-2n 2n
. La formule de Stirling montre que : n : n_.e" 2mn2 Jm

4" ~ ~ .
2n+1)!" = 2n+1)2™ e 2 [277.2n+1) = 24/n

et donc la série diverge en 4, puisqu'a termes positifs.
En —4, la série numérique est alternée et son terme général tend vers 0 (avec I'équivalent précédent).
De plus, avec la notation de la question b., pour: X=-4,0na:

U| 4(n+D? _@n+2) _
|, (2n+$

et la série verlfle donc le critere spécial des séries alternées : elle est donc convergente.
Finalement : 9 s = [-4,+4].

OnON,

Notons M un majorant de |§ sur ]-1,+1[.

+0o

Alors:OnON,Ox O[0,1 0sY ax‘<> ax =S(x)<M,

k=0 k=0
la premiére majoration venant du fait que les a, sont positifs.
Puis il est possible de faire tendre X vers 1 (dans la somme patrtielle) et on en déduit que :

n
OnON 0<) a <M.
k=0

Enfin, la série Zan est a termes positifs et ses sommes partielles sont majorées, donc elle converge.

. Lafonction S, comme somme (méme infinie) de fonctions croissantes, est croissante sur [0,1].

De plus S est majorée.
Donc S admet une limite finie en 1 qu'on notera L et qui vérifie : 0 x 0 [0,1], S(X) < Iign S=L.

n
Onpeut écrire: 0 x O[0,1[, 0N ON, 0<> a X <S(X <L,
k=0

n
donc quand x tend vers 1, onen déduitque: 0 n ON, 0< Zak <L,
k=0

+00

puis en faisant tendre n vers +oo, on conclut que : Zan <L.
n=0

Dautre part: 0 x O[0,1[, 0 n ON, a,.x"<a,,
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et puisque les deux séries sont convergentes, on peut sommer pour N variant de 0 a + et :
+00
O0x0[01 S(¥<>a,.
n=0

+o0

Enfin, on peut faire tendre a nouveau X vers 1 pour obtenir: L < Za

n-*

n=0
Finalement, par double inégalité que : L = Zan .
n=0
Utilisation de séries entieres.
+00 2.n
X
11. a. Pour tout X dans R, on a: cosf) = Z(—l)”. ,
n=0 (Zn)'
2.n
dou:1-cosi) = (-D)"*
Zl @’
1-cos 4 X7 x>
et: 0 x OR*, f(x)= (X) Z( n"t —Z( n".
= @n) = (@n+2)’
Enfin, cette égalité est encore vérifiée pour : X =0, donc elle est vérifiée sur R et f est bien
développable en série entiére sur R.
b. Puisque f coincide sur R avec une série entiére (de rayon de convergence infini), f est donc de
classe C” sur R.
c¢. On sait qu'une série entiére se primitive terme a terme sur son intervalle ouvert de convergence, donc
ici sur R et en notant F la primitive de f qui s'annule en 0, on a donc :
+oo X2.n+1
Ox OR, F(x)=) (-1". :
9 ;( ) 2n+2).(2n+1)
puisque la série proposée s'annule bien en 0.
12.a.Onsaitque f : t— &S@, est définie et continue sur R*.
Donc puisque pour tout : X [0 R*, le segment d’extrémités x et 2.X est inclus dans R* et I'intégrale de
f sur ce segment est donc définie.
x COS
F est donc définie sur R*. par : 0 x OR*, F(x) = J- O dt.
: cos 1 -1 _
b. Par ailleurs : Ot OR’, s(t) = 0——2( ) SET 0 t>" = +sl(t)
5 (2 n)' t = (2 n)I
( 1) 2n—1
olionaposé: OtOR, s(t) = 2(2 TR
=1

Or la série entiére définissant S a un rayon de convergence infini (comme cos) donc admet des
primitives sur R obtenues en intégrant terme a terme.
En notant S une telle primitive, on peut donc écrire :

OXORY, F(O= [ st = jjx(% + sl(t)j.dt =[In() + SO =In@) +S,@20) -9

S (D" (27 (-D" Xz’ ()" 2*"-1 ,,
etdonc: F(x) =In(2) + T 2(2 2 In(2) + Z(Zn)' BEETREAE

La série entiere qui apparait a méme rayon de convergence que les précédentes et est définie sur R.
En particulier :

« elle est continue en 0, donc F a une limite fini en 0 qui vaut : Iirr(l) F(X)=In(2) +0=1In(2).

« en posant : F(0) =In(2), la fonction F ainsi prolongée coincide avec une série entiére sur R, donc
est de classe C” sur R. F(0).
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13.a.Pour:t0O[0,1[,et: a>0,ona: ‘—ta

<], etdonc: L
1+

—=> (-D)"t".
n=0
b. Notons: O n ON, u,(t) =(-D"t*".
La série de fonctions converge normalement sur tout segment [0, X], pour : 0< x<1.

Eneffet: 0 n ON, 0t0[0,x], |u,@®)|=]t*" <

a s . . .
etcomme : 0< |x| <1, la série majorante est bien convergente.

_ZI( 1) tandt—z XN+

1an

On constate bien que la fonct|on proposée admet une primitive sur [0,1] qui s'exprime sous forme de

série de fonctions.

Montrons maintenant que cette série de fonctions (qu'on notera Zvn ) est en fait définie sur [0,1] et

n=0

gu'elle y converge uniformément.
Pour cela, pour tout : x 0]0,1], la série an(X) , est alternée et vérifie le critere spécial car :

(=D)"

* la suite (1 .Xa'”ﬂj, est alternée ettend vers 0 (car: a>0, et: 0< x* <1),
+an

a.n+l

* la suite ( j , est décroissante comme le produit de deux suites positives décroissantes.

1+an

Xa.(n+1)+1 - 1

+Z.ka(x) Z ( 1) ak+1 <

et £ n+l1+ak T 1+a(n+l)  1l+a(n+1)’
ce qui garantit que la série converge uniformément sur [0,1] (donc en particulier simplement).

Donc: 0O n ON, O x O[0,1],

c. Notons : Ot OO [0,1], f(t) = , et F la primitive précédente, définie sur [0,1].

(=D’

1+na

Alors ;

=lim [ dt —IlmF(x)—F(l) Z

01+t*  x-1°01+t°

d. On applique le résultat précedent pour: a=123, et:

( )
n+1 jom_[ln(lﬂ)]0 In(2).,

s -y _p _7
z J'01+ = [arctan()]; = 4

= 2n+1
: z( e
“3n+1 J1+t3

On utlllse alors une décomposition en éléments simples et :

1 11 1 t-2 11 1 2t-1 1 1
0tO[01] g = ooy S o N
1+t 31+t 3t °-t+1 31+t 6t —-t+1 2( 1) 3
—— +
2 4
On peut ainsi primitiver et obtenir : jx dt3 =£.In(1+ X)—E.In(x2 —X+1)+i,(arcta 2x~1 +E).:
01+t 3 6 V3 V3 6
. > (-D)°
Finalement : n(2 + T
;3-n+1 In 343
. 1) 1 - . R
14. a. Puisque : In| 1+ = | ~ =, les deux séries entieres ont méme rayon de convergence R.
nj+n
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n+1

_ X

Deplus: 0 x OR* O n ON*
T n+1

D nﬂgo_’|x|’

on en déduit classiquement qu’il y a convergence absolue de la série pour : |x| <1, et divergence

n+1 x

grossiere pour : |><I >1, en application de la regle de d’Alembert, donc: R=1.

Deplus: 0 x O]-1+1[, f'(x)=> x"* =i,
n=1 1-x
donc:0C OR,0 x O]-1,+1[, f(X)=-In(l-x)+C,
et comme : f (0) =0, on en déduit que : C =0, soit finalement : 0 x 0]-1,+1[, f(x) =-In(1-X).
b. On peut écrire, en rassemblant deux séries convergentes :

0 x O]-R+R[, h(x) = ZIn(1+ jx —Z——Z(In(h j 1}

=1

Sionnote: 0 n ON* a, =In 1+1 —l,alors: a, =In 1+1 1o 12+o+°o iz ~— 12
n) n n) n 2n n° J+= 2n

On en déduit que la série entiére h a pour rayon de convergence 1 car c’est le méme que celui de la

+00 XI"I
série -
; 2n?

Et comme la série numérique Zan est absolument convergente du fait de I'équivalent trouvé, on en

n=1
déduit que h est définie en +1 donc sur [-1,+1].

c. On peut écrire alors : 0 x 0]0,+1[, g(X) =h(x) + f(x) =h(x) —-In(1-X),
90 - h oy 009
=In(1-x) In(1-x) x-1=In(1l-X)

On en déduit que : g(x):— In(1-Xx).

soit : =1, puisque h(x) tend vers la valeur réelle h(1) en 1.

d. Reprenons une somme partielle de la série h(l) :
N N

O N O N, Z(In[ﬂ%j —%J = i(ln(n+1) —In(n)) —Z% =In(N+1) -In() —H,,

n=1 n=1
etcomme: H, =In(N)+y+o,, @,
N

on en déduit que : Z(In[l+%j —%j =In(N+1)-In(N)-y+o,, @ =-y+ In[l+%j +o0,.,. @,

=1

doir - h(l) = "IELZ('”[“ 1) 1j _—

n n

Développements en série entiére, calcul de sommes d e séries entiéeres.

i X tX+¥3_ 05 1 3 1
15. a. On peut commencer par écrire : ———— =1+ _—.————.——
x -1 2 1 2 x+1’
X+ X+ i il 543 (=1)"
etdonc: 0 x OJ-1,+ 1[—3 §z §Z 2_5 3.(D X"
S 2 n=0 2 n=1 2
et puisque la derniere série dlverge pour : X =1, son rayon de convergence est 1 et son intervalle de

convergence est J-1,+1[.
b. On commence par déterminer les pbles de la fraction donc on trouve les racines de dénominateur.

Or il a pour discriminant : A = 4cos () -4 =-4sin’(8).
On est ainsi amener a distinguer les cas suivants :

1 _ 1
x> —2xcos@)+1 (x-1)°

«Si: 8=0(2n), lafraction admet 1 comme podle double et :

1
Cette fonction est la dérivée de : X+— 1—
- X
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1
Et comme : O x 0]-1,+1], —=ZX
X o
on en déduit en derlvant terme a terme sur l'intervalle ouvert de convergence que :

O x O0]-1, 1[ an“ Z(n+1)x

1 1

* Si: @=n (2n), lafraction admet —1 comme pole double et : — = 5
X“—2xcos@)+1 (x+1)

De la méme facon qu’au-dessus, on obtient :
1 +00 ~ +00
= —Z(—l)“.n.xn 1= Z(—l)”.(n +1).x".
(x+1 = -
* Pour les autres valeurs de 4, les poles de la fraction sont simples et valent : cos@) £i.sin(@) =€

. ) 1 a b
La fraction se décompose alors en: = — —

x?-2xcos@)+1 x-€°¢ x-e'?

O x O]-1,+1],

il@

et on détermine a en multipliant par exemple par x—€"? puis en évaluant en €"¢ aprés simplification,

. 1 1
on obtient: a= T .
e’ —-e" 2i.sin(.6)
On procede de la méme facon pour b ou on remarque que : b = a.
On aboutit ainsi a : 5 1 =— 1 ( 1. - 1—'9)'
X-—2x.cosf@)+1 2i. sm(@) - X—e"
Ensuite - [ |X|<:1, 1 - ::;:EE.__________ ______ :E:)( (3—|n€ :E:)(n'e—i(nﬁbﬂ ,

x—-e“¢ ¥ 1-xe’

puisque dans ce cas on a bien : ‘x.e "g‘ =

|><I <1, qui permet d'utiliser la série géométrique.

- _+z°o Xn e+i.(n+1).€
n=0

De la méme fagon, ona: O [X <1,

et donc en rassemblant :

0 |X| <1, - 1 . 1 | _zxn.e—i.(nﬂ)ﬂ +zxn.ei.(n+1).9 _ ZSIn((-n +1).0) W
x> —2x.cos@)+1 2isin@)\ = sin(@)

n=0 n=0

L'intervalle de convergence est finalement ]-1,+1[, car la suite (sin((n +1).6) ne tend pas vers 0.

X+
16. a. Cette premiere fonction f est définie et dérivable sur R, et: 0 x OR, f'(X) = sz—ll
X®+ X+
2x+1 1 1 1 1 1 1

On peut alors décomposer en : = + =——, -——. .
P P x> +x+1 x—-j x-j° j1-j°x j®1-jx

Donc: 0O x O]-1,+1], f'(x) :_T:!"Zw“(jle)n _J_lzz(JX)n Z(Jzn+2 n+l ’
n=0 n=0

puisque : |x.j| = ‘x.j 2‘ = |xl <1, ce qui permet d'utiliser la série géométrique.
. 2m
: : Lo 2T 2T .
Enfin:OnON, "+ j>™ =e 3 +e 3 = 2cos((n+1).2?ﬂj.
Donc: 0O x O]-1,+1[, f' (x)-—22co{(n+l) —j

n+1 n+l

puis: 0 x O]-1,+1[, f(x)=f(0)- 22c0{(n+1)—jn+1 —2.§]c0{(n+1)—jn+l

b. Pour cette fonction g,ona:
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2.tan(@) _ sin(2a)
1-x)2+ @+ x} tar’(a) x2 -2x.cosRa)+1’
et on distingue deux cas :
e si: a =0, auquel cas la fonction g est nulle,
*si: a #0, et avec I'exercice précédent, on peut écrire :

O x O0]-1,+1[, g'(x) = Zsin((n+ 1).2.a)x" , soit en primitivant terme a terme :
n=0

O x O0]-1,+1, g'(X) =

n+1 n+l
O x 0]-1,+1[, g(x) = g(0)+25|n((n+ 1)20) 1—a+25|n((n+ 1)20) 1
n=0 n=0
c. La dérivée ici de la fonction h proposée est :

(™™ X2
0 X DR, R(x) = sh(x’) = ;(2n+1)' =@+

+00 4.n+3

- . X

Donc a nouveau en primitivant terme aterme : 0 X O R, h(x) =0+ E .
= 2n+1L(4n+3)

17. On peut donc linéariser les fonctions proposées :

) ) 3
. X —-e'* -1 o 3 . 1 .

O0x OR, sin*(X)=| ——— | =—.(e¥* -3 +3e™ —e™¥*) = = sin(x) - =.sin(3.X) .

()( 2. j 8.i( )4 ()4 ©X)

On en déduit que :

B 2n+1 N (SX)2n+l +00 i E_32.n+l X2.n+1
X DR, sin"(x) = Z( b @n+1)! 42( b (2n+1)! ZO( & '(4 4 j’(z.n+1)!'

I.X X 3
De méme : 0 x O R, cos’(X) :(ﬁj :2—13.( e¥* +3e” +3e" +e¥) :%.cos(s.x)+%.cos(x),

2
1 [EEVRINCRS S (a3 3] X
et: 0 x OR, co§’(x)— ;( D" @n) 4;( D" (2n)' ;( b ( 4 +4j'(2.n)!'

1
18. a. On peut simplement écrire : 0 x O[-1+1[, f(xX) =@+ X). .
V1-x?

b. On en déduit que :

0 x 0]-1+1f, F(x) = @+ x)zzz(n2 ) Z 22(2 (:f) X" 2—22(2(2')2 X2
_(2n! n)

Ennotant: O n ON, a,, =a,,,, =

27 t: S(x):;an.xn

onadonc: 0 x O]-21+1[, f(X)=S(X).

On a bien ainsi démontré que f est développable en série entiére sur ]-1,+1].
(2™ e Jamn 1

20+, 22_n'[nn.e_n \/ﬁ]z . ﬁ'

donc pour : X =-1, sion note S, les sommes partielles de la série S(-1) on a:

Enfin, on constate que : a,, =a

— 2n _
- S2.n—1 ta,, -(_1) "= -

.n

n-1
On=21, S, ;=) a,.(-D* +(-)*")=0,et: S,
k=0

Donc les deux suites (S,, ;) et (S,,,) tendent vers 0 et la suite globale (S,) tend vers 0.
Autrement dit S existe en —1, S(-1) =0= f(-1), et I'égalité est donc valable sur [— 1+1][.

19. a. La suite (a,) est récurrente linéaire a deux termes.

L’équation caractéristique associée est: r> —3.r +2 =0, qui a pour racines 1 et 2.

PSI Dupuy de Lome — Chapitre 09 : Séries entieres (Exercices : corrigé niveau 1). -10 -



Donc:O(a,B)0R, 0N 0N, a, =al" +82".

Commedeplus: a,=1=a1°+B2°=a+3,et: a =3=a.l'+ B2 =a+ 23, on en déduit que :
a=-1p=2,pus:0n0ON, a, =2""-1.

b.Onadonc:0nON,a =2""-1,0 x OR, |[-=.X"

nl

et comme la série majorante converge pour tout réel x, on en déduit que la série proposée aussi et que
son rayon de convergence vaut donc +co.

+00 n+l +o0 n
Puis: 0 x OR, S(x) = zz_ _22(2x) 3K o pe e,
n=0 n! = N

puisque les deux séries qu’on a fait apparaltre sont évidemment convergentes.
c. L'inégalité proposée est vraie pour: N =0, et: n=1.
Si on la suppose vraie jusqu’a un entier : n=1, alors :
|a,.|=[3a, —2a,,|<3|a|+2[a, | < 34" + 24" =4" (34 +2) = 144" < 4™,
et donc par récurrence, le résultat est vrai pour tout entier : n 0 N.
G xnl< |2
n! n!
et comme la nouvelle série majorante converge encore pour tout réel X, on en déduit que le rayon de
convergence de S est infini.
d. Pour X réel, on multiplie la relation de départ par X" ce qui donne :
OnON, a,,x" =3xa,,,.x"" -2x*a,.x",
et en sommant de O a +, on obtient :
a,
D mE M2 =3, xz -2.x° z
n=0 n! nl n=0 n!
puisque toutes les séries sont convergentes.
Comme de plus :

On en déduit comme dans la question b.que : 0 n ON, a, =2"' -1, 0 x OR,

+0o

< an+1 n+l _ - an+1 n+l _ - a '
o Y /=X =y —/— (n+) X" =X (n+).x" = x n—x '=xS(x), et:
zo n! g(nﬂ)! = o( ) z n!
< an+2 n+2 - a 2 n n-2 2 "
. —e x"e = n+2).n+D.x"? =x2>"n(n-1).—2 .x"? =x*>.S"(x),
;n! g( +2),( )-(n+1) ZZ ( )n! (x)

la relation se réécrit en : x*.S"(x) = 3.x*.S'(X) - 2x*.5(X) ,

etdonc: 0 x OR, S"(X)-3.5'(x) +2S(x) =0,

relation qui reste vraie pour: X =0 , puisque : S(0) =a, =1, S'(0)=a, =3, S"(0)=a, =34, —24a,.
e. L’équation différentielle obtenue a pour solutions sur R les fonctions définies par :

O x OR, y(x) = Ae* +B.e**, avec: (A B) OR%

Donc: O(AB)OR? O x OR, S(x) = Ae* + Be**.

On termine avec : S(0) =1=A+B,et: S'(0)=3=A+2B,

ce quidonne: A=-1B=2, etfinalement: 0 x OR, S(X) =2e** -¢*.

n+p)_,
20.a. Pour: z OC,et: n ON,onpose: u, = Z,
p

_(n+p+L)!  p.n! n+p+1
‘u ‘_ pl.(n+1)! (n+ p)'|z|— n+1 |4DQ%*|4

donc la regle de d’Alembert donne un rayon de convergence valant: R =1 (absolue convergence

n+1

:OnON,

pour : |7 <1, et divergence grossiére pour : |2 >1).

Enfin, il y a évidemment divergence grossiére de la série pour : |z| =1, puisque les coefficients
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C.

21. a.

b.

binomiaux sont des entiers non nuls.

.Pour: x O]-1+1[,ona: fp-(x)zin{np j Z (n+ D)l

i (n-D. IO'

n=1
par dérivation terme a terme, et :

(n+ p)! (n+pN (n+1+pN (n+pN
=01,/ = Z(n “yLp” Z(n “yLp ; np Z(n “yLp”

soit: (1=1).1,/(0 = (p+) + X TE R (e p+D = = (p# ) L T = (p4D.1, 0.
On vient de montrer que f est solutlon sur] 1+1[ de I'équation dlfferentlelle. (1—x).y'—(p+l).y=0.

C

Donc:0C OR, 0 x 0]-1+1[, f (X :C.exp(—j—%-dxj =C.exp((p+1).In(1-x)) :—(1—x)”*1'

Comme de plus : f (X) = (EJ =1, on en déduit que : C =1,

1

et finalement: 0 x O]1-1+1], f (X)) =——.
=1L 1,00 = e

.Fixons : z O C, tel que : |4 <1.

O +00
Pour: p=0,ona: f,(2) = Z(no jz”:Zz”: 1 .1

n=0 n=0 1_ z (1_ Z)O+l '
Supposons I'égalité établie pour un entier : p =0, donné.

Alors: (1-2).f,,,(2) = z(n pgllJ 2" _i’"(n+ p+1j.zn+1 = i(n+ p+1}zn —i(n+ p]_Zn

n=0 o\ P+l o\ P+l P+l
puisque les deux séries convergent, et :

_(p*tl) &((ntptl) (n+p))_,
(1_2)'f"“(z)_(p+1j+§(( p+1j (DJ}Z
OO n 0N, (”*ﬂ{”*ﬂ:(”””}

p ) Lp+1) | p+1
donc: (1-2).f,,(2) = 1+§{h;p}f:fpay

n=1
L@ _ 1
1-z (-2

eton conclutque : f ., (2) =
ce qui termine la récurrence.

On commence par calculer le rayon de convergence de la série a I'aide de la régle de d'Alembert, et on
obtient : R =1, avec divergence grossiére en 1.

Puis:On ON, n+n+1=n(n-1)+2n+1, et

0]x <1, i(n2 +n+1).x" = in.(n - .x" + Zioln.xn + ix” = in.(n -D.x" + Zf“n.xn + ix” ,
n=0 n=0 n=0 n=0 n=2 n=1 n=0

puisque toutes les séries que I'on a écrites ont pour rayon de convergence 1.

d? 1 d 1 1
Dod: 0 x O]-1,+1 N +n+D).X"=x3 — | — |+ 2x—| — |+| — |,
ou' F L ;( ) dx? ( j dx[l—xj [1—xj

+o0 2 _ _ 2
et: Z(n2 +n+1).x" = x°. 2 5T 2X 1 =+ 1 _2x’+2x( X)3+(1 X) ,
= 1-x) @-x° 1-x 1-x)
x*+1

soit finalement : 0 x O]-1,+1[, Y (n* +n+1).x" = .
n=0 (1_ X)

On commence a nouveau avec le rayon de convergence, qui vaut encore 1 et il y a & nouveau
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divergence grossiére en +1.
Puis: O x O]-1+1, > (n+(=D")x"=> nx"=> (-)".x" = (1 Z( )".x" +1,
n=1 n=1 n=1 n=0

puisqu’une fois de plus, toutes les séries que I'on a écrites ont pour rayon de convergence 1,

+00 X 1
et finalement : 0 x O]-1,+1[, n+(-1)").x" = - +1.
AL 2 (0 )X =TT

c. A nouveau on commence par déterminer le rayon de convergence de la série qui est 1, toujours avec la
regle de d'Alembert (et des équivalents), et divergence grossiére en +1.

) +00 1 +00 +00 XI"I +00 .
Puis: O x O]-1,+1], Z(n——}x” =>'nx" =Y —=x> nx""+In(l-x),
n=1 n n=1 n=1 n n=1

puisque la encore, toutes les séries qui apparaissent ont méme rayon de convergence 1,

i — 1 X
soit finalement : O x 0]-1,+1], Z(n——j.x“ = > +In(l-x).
n=1 n @-x)
. , . 1 ch(n) ¢€"
d. La régle de d’Alembert donne cette fois un rayon de convergence : R=—, car: O n O N* ~—.
€ n +n

, 1 L 1 .
Il a de plus divergence en +— avec I'équivalent et convergence en —— en écrivant :
€ €

n _1\n _\n+l
n e 2n 2n
ce qui fait apparaitre deux séries convergentes.

Puis : 0 X D} 1 1{ im'xnzi(e.x)“ i(e nX) —-Inl-ex)+In(l-e™.x),

e e n=1 n n=1 n n=1

puisque : |ex| <1, et: ‘e‘ x‘ < e <1, ce qui permet d'utiliser les séries logarithmes,

soit finalement : O x D} 1 1{ zch(n) In(ﬂj—l.
e e < n 1-ex

22. a. Laregle de d'Alembert donne le rayon de convergence (qui vaut 1) et il y a divergence grossiere en £1.

2+3n+
Puis: O n O N, w=(n+2)+i,d'ou:
n+1 n+1

+00 a2 +00 +00 +00 n+l
n“+3n+4 X
O x O]1,+1[, x#0, Z—.X” = X" . Z
n=0 n+1 n=0 n=0n n0n+1
car toutes les séries convergent, d'ou :
00 2
< n“+3n+4 X 2 In(1- X
0 x O]-1,+#1[, x#0, > X" = ~+ -2 ( ).
~ n+1 @-x° 1-x X

Enfin, pour : X =0, la fonction initiale vaut 4, ce qui correspond a la limite en 0 de la somme trouvée.
b. Le rayon de convergence de la série vaut 1 (avec la regle de d'Alembert), et il y a absolue convergence
en £1.

(=1".x" (= 1) X" (= 1) X"
Puis: O x 0O]-1,+1],
2nen 2 a1 2
car les deux séries convergent ce qui ensuite donne

(=D".x" (= 1) X' (= 1) X" (= ><)”l (X"
zn(n 1) z z z z X,

n=2 n=2 N

et finalement :

0 x 0]-1,+1[, Z( 1) X (x+1).§:(_;()n —x = (x+1).In(L+ %) - X.

1) n=1
Enfin, pour : X =-1, la série vaut : — = 1,
P nZ; n. (n 1 ;(n -1 nj
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soit la limite de la fonction somme précédente en —1.

Et pour : X =1, la série vaut : in((_nl)—nl) Z(( D" _CY j 2( 2l Z( 2l -1=2In(2) -1,

soit encore la limite de la fonction somme précédente, cette fois en 1.

n

+00 X
23.Posons: [0 x OR, S(X) =) ———.
) Z:; n.(n-1)
Le rayon de convergence de cette série entiere s'obtient rapidement avec la régle de d'‘Alembertet: R=1.
Puis: 0 n>=2, ! = 1 —1,
nin-1) (n-1) n
+00 Xn +00
et: 0 x O]-1,+1], S(x) = -y —,
] L S09 nZ;n.(n—l) ~n-1 nZ;n

car les deux nouvelles séries ont méme rayon de convergence que la premiére.
; ) +00 Xn+l +00 Xn +00 Xn
On en déduit que : 0 x O]-1,+1[, S(x) =Y =Y S x=(x=)) S+ x=~(x=1).In(L-X) + X.
n=1 n=1 N n=1 N

Finalement : _ = S(lj = 1In[lj +1 = 1.(1— In(2)).
—=n(n-2.2" 2) 2 \2) 2 2

Produit de Cauchy.
24. a. La fonction proposée se développe en une série entiere de rayon de convergence 1 et valant :

0 x O]-1,+1], f(x):i:z“x“ =>a,x",
1-x n=0 n=0

avec: O nON, a, =1.

b. Il y a absolue convergence de la série précédente pour tout : X O0]-1,+1][.
Donc le produit de Cauchy de la série par elle-méme est absolument convergent et si on le note :

S(x) = (i a,.x" j(i a, .x”j = ibn X",

alors: 0 n ON, b, ZZak.an_k =n+1.
k=0
1 1
Donc : S(X) = . —2(n+1)x
1-x l—x - x) oo

c. Une série entiére étant toujours de classe C” sur son intervalle ouvert de convergence, et ses dérivées

s'obtenant en dérivant terme a terme la série entiére initiale, on a donc en particulier :

z nx"* = Z(n+1).x”,

n=0

0 x 0]-1,+1], f(x)—
ce qui est bien ce qu'on ava|t trouve.

Autour de I'exponentielle complexe.
25. La série exponentielle converge pour tout nombre complexe.

N n +00 +00
Donc : 0(z N ) O CxN, ez—zz—= Z <> |Z| =d? - Z| 7
o N WK Nt SR ! no NI
26.Posons: z=a+ib, avec: (a,b) O R
Alors : (sin(z) =2) (%=2) - (e - 4je? -1=0).
i

Or les racines de : x* —4i.x—-1=0, sont: (2+ \/§)j :

i.z

On remplace ainsi € par: €7 =™, etléquation: (2++/3)i =€?.e™®, estéquivalent a :
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. e—b z‘ei.z

:‘(2¢\/§)j‘=21\/§, soit: b= —In(Zi\/é),

. a=g+ 2kgr,avec: k OZ.
Finalement, les solutions de I'équation sont :
z, :g+ 2kT-i.In(2£+/3) :g+ oksTiIn2++/3), k 02,

1
2+43°

en remarquant que : (2+\/§).(2—\/§) =1, etdonc: 2-+/3 =
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