
PSI Dupuy de Lôme – Chapitre 11 : Produit scalaire (Exercices).               - 1 - 

Produit scalaire.  
Exercices 2017-2018 
 
Niveau 1.  
Exercices généraux sur le produit scalaire.  
1. Soit E un espace vectoriel muni d’un produit scalaire réel. 

a. Montrer que toute famille orthonormale est libre.  
b. Est-ce encore le cas pour une famille orthogonale ? 
 

2. Soit E l’espace vectoriel des fonctions continues par morceaux de [0,1] dans �. 

L’application : 
1

0
).().(),( dttgtfgf a , définit-elle un produit scalaire sur E ? 

 
3. Soit ϕ l’application définie sur Mn(�)2 par : ).(),( BAtrBA t

a . 

a. Montrer que ϕ définit un produit scalaire sur Mn(�). 

b. Montrer que : ∀ A  ∈ Mn(�), ).(.)( AAtrnAtr t≤ , et préciser les cas d’égalité. 

 
4. Soit E l’ensemble des fonctions continues d’un intervalle I  de � dans �, de carré intégrables sur I . 

a. Montrer que : ∀ ( gf , ) ∈ E2, gf .  est intégrable sur I . 
b. En déduire que E peut être muni d’une structure d’espace vectoriel. 

c. Montrer que : I dttgtfgf ).().(),( a , définit un produit scalaire sur E. 

 
5. Soit : E = { )( nu ∈ ��, 

≥0

2

n
nu  converge}. 

a. Montrer que E peut être muni d’une structure d’espace vectoriel. 

b. Montrer que : 
+∞

=0

.),(
n

nn vuvu a , définit un produit scalaire sur E. 

 
6. On note : E = { f  ∈ C0(�+,�), ∃ n  ∈ �, 0)(.lim =

+∞→
tft n

t
}. 

a. Vérifier que E est un espace vectoriel réel. 

b. Montrer que l’application : 
+∞ −

0
.).().(),( dtetgtfgf t

a , définit un produit scalaire dans E. 

c. Vérifier que : EVect ⊂cos)(sin, , puis déterminer une base orthonormale de cos)(sin,Vect . 
 

7. Dans C0([ ba, ],�), muni de son produit scalaire canonique, soit f  une fonction strictement positive. 

A l’aide de l’inégalité de Cauchy-Schwarz, montrer que : ≤−
b

a

b

a tf

dt
dttfba

)(
.).()( 2 ,  

et étudier les cas d’égalité. 
 

8. Montrer que : ∀ f  ∈ C0[0,1],�),  ≤
1

0

21

0
.)().( dttfdttf . 

 

9. Montrer que : ∀ f  ∈ C1[ ba, ],�), 

222
22

2

)()(
.)('..)( 







 −≥









 

afbf
dttfdttf

b

a

b

a
. 

 
10. Soit E un espace vectoriel muni d’un produit scalaire )..( . 

Pour : a  ∈ E, non nul, et : λ  ∈ K, résoudre l’équation : λ=)( xa . 

 
11. Soit E un �-espace vectoriel muni d’un produit scalaire )..( . 

Montrer que deux vecteurs x  et y  de E sont orthogonaux si et seulement si : ∀ λ  ∈ �, yxx .λ+≤ . 
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Espaces vectoriels euclidiens.  
12. On munit �n de son produit scalaire canonique. 

Donner une base orthonormale de : =H { ),...,( 1 nxx  ∈ �n, 0...1 =++ nxx }. 

 
13. Soit E un espace euclidien et soient ba,  deux vecteurs orthogonaux et unitaires de E. 

Déterminer les valeurs propres et les espaces propres de l’endomorphisme f  de E défini par : 

  ∀ x  ∈ E, bxbaxaxf ).().()( += . 

On sera amené à discuter suivant la dimension de E. 
 

14. Soit E un espace euclidien, et ( nee ,...,1 ) des vecteurs unitaires de E, tels que : ∀ x  ∈ E, 
=

=
n

i
iexx

1

22
)( . 

On pose : ),...,( 1 neeVectF = . 

a. Montrer que la famille ( nee ,...,1 ) est orthonormale. 

b. Montrer que c’est une base de E. 
 

15. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel euclidien E. 
Montrer que : ⊥⊥⊥ ∩=+ GFGF )( , et : ⊥⊥⊥ +=∩ GFGF )( . 
 

Procédé de Gram-Schmidt, distance à un sous-espace vectoriel. 
16. Dans �3 muni de sa structure euclidienne canonique, orthonormaliser par le procédé de Gram-Schmidt la 

famille ( wvu ,, ), avec : )1,1,1(),1,1,1(),1,1,1( −=−== wvu . 
 

17. On considère Mn(�) muni de son produit scalaire canonique. 
a. Montrer que dans Mn(�), Sn(�) et Ån(�), sont supplémentaires orthogonaux. 
b. Montrer que la base canonique de Mn(�) est orthonormale pour le produit scalaire canonique. 

c. Déterminer la distance de la matrice : 
















=
341

420

321

M , à S3(�). 

 
18. On munit �2[X] du produit scalaire classique de C0([0,1],�). 

a. Appliquer le procédé de Gram-Schmidt à la famille ( 2,,1 XX ). 

b. Déterminer par ailleurs :  −−
∈

1

0²),(
)²..²(inf dxbxax

Rba
. 

19. a. Montrer que l’application : 
+∞ −

0
.).().(),( dtetgtfgf t

a ,  

    définit un produit scalaire dans �{X]. 

b. Calculer )( qp XX  pour tout couple : ( qp, ) ∈ �2. 

c. Orthonormaliser par le procédé de Gram-Schmidt la famille ( 2,,1 XX ). 

d. Calculer 
+∞

∈
++−

0

223

),,(
.))..((inf

3
dtctbtat

Rcba
. 

 
20. Régression linéaire : droite des moindres carrés. 

On considère une expérience donnant lieu à un ensemble de mesures ( ),( ii yx )1≤i≤n, telles que : 

  2≥n , et les ix  sont distincts deux à deux. 

On postule que la grandeur y  est une fonction affine de x  autrement dit que : ∃ ( ba, ) ∈ �2,  tel que les 

points ),( iii yxM  se trouvent sur la droite d’équation : bxay += . . 

Compte-tenu des erreurs de mesure, les points iM  ne se trouvent pas en fait sur une telle droite et on va 

donc plutôt chercher un couple ( ba, ) qui minimise la quantité 
=

+−
n

i
ii bxay

1

2)).(( . 

a. Montrer que le problème revient à trouver la distance d’un vecteur à un plan de �n que l’on précisera. 
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b. Justifier que le problème a une unique solution. 
 

Projecteurs orthogonaux. 
21. Soient E un espace vectoriel euclidien, D  une droite de E et H  un hyperplan de E. 

Donner l’expression, pour : x  ∈ E, de la projection orthogonale de x  sur D  et sur H  en fonction de x . 
 

22. On munit �3 de sa structure euclidienne canonique. 
a. Déterminer une base orthonormale de : =P  {( zyx ,, ) ∈ �3, 0=+− zyx }. 

b. En déduire l’expression de la projection orthogonale de �3 sur P . 
 

23. On munit �4 de sa structure euclidienne canonique, et on note B sa base canonique. 
Par ailleurs on note : =F  {( tzyx ,,, ) ∈ �4, 0=−+−=+++ tzyxtzyx }. 

a. Déterminer la matrice M  de f  dans la base B où f  est le projecteur orthogonal de �4 sur F . 

b. Déterminer )),4,3,2,1(( Fd . 
 

24. Soit E un espace vectoriel euclidien muni d’une base orthonormale : B = ( kji ,, ). 

Soit : p  ∈ L(E), tel que : mat B

















−
−

==
521

222

125

.
6

1
)( Ap . 

Montrer que p  est une projection orthogonale sur un plan P  que l’on précisera. 
 

Matrices symétriques réelles. 

25. Diagonaliser la matrice : 
















−−
−−
−−

=
122

212

221

A , par l’intermédiaire d’une matrice orthogonale. 

 
26. Soit : A  ∈ Mn(�), symétrique. 

La matrice niIA +  est-elle inversible ? 

 
27. Soient u  et v  deux endomorphismes symétriques d’un espace euclidien E. 

Montrer que uov  est un endomorphisme symétrique si et seulement si u  et v  commutent. 
 

28. Soit : A  ∈ Mn(�). 

a. Montrer que AAt .  est une matrice symétrique réelle à valeurs propres positives. 
b. Montrer que ces valeurs propres sont strictement positives si et seulement si A  est inversible. 
 

29. Soit : A  ∈ Mn(�), et : ).(
2

1
AAB t+= . 

a. Justifier que les valeurs propres de B  sont réelles. 
    On notera par ailleurs α  la plus grande valeur propre de B  et β  la plus petite. 

b. Pour : X  ∈ Mn,1(�), comparer XAXt ..  et XBXt .. . 

c. Montrer que : ∀ X  ∈ Mn,1(�), XXXAXXX ttt ...... βα ≤≤ . 

d. En déduire que : Sp �( ],[)( βα⊂A . 
 

30. Soit : A  ∈ Mn(�). 

a. Montrer que : ∀ X  ∈ Mn,1(�), ( 0. =XA ) ⇔ ( 0.. =XAAt ). 

b. En déduire que : ).()( AArgArg t= . 
 

31. Soit : A  ∈ Mn(�), et : AAB t+= . 
Montrer que si B  est nilpotente, alors A  est antisymétrique. 
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32. Soit A  une matrice symétrique réelle telle que : ∃ 2≥k , n
k IA = .  

Montrer que : nIA =2 . 

 
Endomorphismes orthogonaux.  
33. Soient E un espace vectoriel euclidien, F  un sous-espace vectoriel de E et : u  ∈ O(E). 

a. Montrer que : ⊥⊥ = ))(()( FuFu . 

b. Montrer que : ( F  stable par u ) ⇔ ( ⊥F  stable par u ). 
Remarque : les deux questions sont indépendantes. 
 

34. Soient E un espace vectoriel euclidien et : f  ∈ L(E), tel que : ∀ x  ∈ E, 0))(( =xxf . 

Montrer que )ker( f  et )Im( f  sont orthogonaux l’un de l’autre. 
 

35. Soient E un espace vectoriel euclidien, et : f  ∈ O(E).  

Montrer que )ker( Eidf −  et )Im( Eidf −  sont supplémentaires orthogonaux dans E. 
 

36. Soit E un espace vectoriel euclidien et a  un vecteur unitaire de E. 

Pour : α  ∈ �, on définit αf  sur E par : ∀ x  ∈ E, axaxxf )..()( αα += . 

a. Vérifier que : ∀ α  ∈ �, αf  ∈ L(E), et calculer βα off , pour : ( βα , ) ∈ �2. 

b. Montrer que : ( αf  bijective) ⇔ ( 1−≠α ). 

c. Préciser les valeurs propres et les vecteurs propres de αf  sans calculer sa matrice représentative ou  

    son polynôme caractéristique, et en déduire une description géométrique de αf . 

 
37. Soient E un espace vectoriel euclidien, et : f  ∈ O(E).  

Montrer que f  est diagonalisable si et seulement si f  est une symétrie orthogonale. 
 

Matrices orthogonales. 
38. Déterminer les matrices de M2(�) qui sont à la fois : 

  • orthogonales et symétriques, 
  • orthogonales et antisymétriques. 
 

39. Soit E un espace euclidien de dimension 2. 
Déterminer : { }goffogEOgEOfC =∈∀∈= ),(),( . 
 

40. Déterminer les matrices orthogonales qui sont triangulaires supérieures. 
 

41. Soit : A  ∈ O( n ). 

a. Exprimer 
≤≤ nji

jia
,1

, , à l’aide de A  et du vecteur colonne X  ne comportant que des 1. 

b. En déduire que : na
nji

ji ≤
≤≤ ,1

, , à l’aide de l’inégalité de Cauchy-Schwarz dans �n (ou Mn,1(�)) muni de  

    son produit scalaire canonique. 
 

Isométries en dimension 3, produit vectoriel.  
42. Donner les éléments géométriques des transformations de �3 dont la matrice dans la base canonique est : 

   
















−

−
=

841

474

148

.
9

1
A , 

















−

−
=

221

122

212

.
3

1
B , 

















−
−

=
121

202

121

.
2

1
C , 

















−
−=

266

631

613

.
4

1
D . 

 
43. Donner la matrice dans la base canonique de �3 de la réflexion par rapport au plan P  d'équation :  

  0.3.2 =−+ zyx . 
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44. Soit E un espace euclidien de dimension 3 orienté muni d’une base orthonormale directe : B = ( kji ,, ). 

Déterminer la matrice dans la base B de la rotation d’axe dirigé et orienté par : ).2.2.(
3

1
kjiw −−= , et 

d’angle θ  tel que : 
5

4
)cos( =θ , et : 

5

3
)sin( =θ . 

 
45. Soient : u  ∈ �3, normé, et : θ  ∈ �.  

Montrer que la rotation d'angle θ  et d'axe dirigé et orienté par u  est définie par :  

  ∀ x  ∈ �3, xuxuxuxr ∧++−= ).sin().cos().)).(cos(1()( θθθ . 

 
46. Si r  et 'r  sont deux rotations de �3, décrire l’endomorphisme 1' −orror . 

 
47. Soit a  un vecteur non nul d’un espace euclidien E orienté de dimension 3. 

On considère l’endomorphisme de E donné par : ∀ x  ∈ E, xaxxf ∧+=)( . 

a. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de f . 
b. Démontrer à l’aide d’une base orthonormale directe de E que :  

      ∀ ( ', xx ) ∈ E2, '.).'()'(
2

xxxxxxxx −=∧∧ . 

c. Déterminer un polynôme annulateur pour f , et retrouver la seule valeur propre possible de f . 
 

Niveau 2.  
Exercices généraux sur le produit scalaire.  

48. Soit l’application donnée par : ∀ ( QP, ) ∈ �n[X]2, 
=

=
n

k

kk QPQP
0

)()( )0().0()( . 

a. Montrer que l’on définit ainsi un produit scalaire sur �n[X]. 
b. Déterminer une base orthonormale pour ce produit scalaire. 
 

49. Montrer que : ))0().1()1().0(.(
2

1
).(').('),(

1

0
QPQPdttQtPQP ++a , définit un produit scalaire sur �[X]. 

 
50. Soient ϕ  et ψ  deux produits scalaires dans un espace vectoriel réel E de dimension finie.  

On suppose que : ∀ ( yx, ) ∈ E², ( 0),( =yxϕ )  ( 0),( =yxψ ). 

En utilisant une base orthonormale ( nee ,...,1 ) de E pour ϕ , montrer que : 

  ∃ α  ∈ �*+, tel que : ∀ ( yx, ) ∈ E², ),(.),( yxyx ϕαψ = . 
 

51. Soient : n  ∈ �*, et ( nxx ,...,1 ) ∈ (�+*)n.  

a. Si on suppose que : 1
1

=
=

n

k
kx , montrer que : ²

1

1

n
x

n

k k

≥
=

. 

b. Dans quel cas a-t-on l’égalité ? 
 

52. Montrer que :  ∀ ( BA, ) ∈ Sn(�)2, )().(.4))..(( 222 BtrAtrABBAtr ≤+ . 
 

53. a. Montrer que : ∀ n  ∈ �, ∃ ! nQ  ∈ �n[X], ∀ P  ∈ �n[X], =
1

0
).().()0( dttQtPP n  

b. Montrer par l’absurde que : nQn =)deg( . 

c. Montrer que le résultat devient faux dans �[X], à savoir qu’on ne peut trouver : Q  ∈ �[X], tel que : 

      ∀ P  ∈ �[X], =
1

0
).().()0( dttQtPP  

 
Espaces vectoriels euclidiens, et sous-espaces vect oriels. 
54. Famille obtusangle. 

Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n  et soient 21,..., +nxx  des vecteurs de E. 
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On veut montrer qu’il n’est pas possible d’avoir : ∀ 21 +≤≠≤ nji , 0)( <ji xx . 

a. Montrer que c’est effectivement le cas : 1=n . 
b. On suppose le résultat établi pour tout espace de dimension 1−n , pour n  donné tel que : 11≥−n . 

    En considérant : ⊥
+= )( 2nxVectF , montrer que le résultat est encore vrai en dimension n . 

c. En déduire le cardinal maximum d’une famille obtusangle (telle que l’angle entre deux vecteurs  
    quelconques de la famille est obtus). 
 

55. Déterminant de Gram. 
Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n , et soit B une base orthonormale de E. 
Soit par ailleurs ( nxx ,...,1 ) une famille d’éléments de E, et ),...,( 1 nxxG  la matrice de coefficient générique : 

  ∀ nji ≤≤ ,1 , )(, jiji xxg = ,  

et : )),...,(det(),...,( 11 nn xxGxxGram =  

a. Montrer que si la famille ( nxx ,...,1 ) est liée, alors : 0)det( =G . 

b. Si ( nxx ,...,1 ) est libre, on note A  la matrice de passage de B à cette nouvelle base de E. 

    Exprimer G  en fonction de A  et en déduire que : 0)det( ≠G , ainsi que : 0)det( >G . 
c. En déduire une équivalence. 
d. Montrer que ce résultat reste vrai si on considère une famille de p  vecteurs ( nxx ,...,1 ), avec : np ≤ . 

e. Pour : M  ∈ Mn(�), à quelle condition existe-t-il ( nxx ,...,1 ) dans E tels que : ),...,( 1 nxxGM =  ? 

f. Pour : 2≥n , et : c  ∈ �, peut-on trouver ( nxx ,...,1 ) dans E tels que : ∀ nji ≤≠≤1 , cxx ji =)(  ? 

 
56. Soient : n  ∈ �*, A  ∈ Mn(�), X  ∈ Mn,1(�) \ {0}, et : =H  {Y ∈ Mn,1(�), 0. =YXt }. 

Montrer que X  est vecteur propre de At  si et seulement si H  est stable par A . 
 

Procédé de Gram-Schmidt, distance à un sous-espace vectoriel. 

57. Montrer que : 
+

− −

1

1 2
.

1

)().(
),( dt

t

tgtf
gf a , définit un produit scalaire sur �n[X]. 

Orthonormaliser la base ( 2,,1 XX ) de �2[X]. 
 

58. Pour : A  ∈ Mn(�), calculer 









−

≤≤∈
nji

jiji
RSM

ma
n ,1

2
,,

)(
)(inf  où Sn(�) désigne l’ensemble des matrices 

symétriques de Mn(�), puis calculer 
= =

∈
−

n

i

n

j
ji

RSM
mi

n 1 1

2
,

)(
)(inf . 

 
Projecteurs orthogonaux. 
59. Soit E un espace vectoriel euclidien et x  et y  deux vecteurs non nuls de E. 

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur x  et y  pour que le projeté orthogonal de x  sur 

)(yVect  soit égal au projeté orthogonal de y  sur )(xVect . 
 

60. On munit Mn(�) de son produit scalaire canonique, et on définit : VectF = { 10, −≤≤ nkU k }, où : 

    























=

0001

10

0

0

0010

L

OO

OOOM

MOOO

L

U , puis : 



















=

00

00

11

LL

MM

LL

LL

A .  

a. Montrer que ( kU )0≤k≤n-1 est une base orthogonale de F . 
b. En déduire la projection orthogonale de A  sur F . 
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61. Soient E un espace euclidien de dimension n  et : yx ≠ , deux vecteurs de E tels que : 
2

)( yyx = . 

Montrer qu’il existe un unique hyperplan H  de E tel que : )(xpy H= , où Hp  est la projection orthogonale 

de E sur H . 
 

62. Soit p  un projecteur d’un espace euclidien E. 

Montrer que p  est un projecteur orthogonal si et seulement si : ∀ x  ∈ E, 0))(( ≥xxp . 

 
Matrices symétriques réelles, matrices symétriques réelles positives. 

63. Soit : 























=

−

−

nn

n

ac

b

c

ba

A

1

1

1

11

00

00

00

L

OOOM

OOO

MOOO

L

∈ Mn(�), avec : ∀ 11 −≤≤ nk , 0. >kk bc . 

a. Montrer qu’il existe une matrice diagonale D  dont le premier coefficient diagonal vaut 1 telle que : 
      DAD ..1−  soit symétrique réelle. 
b. En déduire que A  est diagonalisable. 
 

64. Soit : A  ∈ Mn(�), et nµµ ,...,1  les valeurs propres de AAt . . 

a. Montrer que : ∀ ni ≤≤1 , 0≥iµ . 

b. Montrer que : 
≤≤=

=
nji

ji

n

i
i a

,1

2
,

1

µ . 

 
65. Si : A  ∈ Mn(�), est telle que : )..( AAAASp tt −  ⊂ �+, alors que A  et At  commutent. 

 
66. Soit A  une matrice antisymétrique réelle, et B  une matrice symétrique réelle, telles que : ABBA .. = . 

a. Montrer que : ∀ X  ∈ Mn,1(�), 0).).(.( =XBXAt . 

b. Montrer que : ∀ X  ∈ Mn,1(�), XBAXBA ).().( −=+  ( .  est la norme canonique de Mn,1(�)). 

c. On suppose de plus B  inversible.  
    Montrer que BA +  et BA −  sont inversibles et que 1)).(( −−+ BABA  est orthogonale. 
 

67. Soit : A  ∈ Mn(�). 

a. Etudier XAAX tt ...  pour un vecteur propre X  de AAt . .  
b. Que dire de la valeur propre correspondante si A  est inversible ? 
c. Retrouver le fait que l’application : ).(),( BAtrBA t

a , définit un produit scalaire sur Mn(�). 
 

68. Matrices symétriques positives et strictement positives. 
Soit : A  ∈ Mn(�), symétrique. 

On dit que A  est positive (qu’on écrit : 0≥A ), si et seulement si : ∀ X  ∈ Mn,1(�), 0.. ≥XAXt . 

A  est dite strictement positive (soit : 0>A ) si et seulement si : ∀ X  ∈ Mn,1(�), 0≠X , 0.. >XAXt . 
On note Sn

+(�), les matrices réelles positives et Sn
++(�) les matrices strictement positives de Mn(�). 

a. Montrer que : ∀ ( BA, ) ∈ (Sn
+(�))2, BA +  ∈ Sn

+(�). 

b. Montrer que : ∀ ( BA, ) ∈ Sn
+(�)×Sn

++(�), BA +  ∈ Sn
++(�). 

c. Montrer que : ∀ A  ∈ Mn(�), AAt .  ∈ Sn
+(�). 

d. Montrer que ∀ A  ∈ Gln(�), AAt .  ∈ Sn
++(�). 

e. Montrer que : ∀ A  ∈ Gln(�), ∀ S  ∈ Sn
++(�), ASAt ..  ∈ Sn

++(�). 
 

Endomorphismes orthogonaux. Matrices orthogonales. 
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69. Soit E un espace vectoriel euclidien et f  une application de E dans E telle que : 

  • 0)0( =f , 

  • ∀ ( yx, ) ∈ E2, yxyfxf −=− )()( . 

a. Montrer que : ∀ x  ∈ E, xxf =)( . 

b. A l’aide de l’identité du parallélogramme, en déduire que : ∀ x  ∈ E, )()( xfxf −=− . 

c. Montrer que : ∀ ( yx, ) ∈ E2, )())()(( yxyfxf = . 

d. Si ( nee ,...,1 ) est une base orthonormale de E, montrer que : ∀ x  ∈ E, 
=

=
n

k
kk efxexf

1

)().()( . 

e. En déduire que f  est un automorphisme orthogonal de E. 
 

70. Calculer ∩)(( nOcard  Mn(�)). 
 

71. Déterminer les matrices orthogonales dont les coefficients sont positifs ou nuls. 
 

72. Soient : C  ∈ Mn,1(�), non nulle, et : CC
CC

IS t
tn ..

.

2−= .  

Montrer que S  est la matrice dans la base canonique de �n de la réflexion par rapport à l’hyperplan 
orthogonal à C . 
 

73. Soit : 







=

DC

BA
M , une matrice définie par blocs et orthogonale, où A et D sont des matrices carrées. 

En envisageant un produit matriciel par blocs, montrer que : )det()det().det( DMA = . 
 

Exercice général : polynômes de Legendre. 

74. Soit : E = �[X], et le produit scalaire classique : −=
1

1
).().()( dttQtPQP . 

On pose, par ailleurs, pour tout entier n  : ])1²[(.
!.2

1 n
n

n

nn t
dt

d

n
Q −= . 

a. Montrer que : nQn =)deg( , que nQ  a n  racines simples dans ]-1,+1[, et que : nQ  ∈ �n-1[X]⊥. 

b. Calculer )( nn QQ , )1(nQ , et )1(−nQ . 

c. Montrer que la suite ( nQ ) vérifie la ration de récurrence :  

      ∀ 2≥n , 21 ).1(.).1.2(. −− −−−= nnn QnQXnQn . 

d. Montrer qu'il existe une unique famille ( nP ) orthonormale telle que :  

      ∀ n  ∈ �, nPn =)deg( , 0)( >n
n XP . 

e. Montrer que : ∀ n  ∈ �, ∃ nλ  ∈ �, nnn QP .. λ= , et calculer nλ . 

f. Montrer que : ∀ t ∈ �, 0)().1.()]('²).1[( =++− tPnntPt
dt

d
nn , puis calculer : =

1

0
).( dttPa nn . 

 
Isométries de �3. 
75. On munit : E = �3, de son produit scalaire et de son orientation canoniques. 

a. Montrer que si f  et g  sont deux rotations de même axe ou deux retournements d’axe orthogonaux,  

    alors f  et g  commutent. 

On suppose dans la suite que f  et g  sont deux rotations de E distinctes de Eid , qui commutent. 

b. Soit u  un vecteur unitaire appartenant à l’axe ∆ de f . 

    Montrer que : uug =)( , ou : uug −=)( . 

c. Si : uug =)( , montrer que f  et g  sont deux rotations de même axe. 

d. Si : uug −=)( , montrer que f  et g  ont des axes orthogonaux et que ce sont des retournements. 
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Niveau 3.  
Exercices généraux sur le produit scalaire.  
76. On munit : E = C0([-1,+1],�), de son produit scalaire canonique, et on pose :  

 • =F  { f  ∈ E, ∀ t ∈ [0,1], 0)( =tf }, 

 • =G  { g  ∈ E, ∀ t ∈ [-1,0], 0)( =tg }. 

a. Montrer que : GF =⊥ . 
b. F  et G  sont-ils supplémentaires dans E ? 
 

77. Soient E un espace préhilbertien réel et : ( nxx ,...,1 ) ∈ En, tels que : 

  ∃ M  ∈ �, ∀ {ε1, …, εn} ∈ {-1,+1}n, Mx
n

k
kk ≤

=1

.ε . 

Montrer par récurrence que : 2

1

2
Mx

n

k
k ≤

=

. 

78. On munit : E = �[X], du produit scalaire : ∀ ( QP, ) ∈ E2, 
+

−
=

1

1
).().()( dttQtPQP . 

a. Montrer que : =H  { P  ∈ E, 0).(.
1

1
=

+

−
dttPt }, est un hyperplan de E. 

b. Montrer que : ∀ ⊥∈ HQ , 









= 

+

−

+

−

+

−

1

1

1

1

1

1
).(.).(.).().( dttQdttPtdttQtP . 

c. En déduire que : =⊥H  {0}. 
 

79. Soit E un espace vectoriel euclidien et : u  ∈ L(E), tel que : 0)( =utr . 

a. Montrer que si : B = ( nee ,...,1 ), est une base orthonormale de E, alors : 
=

=
n

i
ii eueutr

1

))(()( . 

b. Montrer que : ∃ x  ∈ E, 0≠x , 0))(( =xux . 

    Pour : 2≥n , on pourra considérer l’application de [0,1] dans � définie par : 

      ∀ t ∈ [0,1], )).1(.)).1(.(()( jiji etetetetut −+−+=ϕ , 

    pour des vecteurs ie  et je  bien choisis et utiliser le théorème des valeurs intermédiaires. 

c. En déduire par récurrence qu’il existe une base dans laquelle la matrice de u  est à diagonale nulle. 
 

Projecteurs orthogonaux. 
80. Soient E un espace euclidien muni d’une base orthonormale : B = ( nee ,...,1 ), F  un sous-espace vectoriel 

muni d’une base orthonormale ( pxx ,...,1 ), et Fp  la projection orthogonale de E sur F  

Si on note : ∀ pi ≤≤1 , matX k = B )( kx , montrer que : mat B 
=

==
p

k
k

t
kF XXMp

1

.)( . 

 

81. Soit E un espace préhilbertien réel et soit : ( nxx ,...,1 ) ∈ En, tel que : ∀ nji ≤≠≤1 , 0)( <ji xx . 

En raisonnant par récurrence, montrer que toute sous-famille de 1−n  vecteurs est libre. 
 

82. Soient Ω un ensemble fini ou dénombrable et l’espace probabilisé (Ω,P(Ω), P ). 
On appelle F  l’ensemble des variables aléatoires discrètes réelles sur Ω et 'F  l’ensemble des éléments 
X  de F  admettant un moment d’ordre 2. 
a. Montrer que : ∀ ( YX , ) ∈ 2'F , YX .  admet une espérance. 

b. Montrer que 'F  est un sous-espace vectoriel de F . 
c. Montrer que l’application de '' FF ×  dans � donnée par : ∀ ( YX , ) ∈ 2'F , ).(),( YXEYX =ψ ,  

    définit un produit scalaire si et seulement si : ∀ 'FX ∈ , ∀ )(Ω∈ Xx  \ {0}, 0)( >= xXP . 
On suppose pour la suite que l’hypothèse précédente est satisfaite. 
Pour tout sous-espace G  de 'F  de dimension finie, on note Gp  la projection orthogonale sur G , et pour :  

  Ω⊂A , on note A1  la fonction indicatrice de A . 
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Pour : Ω⊂A , Ω≠∅≠ AA , , on note AG  le sous-espace vectoriel de F  engendré par A1  et Ω1 . 

d. Montrer que A1  admet une espérance puis la calculer, et montrer que : A1  ∈ 'F . 

    En déduire que AG  est inclus dans 'F  et que (
AA 1,1 ) est une base orthogonale de AG . 

    Montrer que : ∀ Ω⊂B , 
AAAABG BPBPp

A
1).(1).()1( += . 

Pour : 'FX ∈ , non constante, on note G  le sous-espace vectoriel engendré par X  et Ω1 . 

e. Pour : 'FY ∈ , donner l’expression de )(YpG . 

f. Montrer que )(YpG  admet une espérance puis comparer ))(( YPE G  et )(YE . 

 
Procédé de Gram-Schmidt, distance à un sous-espace vectoriel. 
83. Soit ( pxx ,...,1 ) une famille libre de vecteurs de E, et : ),...,( 1 pxxVectF = . 

Montrer que : ∀ x  ∈ E, 
),...,(

),...,,(
),(

1

1

p

p

xxGram

xxxGram
Fxd = ,  

où Gram  désigne le déterminant de Gram d’une famille finie de vecteurs de E (voir exercice 55). 
 

84. Montrer en utilisant le procédé de Gram-Schmidt, qu’une matrice inversible réelle A  s’écrit de manière 
unique : RQA .= , où Q  est orthogonale, et R une matrice triangulaire supérieure à éléments diagonaux 
strictement positifs (on pourra utiliser le résultat de l’exercice 40). 
 

Matrices symétriques réelles, matrices symétriques réelles positives. 
85. Soient : 2≥n , H  ∈ Mn(�), non symétrique, telle que : 1)( =Hrg , et : HHA t+= . 

a. Expliquer pourquoi A  est diagonalisable. 
b. Montrer qu’il existe : ( VU , ) ∈ Mn,1(�)², non nulles et non proportionnelles telles que : VUH t.= . 

c. Etudier les valeurs propres et les vecteurs propres de A  et retrouver le fait qu’elle est diagonalisable. 
 

86. Si A  est une matrice symétrique réelle telle que : AA =2 , montrer que : )(.
,1

, Atrna
nji

ji ≤
≤≤

. 

 
87. On reprend les notations de l’exercice 68. 

a. Pour : p  ∈ �*, et : ( pSS ,...,1 ) ∈ (Sn(�))p, on note : 
=

=
p

k
kSS

1

2 . 

    Montrer que : S  ∈ Sn
+(�). 

    Montrer que : ( 0=S ) ⇔ (∀ pk ≤≤1 , 0=kS ). 

Soit : 1≥p . 

b. Montrer que si p  est impair : ∀ A  ∈ Sn(�), ∃ R  ∈ Sn(�), AR p = . 

c. Montrer que si p  est pair : ∀ A  ∈ Sn
+(�), ∃ R  ∈ Sn

+(�), AR p = . 

d. En déduire que : ∀ A  ∈ Sn
+(�), ∃ R  ∈ Sn

+(�), AR =2 . 
    Que dire de R  si : A  ∈ Sn

++(�) ? 
e. Montrer en examinant les sous-espaces propres de R  et de A  que la matrice R  dans la question d.  
    est unique. 
 

Matrices orthogonales. 

88. Pour : ( cba ,, ) ∈ �3, on pose : accbba ... ++=σ , cbaS ++= , et : 
















=
acb

bac

cba

A . 

a. Montrer que : ( )3(OA∈ ) ⇔ ( 0=σ , et : S  ∈ {-1,+1}). 

b. Montrer que : ( )3(SOA∈ ) ⇔ ( 0=σ , et : 1=S ). 

c. Montrer que : ( )3(SOA∈ ) ⇔ (∃ 




∈
27

4
,0k , tel que cba ,,  sont les racines de : kXXP +−= 23 ). 


