Produit scalaire (corrigé niveau 1).

Exercices généraux sur le produit scalaire.

1. a. Rappel: si on part d’'une famille infinie, une combinaison linéaire des vecteurs de la famille ne peut dans
tous les cas comporter qu'un nombre fini de coefficients non nuls.
Autrement dit montrer qu’une famille infinie est libre est équivalent a montrer que toute sous-famille finie
est libre.

Soit alors & une famille orthonormale de vecteurs de E, et soit ( X,,...,X,) une sous-famille de &.
Alors cette famille est libre, puisque si: A;.x, +...+ A,.x, =0, avec : (4,,...,A4,) OK", alors :
O1<i<sn, 0=(x|Aux +.tAX) = AL(X[X) +.+ AL (X[x) =A 1= A,
b. Si on reprend la démonstration précédente, elle s’adapte avec pour changement dans la derniére ligne :
Ols<isn, 0=A.(x|x).
On distingue ensuite deux cas :
« si la famille ne comporte pas le vecteur nul, alors on peut conclure a: 0 1<i<n, /L =0,

et la famille est libre,
* si la famille comporte le vecteur nul, alors elle est liée.
Conclusion : une famille orthogonale est libre si et seulement si elle ne comporte pas le vecteur nul.

2. Toutes les propriétés pour faire de cette application un produit scalaire, lorsque I'on passe de C°([0,1],R) &
E se démontrent de la méme fagon sauf le caractére défini de la forme proposée.
En effet, la fonction f , nulle sur [0,1[ etvalant1en1:

* est continue par morceaux de [0,1] dans R, donc appartient a E,
* est non nulle,

1 2
e et pourtant : IO f(t)*.dt =0.

Donc on n’obtient pas un produit scalaire sur E.

3. a. Les matrices étant carrées et réelles, ¢ définit bien une application de c# ,(R)? dans R.
Puis: 0 (A B) O/ (R ¢(A B) =tr('AB) =tr(‘('tAB)) =tr('B.A) = ¢(B, A) , et ¢ est symétrique.
La linéarité de la trace et de la transposition montrent la linéarité de ¢ par rapporta B.

n n
On apar ailleurs : 0 A O e/ o(R), §(AA)=> > a? =0.

i=1 j=1
Enfin, au vu de la derniére expression, ¢(A) ne s’annule que si A est nulle.
Donc ¢ définit un produit scalaire sur e/ (R).

b. Appliquons l'inégalité de Cauchy-Schwarz a A et |, pour: A O s (R).

Alors : (1., A) =tr(‘1,.A) =tr (A) /81, 1) /B(A A) = Jir(1,)Jtr( AA) =Vntr (' AA) |

Enfin les cas d’égalité correspondent aux cas d’égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz, autrement
dit si et seulement si A et | sont liées.

Et |, etant non nulle, c’est encore eéquivalent au fait que A est une matrice scalaire soit :
04 OR, A=Al,.

4. a. On peutécrire: O (f,g) OE? (f|-|g))? =0, etdonc: f?+g*-2/f.g/20.

Donc : |f.g| < %.(f 2 +g?), et par comparaison de fonctions positives, f.g est intégrable sur | .

b. E est inclus dans C°(R*,R) qui est un R-espace vectoriel.
La fonction nulle est continue de R* dans R et est évidemment de carré intégrable sur | .

Pour: f OE, et: A OR, lafonction: (A.f)? =A°.f?, estintégrable sur | ,donc A.f estde carré
intégrable sur | .
Enfin: O (f,g)0E?% (f +g)*=f?+g°+2f.g,
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et comme somme de fonctions intégrables sur | et f + g est de carré intégrable sur | .

Finalement E est un sous espace vectoriel de C°(R*,R).
c. L'application proposée est bien définie sur E? d’aprés la question a.
Elle est évidemment symétrique, bilinéaire et positive puisque :

O f OE, J.| f (t)>.dt > 0, comme intégrale convergente d’une fonction positive.
Enfin, si: J.| f (t)°.dt =0, alors f estnulle car f? est continue et positive sur | .

Finalement: (f,g) — .[| f (t).g(t).dt , définit bien un produit scalaire sur E.

5. a. On peut écrire : (U,v) OE? O n ON, (u,|~[v,)?=0, etdonc: uZ +v2 -2Ju,v,|=0.

1 . s .
Donc : |u,V,| < E.(Uf +V7) , et par comparaison de série & termes positifs, »"|u, .v,| converge.
n=0

Puis E est inclus dans R", et est non vide puisque la suite nulle est dans E.
Ensuite, pour : A O R, et: u OE, la série ZAZ.uﬁ est évidemment convergente.

n=0

Enfin pour: (u,v) OE% O n ON, (U, +Vv,)> =u?+V: +u, v, ,

et la série z (u, +Vv,)? converge comme somme de trois séries convergentes.
n=0

Donc E est un sous-espace vectoriel de R

+00
b. L’application : (u,v) — Zun.vn , est bien définie sur E? d’aprés la question a.
n=0
De plus, elle est évidemment symétrique et bilinéaire, et positive car :

+00
O u OE, Zuf > 0, comme somme d’une série a termes positifs et :
n=0

+00

si: > ui=0,alors: 0 nON, u;=0,donc: u, =0,et:u=0.
n=0

Donc on définit bien ainsi un produit scalaire sur E.

6. a. E estinclus dans C°(R",R), qui est un R-espace vectoriel pour les lois habituelles.
De plus E est non vide puisque la fonction nulle sur R* est clairement dans E.

Enfin, si f et g sontdans E, alors : O(n,,n,) 0 Z, tllrpoot"f () =tliﬂrpmt"g .g(t) =0.
On note alors : n=min(n,,n;) -1 0Z, et pour: (A, 1) O R’ ona:
« A.f +u.9 OCR"R),
. tIiﬂrpmt".(/].f (t) + p.g(t)) = A.tllrpoot”_"f " f () + u.tllrpoot”_”g t".g(t)=0,
comme somme de produits de fonctions qui tendent vers 0 en +oo (car: n—n, <0, et: n— ng < 0).

On constate ainsi que E est stable par combinaison linéaire ce qui en fait un sous-espace vectoriel de
C°(R*,R), donc un R-espace vectoriel.
b. L’application proposée est définie sur E.

En effet, avec les mémes notations : O ( f,g) O E? t2.f (t).g(t).e™ =[t" .f ®)].[t".g®)].[t*" ™ .e™],
et: tIim t.f (t).g(t).e™ =0,

puisque les trois termes qui apparaissent au-dessus tendent vers 0 en +co.

Puis elle est symétrique par évidence, et bilinéaire, par linéarité de I'intégrale.

Enfin: 0 f OE, j0+°°f(t)2.e-t.dtzo,

par positivité de l'intégrale, et sion a: Iom f(t)>e".dt=0,
alors la fonction sous l'intégrale étant continue et positive sur R*, on en déduit que :
0t 0[0,+0), f(t)>.™ =0,donc: f(t)=0,et: f =0.
c. Il est immédiat que sin et cos sont dans E, avec : n=-1.
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On peut trouver une base orthonormale de Vect(sin,cos) en posant :
« f, =sin, puis :

« f, =cost+ A.sin, et on détermine A avec la condition : Io+msin(t).[cos¢) +A.sin(t)].e™.dt =0.

En linéarisant et en passant en exponentielles, on a :

- [} "sin@).cos)e™ = [ “sin2n.e" ot = m(f e ) = %mﬁe(kznt}j:

-1+ 2i o

1

5
w]— coth) 1.1, gt#20t ™) o
j sin?(t).e™.dt = j - et = Re(j ”“‘“”dt) —-= : =<
2 2 27| ~1v2i| |75

On choisitdonc : A = —%, et: f, = Cos—% Sin.

Enfin, on calcule les normes de ces vecteurs :
+00 . +00 . _ 2 5 .
2 t — 2 t — . I
J; f,o(t).e .dt = J; sin®(t).e .dt et donconpose: @, = 1/ > sin,

. j(: f2(t).e™ dt_j [co<? (t) —sing). cos¢)+—sm (t)].et.dt = j e dt -

gl
Alow
olN
1
T
N | =
1
N

soit donc: g, =\/§.[cos—%.sin],

et (9,,0,) est une base orthonormale de Vect(sin,cos).

7. Il suffit, pour : f 0O C°%[a,b],R), strictement positive sur [a,b], d’appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz

1
aux fonctions / f et —, et :

NG

j,/f(t —dt—(b a)<1/ JTO dt/ dt_J f(t)dt/ mo|t

et de passer au carré, sachant que toutes les quantltes dans l'inégalité sont positives.

Il'y a égalité si et seulement si les deux fonctions \/T et — sont liées, et puisque les fonctions sont non

'

nulles, cela s'écrit encore : OA O R, |/ f = /1.%, soit: f=A.

Conclusion : il y a égalité si et seulement si f est constante et strictement positive.

8. Sion utilise le produit scalaire canonique dans C°([0,1],R), alors pour : f 0 C°0,1],R), et: g =1,
l'inégalité de Cauchy-Schwarz donne :

[foobd=]foOds wol f ()2t .\/j;g(t)z.dt = \/j: f)dtl= \/j: f(t)2.dt |

soit I'inégalité demandée.

9. On utilise le produit scalaire canonique dans C°(a,b],R).
Alors l'inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée a f et f' donne :

Ub (). f '(t).dt)2 < Ub f (t)z.dtj.(j: f '(t)z.dtj .

2 2 _£2
Or: J-: f(t).f'(t).dt = { f (;) } = MORNCY , donc on en déduit I'inégalité demandée.

2
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10. Cherchons tout d’abord x colinéaire & a, donc de la forme : X = u.a.

Alors X est solution si et seulement si : ,u||a||2 =1,

A
el

Maintenant X dans E est solution si et seulement si : (a|x) =A= (a|x0) , OU encore : (a|x— X,) =0.

donc il y a une unique solution qui est : X, = a.

Conclusion : les solutions sont les vecteurs de la forme : x = x, +y, yO(Vect(a))".

11. Raisonnons par double implication :
« si X et y sont orthogonaux, alors : DA OR, ||x+/1.y||2 = ||><I|2 +|/]|2.||y||2 > ||><I|2 d’oll le résultat.

«si: OADOR, [X|<|x+A.y]|, alors en passant au carré et en développant : 0< 2.4.(X]y) +/12.||y||2.
Dans ce cas, on en déduit que :
-si:A>0, 0< 2.(xy) +/1.||y||2, et en faisant tendre A vers 0, on déduit que : 0< (Xy),

-si:A <0, 0= 2(Xy) +/1.||y||2, et en faisant tendre A vers 0, on en déduit que : 0= (Xy),

donc finalement : 0= (Xy) .

Remarque : on peut aussi reprendre le principe de la démonstration de I'inégalité de Cauchy-Schwarz, en
écartant d’abord le cas ot : |y| =0, (etdans ce cas: y=0, et: 0=(xXy)) et dans le cas restant, le

trinbme restant positif, son discriminant est négatif ou nul, ce qui redonne : 0 = (x|y) .

Espaces vectoriels euclidiens.
12. On peut penser a utiliser le procédé de Gram-Schmidt ou procéder de proche en proche.

En effet, le vecteur : e = (1-10,...0), est élémentde H .

Si on cherche un vecteur e, dans H , orthogonal & e, on est amené a résoudre :
X —X, =0, et: X, +...+ X, =0, ce qui permet de proposer: e, = (11-20,...0).

Supposons alors construits des vecteurs €,,...,6,, pour: 1< psn-2, tels que :
01<i<p,e =(...1-1,0,...0),le —i setrouvant en place i +1.

Trouver e_,, dans H , orthogonal & tous ces vecteurs revient a résoudre :

p+l
X =X =0, X +X, =2X% =0, ..., X, +..+X, = pX,y =0, et % +...+%, =0,

et on peut proposer : €,,, = (L...1-(p+1,0,...0).

La famille (e,...,6,_;) est alors une famille orthogonale de vecteurs de H , donc c’est une famille libre

(puisqu’elle ne comporte pas le vecteur nul), et comme H est un hyperplan de R", la famille est une base
orthogonale de H .
I suffit de diviser alors chaque vecteur par sa norme pour obtenir une base orthonormale de H , ce qui

donne:01< p<n-1, €, =;(l...,l—p,0,...,0).

p.(p+1)

13. Notons tout d’abord que f est bien une application linéaire de E dans E.
Puis: 0 x OE, f(x)OF =Vect(a,b).
Si A est alors une valeur propre de f et x un vecteur propre associé, ona: f(x) = A.X.

On peut alors discuter deux cas :
e si: A =0, alors I'espace propre cherché (si 0 est valeur propre de f ) est ker(f), et:

0 x OE, (xOker(f)) < ((@x).a+(0x)b=0) « ((@x)=(bx) =0) ~ (xOVect(a,b)"),

puisque a et b étant unitaires et orthogonausx, ils forment une famille libre.
Donc 0 est valeur propre de f si et seulement si: dim(E) = 3, et dans ce cas I'espace propre associé est

Vect(a,b)" qui est de dimension: n—2>1.
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esi: A#0, alors: x:%.f(x)DVect(a,b).

On cherche alors les vecteurs propres associés aux valeurs propres (éventuelles) non nulles de f en
posant: X =a.a+ Bb, avec: (a,) OR? eten calculant :

f(x) = (da.a+ Bh).a+(Ha.a+Bb)b= (cr.||aj|2 + B.(alb)).a+ (a.(Ha) + ,8.||b||2).b =ga+pBb=x,
et donc tout vecteur non nul de Vect(a,b) est vecteur propre de f associé a la valeur propre 1.
1 est donc valeur propre de f .
On peut noter au passage que f est diagonalisable.

14.a. Soit: 1<k <n.

Alors : e |* =1= Zn:(ek|ei )? =Y (ee)? +1, donc tous les carrés étant positis, ils sont nuls.
i=1 izk

On vient de montrer que : 0 1<i#k<n, (e,|ek) =0, et la famille est orthogonale.

Les vecteurs étant de plus unitaires, la famille est orthonormale.
b. Montrons que : F" = {O} et pour cela soit: xOF .

n

Alors : ||)<”2 =Y (e )? =0, puisque X étant orthogonal a F , il est orthogonal a tous les €.
i=1

Donc on en déduit bien : x =0, puis: F" ={O}.

Finalement: F = (FD)D ={O}D =E,et(e,...,6,), comme base de F estune base de E.

15. Montrerque : (F+G)" =F"nG",et: (FNnG)"=F" +G".
« Si: xO(F+G)”, alors: 0 yOF, (Xy) =({y+0) =0, puisque : y+00OF +G.
Donc : XxOF", et de maniére symétrique : xOG", dou: xOF"” n G".
On vient de montrer que: (F+G)" OF" n G".
Si: xOF" n G, alors: O (y,2) OF xG, ({y+2) =(Xy)+(X2) =0, dou: xO(F +G)".
On vient de montrerque: F* n G” O (F+G)".

Finalement, on a bien égalité (et c’est valable dans tout espace préhilbertien en fait).
» Ensuite on commence par signaler que dans un espace euclidien, tout sous-espace vectoriel V vérifie :

V"=V,
Puis avec ce qui précéde : (F"+G")" =(F)"n (G)"=FnG.
Donc: (FnG)” =((F"+G")")" =F" +G",
soit bien ce que I'on voulait démontrer.

Procédé de Gram-Schmidt, distance a un sous-espace vectoriel.
16. On pose :

cg=U= @y,

. , , 1 2 42
* e, =V+.A.g, eton détermine A avec : (el|e2) =0=1+3A,soit: A= “3 puis: e, = 373'3)
e =VvV+Ae +ue, etles conditions d'orthogonalité donnent :

(el|e3)=0=1+3./1,soit: A =—%,

(ez|e3) =0= _g*'g-ﬂ, soit : ,U=%,et donc: e, = (10-1).

On norme ensuite les vecteurs et on obtient la famille :

S EERVEER Ve
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Remarque : les produits scalaires (u|£1), (v|£2), (V\:1£3) sont tous strictement positifs.

17. a. Le fait que o7, et o, soient supplémentaires dans e/ ,(R) est un résultat classique.
De plus : O (A,S) O o7 XS,
¢(AS) =tr('tAS) =-tr(AS), et :
#(S,A) =tr(‘'SA) =tr(SA) =tr(AS) .
Mais ces deux quantités étant aussi égales (par symétrie de ¢ ), on en déduit que : (A, S) =0.
o7, et &, sont donc bien orthogonaux.
b. On se souvientque : 0 1<i,j, kI <n, E ;.E,, =9, ,.F,.

Donc: 'E ,.E, =E,,.E, =3J,E,.

Puis: (izk)=('E .E,, =0)=(4(E .E,,)=tr(0)=0),

et:(i=k, j£l)=> (‘Ei'j.Ek’I =E;))=(¢(E ; .E,)=tr(E;) =0,

puisque le 1 n’est pas sur la diagonale,

etenfin: (i=k, j=1)=('E ,.E, =E; )= (4(E , .E,)=tr(E;;) =1.

Donc la base canonique de e/ (RR) est orthonormale pour ce produit scalaire.
c. Il faut donc trouver la projection orthogonale dans o/ 3(R) de M sur &§3(R).

Pour cela on se souvient que : M =%.(M +'M) +%.(M -'M),
est la décomposition de M selon la somme directe (orthogonale) &3(R) O o7 3(R).

Donc la projection orthogonale de M sur f3(R) est %.(M +'M), et:

1, 1y .
d(M,$5(R)) =H|v| -5 M+ M)H =§.H|v|— M.

0 2 2 4 0 0
Oncalcule alors: M='‘M =| -2 0 0|=A, et: ||P{|2 =¢(A A =tr({AA) =tr||0 0 0||=4
-2 00 0 0O

Finalement : d(M,&3(R)) =%../¢(A, A) =%.2 =1.

18. a. En appliquant le procédé de Gram-Schmidt sans normer les vecteurs, on obtient d’abord :
° PO :1,

.P].:X— ,

N

. Pzzxz—x+1.
6

On calcule alors les normes de ces vecteurs : ||P0||2 =1, ||Pl||2 = 1—12 ||P2||2 = 1_;C et on en déduit la

base orthonormale : (Q,,Q,,Q,) = @ \/?’:.(Z.X -1, \/_5.(6.X2 -6.X +1)).
b. On commence par interpréter la quantité cherchée.

Pour cela: 0 (a,b) O R? E (x2—ax-h)2dx = HX Z—(aX+ b)”2 , avec la norme associée, et :
i L2 —ax—b2dx = i 2_pl? = 2 2
nf jo (x2 - ax—b)2dx péQJX]HX Pl" =d(X* Ru[X])*.

On sait alors que cette distance est atteinte pour un unique polynéme, projection orthogonale de X? p
sur Ry[X], et comme on dispose d’une base orthonormale de Ry[X], on sait de plus que :

P(X?) = (QX*)Q, +(Q[X) Q.
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19. a.

V3

Il suffit de calculer alors : (QO‘XZ) = El.tz.dt :%, et: (QI‘XZ) = \/?3_[; (213 —t?).dt =5 et:

V3 1

p(X )_—1+_J§(2x =X

Enfin, la distance cherchée vaut : d(X?, Ry[X]) =HX2 - (X —E)H = \/Il(tz ~t +1)2.dt -1 , et
67 Vo 6 6+/5

. e (e, , o1

finalement :  inf jo (x2—ax—-b)2dx = d(X?,R.[X])? oc

L’application proposée est définie sur R,[X]*.

En effet, si: (P,Q) O R,[X]?, alors la fonction sous l'intégrale proposée est définie, continue sur [0,+)
et: t—>t>.P(t).Q(t).e™, tend vers 0 en +w (théoréme des croissances comparées).

Donc l'intégrale correspondante est convergente et est réelle puisque P et Q sont a valeurs réelles.
La symétrie est par ailleurs immédiate, ainsi que la linéarité par rapport a Q (toutes les intégrales qui
apparaissent par développement convergent).

L'application est de plus positive, car si: P O R[X], alors P? est positive sur R*.

Elle est enfin définie car si, pour : P OR[X],ona: J. P(t)>.e™.dt =0, la fonction : t — P(t)*.e™, étant

positive et continue sur R*, on en déduit qu’elle est nulle sur [0,+x), et donc P aussi.
Comme polyndme, P admet alors une infinité de racines et est donc le polynéme nul.

. On commence par: 0 n>1, '[oﬂot“.e‘t dt=[-t"e ;" + n.'[oﬂot”‘l.e‘t dt = n.J'Omt”‘l.e‘t at,

I'intégration par parties étant autorisée puisque la deuxiéme intégrale converge.

On en déduit par récurrence que : 0 n ON, J-Omt”.e_t dt = n!.J.O+°° e'dt=nl.

Par conséquent : 0 (p,q) O N?, (X p‘Xq) =(p+0)!.

.Onpose : B, =1, qui est déja normé puisque : (I1) = (XO‘XO) =0=1

puis : P, = X —a, eton calcule a pour que : 0=(P|P,) = (1X) —a.(l) =1-a=1-a
Onprenddonc: a=1,soit: P, = X -1.
Enfin: P, = X?—aX —b, et on cherche a et b pour que :
» 0=(P|R,) = (1X*) ~a.(X)~b.(1) =2-al-b=2-a-b,et:
+ 0=(P,|P) :(x\xz)—a.(x|X)—b.(x|1)—(ﬂx2)+a.(14X)+b.(1p) =4-a,
eton choisitdonc: a=4, b=-2,soit: P, = X?-4.X +2.
On norme pour finir les vecteurs et pour cela :
« (P|P) =(X|X) - @X)-(X[) + @) =2-1-1+1=1, donc P, est normé,

2

. (P3|P3) =4, eton prendradonc: P, =X7— 2.X +1.

. Il suffit de trouver la projection orthogonale de X° sur: F =Vect (1, X, X?), puisque ce qu’on cherche,

cest d(X?3,F)2.

Cette projection est le vecteur : p, (X?®) = (F’l‘Xs).F’l + (PZ‘XS).P2 + (PS‘XS).PS.

Apreés calcul des produits scalaires : p. (X°®) =6.P, +18P, +18P, =9.X* -18X +6,
etdonc: inf [7(t*-(at® +bt+c)2dt =[X° - p. (X,)| =|Xx*-9.x?+18x-46| .

(a,b,c)OR® J0
On calcule cette derniére quantité en développant et a I'aide des intégrales de la question b.

Onobtient: inf [ (t° - (at® +bt +c))dt = 36.

(a,b,c)0R® JO
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20. a. Si on munit R" de son produit scalaire canonique, alors on veut minimiser Y - Z||2 O
Y =(Y,-enY,), et Z=aX +bU =a(x,...x,) +b.L...1) = (ax, +b,...,ax, +b),
lorsque : (a,b) O R
Donc on cherche : |Zré1;||Y - Z||2 ot : P =Vect(X,U).
P est bien un plan car les X; étant distincts deux a deux, X et U ne sont pas colinéaires.

b. La borne inférieure est atteinte en un unique vecteur Z qui est la projection orthogonale de Y sur P.
Sionnote: Z=aX +bU, alors Z est caractérisé par: (Y —Z|X) =0,et: (Y —Z|U) =0.
Ceci conduit au systéme :

(Y|X) =(Z|X), ou: Zn:xi.yi =a(X|X) +b(XU) = a.zn:xf +b.zn:xi ,et:

(YU)=(ZV), ou: Zn:yi =a(XV)+b.U) :a.Zn:xi +bn.

(X[X) (XV)
(Xu) )
car on reconnait I'expression dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz et il est non nul car les vecteurs sont
non colinéaires.

Donc il y a une solution (ce que I'on savait déja par projection orthogonale).
Remarque : la droite obtenue s’appelle droite des moindres carrés.

Le déterminant de ce systéme vaut :

= (X|X).U[U) - (Xu)? =0,

Projecteurs orthogonaux.
21. On peut traiter les deux questions en méme temps.
Soit : D =Vect(a).

a
Alors D admet pour base orthonormale : e =-—, et donc:

Jel
(Xa)

||a||2 .a, ouonanoté p, la projection orthogonale sur D.

Soit ensuite H un hyperplan de E, de vecteur normal a.

0x OE, pp(¥) =(Xe)e=

O
Alors : E = H OVect(a), et tout vecteur x de E se décompose en: X = p, (X) + py(X),
ou p, est la projection orthogonale sur H .

o)
Jalf

22. a. On détermine d’abord une base orthogonale du plan en posant un premier vecteur du plan :
* U, = (L10), eten cherchant: u, = (x,Y, 2), tel que :

e X—y+z=0,et: (u1|u2):O:x+y,soit par exemple : u, = (1-1-2).

Donc: 0O x OE, p,(X)=x—pp(X)=%x- a.

On norme alors ces vecteurs pour obtenir la base cherchée : (&,,&,) = ((ii Oj(i_—l_—zD .
V2’27 ) (V6 V6 V6
b. On peut alors déterminer cette projection p, soit par sa matrice dans la base canonique, soit par
I'expression de I'image d’un vecteur u quelconque de R®, et par exemple :
X+ y{ 1 1 Oj+ x—y—2.z{ 1 -1 -

Ou=(xY,2) OR% p(u) =(glu).g +(&,|u)e, R WO 7

2X+Yy—Z X+2y+zZ —xX+y+ 2.zj

N

6 \/5’%}’

soit: p(u) :( 3 3 , 3
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-1
On peut aussi en déduire la matrice de p dans la base canonique qui vaut : % 1 2 1
-1 1 2

23. a. On peut calculer cette matrice dans une base adaptée puis utiliser un changement de base.
On peut aussi déterminer une base orthonormale de F (qui est un plan, comme intersection de deux
hyperplans non paralleles) en remarquant que : F =Vect ((LG; 10), (010,-1)),
et cette base étant orthogonale, il suffit de normer les vecteurs, soit :

A :(% ,O,_T;,Oj,

1 -1
e &, =10—=,0—=|.
=(oz07)
On calcule alors les images des vecteurs de la base canonique a l'aide de (&,,&,), par exemple :
1 1
f ((L000)) = (&| (1L000)).£, +(&,| (1000)).€, = (E 0-3 ,OJ .
1 0 -1 0
A : 110 1 0 -1
de méme pour les autres vecteurs et finalement : mat o (f) ==. :
2/-1 0 1 O
0O -1 0 1
b. Cette distance s’obtient a I'aide de la projection orthogonale du vecteur sur F qui vaut :

f((1234) = (- 1-111), et: d (1L234), F) = (L234) - (- 1-11D)| =2 +3° +2° +3° =/26.

24. On calcule immédiatement : A*> = A, donc p est un projecteur.

Puisque : tr(A) = 2, on en déduit que : rg(p) =2,

et que p est une projection sur un plan P.

On détermine ce plan comme I'image de p,et: P=Vect(5.i —2.] +k, —2i + 2.] + 2Kk).

Enfin la direction de projection est donnée par le noyau de p qu’on détermine en résolvant le systéme :
AX =0, quidonne : ker(p) =Vect(i +2.j — k).

Enfin, on vérifie que Im(p) et ker(p) sont orthogonaux en calculant :

« Gi-2j+ki+2j-k)=5-4-1=0,

e (-2i+2j+2Ki+2)-k)=-2+4-2=0.

p est bien la projection orthogonale de E sur P.

Matrices symétriques réelles.
25. La matrice A est symétrique réelle, donc on peut la diagonaliser par I'intermédiaire d’'une matrice
orthogonale.

Son polynéme caractéristique vaut : x,(A) = (A —3)*.(1 +3).
L’espace propre de 'endomorphisme u canoniqguement associé A, pour la valeur propre 3 est le plan
d’équation : X+ y+z=0, et celui correspondant a la valeur propre —3 est la droite dirigée par le vecteur

(111).

lls sont bien orthogonaux pour le produit scalaire canonique de R®.
On choisit alors une base orthogonale de chacun des sous-espaces propres :
e (111) pour la droite,

« un premier vecteur ( 1-10) dans le plan et un autre vérifiant: x+y+z=0, et: Xx—y =0, soit par
exemple le vecteur (11,-2).

En réunissant ces deux bases, on obtient une base orthogonale de I'espace R?, qu'il suffit de normer pour
obtenir une base orthonormale % de R® formée de vecteurs propres de U.
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26.

27.

28.

Onposealors: P=| - , matrice orthogonale comme matrice de passage entre deux

e

|
N

© &lnNlr

>

el =l

30 O
bases orthonormales de R® (la base canonique et la base %), et: 'PAP=D={0 3 0 |.
0 0 -3

La matrice étant symétrique réelle, toutes ses valeurs propres sont réelles ainsi donc que toutes les
racines de son polyndme caractéristique.

Donc : det(A+il ) = x,(-1) #0,
et la matrice A+il, estinversible.

Soient % une base orthonormale de E et U et V les matrices représentatives de U et de v dans %.
U et V sont alors symétriques.
Puis : (Uov symétrique) < (mat 4 (Uov) =UV , est symétrique) - (UV="(UV)='V.'U =VU)

< (U et v commutent).

c. Soit: M O o« (R), symétrique et a valeurs propres positives.
Montrer qu'il existe : A O o/ (R), telle que : M='AA.
a. Comme A est réelle, la matrice ' A A est une matrice réelle et : ‘("AA)="A' ('A)="AA.
Donc "AA est symétrique et ses valeurs propres sont réelles.
De plus, soit: A0 P(A), et: X O ni(R), X 20, telle que : (‘AA).X =A.X .
Alors : 'X.("AA).X = A.'X.X , ce qui s'écrit encore : ||AX||2 = /1.||X||2,
pour le produit scalaire canonique dans R" ou dans e/, 1(R).

e X & [ax]’
On en déduit, X étant non nul, que : A = W >0.
X
b. Commengons par remarquer que : det(AA) = A =det(A).det(A) = (det(d))?.
A0 A

Il'y a donc équivalence entre :
» A n’est pas inversible,
- det(A) =0,
« I'une des valeurs propres de ‘A A est nulle.
Comme on sait déja que ces valeurs propres sont toutes positives, on en déduit I'équivalence voulue.

A 0 - 0
_ o o . . .
c. Onsaitquil existe : P 0 O(n),et: D= SRS ,tellesque: M =P.D. P,
0 0 A

et ou les valeurs A, sont positives.
\//]_1 0O - 0
_ o . . _ ‘
On pose ensuite : A =| | o o I puis: A=PA'P.
0O --- 0 \/I

On constate alors que : 'AA="(PA.'P).(PA'P)=PA*'P=PD.P=M,
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en utilisant le fait que A est diagonale donc égale a sa transposée.

29. a. B étant clairement réelle et symétrique, ses valeurs propres sont réelles.

30.

31.

32.

On notera par ailleurs a la plus grande valeur propre de B et £ la plus petite.
b. On constate que : 0 X 0o ,1(R), 'X.AX OR,etdonc: 'X.AX="('"X.AX)="XAX.

Dou: 'X.B.X :%.(IX.AX+tX.tAX)=tX.AX .

c. Etant symétrique réelle, on peut diagonaliser B par I'intermédiaire d’'une matrice orthogonale P .
Donc : 0 D O Diag,(R), 'P.B.P=D.
Alors: 0 X Do ,1(R), ' X.AX="XBX=X.'"PD.P.X.

Sionnote: Y=P.X,ona: 'X!PD.P.X='Y.DY =) A.y?,

i=1
: 2 3 2 3 2
etdonc: @) Yy <Y Ay < B Y,
i=1 i=1 i=1
ou on a noté A,,...,A, les valeurs propres de B, soit encore les éléments diagonaux de D.

Enfin : Z y>="YY="X'P.P.X="X.X, puisque P est orthogonale.

i=1
Finalement, on a bien : a.' X . X<'X.AX < B'X.X .
d. Soit enfin A une valeur propre réelle de A et X un vecteur propre associé (dans ¢/ , 1(R), non nul).

Alors : "X AX=XAX = AX.X = A)X|".
La double inégalité précédente se réécrit alors en : a.||X||2 < )I.||X||2 < ,B.||X||2.

En divisant par ||X||2 on conclut que : A O [o,B].

a. Soit: X 0Oc#,1(R).
« On a évidemment : (AX =0) = ("tAAX =0).
* Réciproquement, si: ‘A AX =0, alors en multipliant par X, on obtient :
0="X.'AAX="(AX).(AX) = ||AX||2, ou | .| désigne la norme canonique dans R" ou o/ y1(R).
Donc : AX =0, et I'implication réciproque est démontrée.
b. L'équivalence précédente est en fait : 0 X 0o 1(R), (X Oker(A)) = (X Oker(AA)),
donc : ker(A) = ker(AA).
On en déduit que : rg(A) = n—dim(ker(d)) = n—dim(ker(AA)) =rg(‘AA).

Remarque : il est courant de remplacer petit a petit les endomorphismes de R" par leur matrice
canoniguement associée.

B est symétrique réelle donc diagonalisable.
Si D désigne une matrice diagonale semblable a B, alors puisque B vérifie une relation du type :

B¥ =0, lamatrice D vérifie elle aussi : D* =0.

Or les éléments diagonaux de D¥ sont les éléments diagonaux de D élevés a la puissance K ils sont
tous nuls et D est la matrice nulle.

En conséquence, onaaussi: B=0, dou: 'A=-A, et A est antisymétrique.

A étant symétrique réelle, elle est diagonalisable dans ¢/ ,(R), et ses valeurs propres sont réelles.

De plus, on dispose d’un polynéme annulateur pour A, & savoir X* —1, et les valeurs propres de A sont
racines de ce polyndme, donc sont des racines de l'unité.

Or les seuls réels qui sont des racines de l'unité sont 1 et —1.

Donc A est semblable & une matrice diagonale D dont les éléments diagonaux sont +1.

Par conséquent, D vérifie : D? = | ,,, et A vérifie la méme relation.
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Endomorphismes orthogonaux.

33.

34.

35.

36.

a.Pour: xOF", ona: 0 yOF, (Xy) =0, etdonc : (u(X)|u(y)) =0.
Donc: 0O zOu(F),OyOF, z=u(y), et: (u(x)|z) =0, donc : u(x) d(u(F))".
On vient de montrer que : u(F") O (u(F))".

De plus, u étant un endomorphisme orthogonal, il est bijectif et conserve la dimension des
sous-espaces vectoriels (il transforme toute famille libre en une famille libre), donc :

« dimu(F")) =dim(F") =dim(E) —dim(F), et
« dim(u(F))") = dim(E) - dim(u(F)) = dim(E) - dim(F) .
L'inclusion précédente et I'égalité des dimensions permet de conclure a I'égalité : u(F") = (u(F))".
b. Montrons l'implication [=], et pour cela, supposons F stable par u.
Puisque u est un endomorphisme orthogonal, il conserve la dimension et : dim(u(F)) =dim(F).

Comme de plus : u(F) O F, on en déduit que : u(F) =F.
Alors: O xOF”, 0 zOF,0y0OF, z=u(y), et: (u(x)|2) = u(x|u(y)) = (qy) =0.
Donc: u(X)JF", et F” est bien stable par u.
Enfin, pour I'implication réciproque [ ] :
si F" est stable par u, alors : (F”)” = F, est stable par u avec ce qui a été démontré dans
l'implication directe.

On commence par remarquer que sous I'’hypothése faite sur f ona:
O(xy) OE% (f(x+y)x+y)=0=(f¥)+(F(W]Y)+(FY) +(F ) = (Fy) +(F(Y)[X).
Donc : (f(x)|y) =-(Xf(y)).
Soit maintenant : xOker(f), et: zOIm(f).
Alors : O yOE, z=f(y), et: (X2) = ({f(y)) =—(f(¥)|y) = (y) =0.
Donc : ker(f) O Im(f)",
et le théoréme du rang donne : dim(ker(f )) = dim(E) — dim(Im(f)) = dim(Im(f)") .
Donc : ker(f) =Im(f)", et comme E est de dimension finie : ker(f)” =Im(f).

Soient: yOker(f —id.), et: zOIm(f —id) .

Alors : OxOE, z=(f —id)(X) = f(X)—x,et: f(y)=yV.

Donc : (112) = (Y1 (x)=%) = (W () = (yp) = (F ()] F () = (¥¥) =0,

car f est un endomorphisme orthogonal et il conserve le produit scalaire.

On en déduit que les espaces ker(f —id.) et Im(f —id.) sont orthogonaux donc en somme directe.
De plus : dim(ker(f —id;)) +dim(Im(f —id;)) =dim(E).

Conclusion : ils sont bien supplémentaires orthogonaux dans E.

a. Il estimmédiat que f, est toujours linéaire.
Puis: O (a,B) OR?, f,of ;(X) = f,(x+B.(8dx).a) = x+ B.(ax).a+ a.(alX+ B.(ax).a)a.
Et comme a est unitaire : f of ;(X) =x+(a+ [+ a'.,B).(alx).a = foiprap(X) .
b. Soit: x OE.
Onaalors: (f,(X)=0) « (x= —a'.(a]x).a), et donc x est colinéaire a a.
Pour: X=A.a, on constate que : f,(X)=(1+a)Aa.

Donc :
esi:a#z-1l,ona:(f,(X)=0)=(A=0)=(x=0), etdonc f, estinjective, donc bijective.

esi:a=-1,alors: OAOR, f,(A1.a) =0, et par double inclusion : ker(f,) =Vect(a).
Dans ce dernier cas, f, n'est donc pas injective, donc pas injective et on a bien I'équivalence :
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(f, bijective) = (a % -1).
c.Pour:AOR,et: x OE, xnonnul,ona: (f,(X)=AX) = (A-A)x= a.(alx).a).

On distingue a nouveau deux cas :
esi: a=0,alors: A =1, est la seule valeur propre possible de f, est comme dans ce cas :

f, =id, 1 est effectivement valeur propre de f, et son espace propre associé est E.

esi:a#0,alors:
-si: A #1, alors x est colinéaire a a, et en notant: x = x.a, on constate que : f,(¢.a) = Q+a).pa,

autrement dit (L+a) est valeur propre de f, et son espace propre associé est Vect(a).
-si: A=1,alors: (f,(X)=x) = (a.(@x).a=0) = ((ax) =0).

Autrement dit pour : N> 2, 1 est valeur propre de f, et son espace propre associé est (Vect(a))".

37. On va raisonner par double implication.

« Si f estune symétrie orthogonale, alors : f? =id., etdonc f est diagonalisable puisque X?* -1 est
annulateur pour f , scindé a racines simples.

« Si f estalafois orthogonal et diagonalisable, alors soit : A1 S(f), et X un vecteur propre associé.
ona: f(x)=Ax, donc: [X|=|f (] =Ax| =AlIX].

et X étant non nul, on en déduit : [A| =1.

Les seules valeurs propres possibles de f sontdonc 1 et —1, et la matrice D de f dans une base de
vecteurs propres est diagonale.

Puisque ses éléments diagonaux valent 1 ou —1,on a: D? = I, et f vérifieaussi: f 2= idg.

f est donc une symétrie.

Soient maintenant : xOker(f —id;), et: yOker(f +id;).

Alors : (f(x)f(¥)) =(4y),

car f estorthogonal, mais aussi : (f(X)|f(y)) =({-y) = =(Xy)

car: f(X)=x,et: f(y)=-vy.

On en déduit que : (><Iy) =0, et X et y sont orthogonaux.

Les deux espaces qui définissent la symétrie sont donc orthogonaux et la symétrie est orthogonale.

Matrices orthogonales.
38. On connait la forme des matrices orthogonales 2x2.

cos@) -sin(@)
sin@) cosP)

celles pour lesquelles : sin(@) = —sin(@), autrement dit celles telles que : sin(@) =0, donc: 8 =0 (7).
Iy en adonc deux quisont |, et —1,.

cos@) sin@)

sin@) -cosP)
 Parmi les matrices de rotation, les matrices antisymétriques sont celles pour lesquelles : cos@) =0,

» Parmi les matrices de rotation, de la forme : A= [ j les matrices symétriques sont

Les matrices de symétrie : A= ( J sont elles, toutes symétriques.

. n
autrement dit celles telles que : 8 = > ().

_ 0 -1 0 1
Il'y en a deux qui sont et .
1 0 -1 0

cos@) sin@)
sin@) -cosP)
que : sin(@) = —sin(@), et: cos@) =0, soit telles que : sin(@) = cos@) =0, donc il N’y en a pas.

Parmi les matrices de symétrie : A 2( J celles qui sont antisymétriques sont celles telles
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39.

40.

41.

En remarque préliminaire, on va fixer dans E une base orthonormale : % = (i, j ).
Pour: f OO(E),onnote: M =mat & ().

Alors : (f OC) = (O AOO(2), AM =M.A).

Puis le produit de deux matrices de rotation donne :
cos) -sin@)
sin@) cos@)

Donc deux matrices de rotation commutent toujours.
Pour deux matrices de symétrie, on a:

cos@) sin@)
sin(@) -cosP)
Donc elles commutent si et seulement si: A(@—-6') = A(6'-6), soit: 6-6'=0(n),ou: 8=6"(n).
Comme ce n’est pas toujours le cas, aucune matrice de symétrie ne commute avec toutes les autres.
Donc une matrice orthogonale qui commute avec toutes les autres est une matrice de rotation.
Enfin, le produit d’'une matrice de rotation et d’'une matrice de symétrie donne :

0(6,6") OR? A(M).B(8') =B(6'+6), et: B(8').A(0) = B(6'-0).
Donc A(f) commute avec toutes les matrices B(6') si et seulement si :

06 OR, B(6'+6) =B(6'-6), soit: 8+6 =6'-6 (2.11), ou encore : 8 =0 (7).
Donc les seules matrices orthogonales qui commutent avec toutes les autres sont |, et —1,.

0 (6,6 OR? sion note : A(H) =( j alors: A(6).A(0') =A@ +6)=A@).A0).

0(6,6") OR? sion note : B(H) :( J alors: B(6).B(6')=A@-6).

En revenant aux endomorphismes, on en déduit que : C ={id,, —id.}.

Si A est triangulaire supérieure et orthogonale, notons C, ses colonnes.
Alors pour le produit scalaire canonique dans R" (ou e/, 1(R)), on a :

C| =1=a%,donc: a, =1, et:

-02<i<n, (C|C)=0=a,.a, =+a,,donc: a; =0.
Puis :
C,|" =1=a2 +aZ,, etcomme: a,, =0, on en déduit que : a,, = +1, et :

- 03<is<n, (G,)C)=0=a,,a, =*a,, donc: a, =0.
Par récurrence, on montre alors que :

Ol<jsn,01<i<j-1,4a;,=0,et: a;; =%l
Autrement dit la matrice A est diagonale, avec comme éléments diagonaux des 1 ou —1.
Réciproquement, de telles matrices sont bien triangulaires supérieures et orthogonales.
Ily en adonc 2".

n n
a. En notant X le vecteur proposé, ona: AX =Y, avec: 01l<i<n,y =>a,1=> a,, et:
k=1 k=1

n n
‘X.AX =a,avec: a = Z(l.Zaiykj = > a;,autrementdit: ‘X.AX= Ya .
i=1 k=1 1<i,j<n 1<i,j<n
b. Appliquons maintenant I'inégalité de Cauchy-Schwarz aux vecteurs X et A X dans I'espace o/ 1(R),
muni de son produit scalaire canonique.
Alors : [(X|AX)| = X AX| <[ X[|AX].
Or A étant une matrice orthogonale, (et au besoin en revenant a I'endomorphisme u canoniquement
associé qui est un endomorphisme orthogonal de R" muni de sa structure euclidienne canonique), on a:

|X|=v1+..+1=+n, et: |[AX]=]X|=+n, d'ot on déduit : >a, <JnA/n=n.

I<i,j<n

Isométries en dimension 3, produit vectoriel.

42.

Pour les quatre matrices proposées on peut calculer les produits ‘A A, '‘B.B, ‘C.C ou 'D.D ou vérifier
que les vecteurs colonnes forment une base orthonormale de R® muni de sa structure euclidienne

PSI Dupuy de Léme — Chapitre 11 : Produit scalaire (Exercices : corrigé niveau 1). -14 -



43.

canonique.

On constate ainsi que les trois matrices sont orthogonales.

« det(A) =1, et A représente donc une rotation u de R®, muni de sa structure euclidienne canonique et
de son orientation canonique.

L’axe A de cette rotation correspond aux vecteurs invariants par u qui sont donnés par: AX = X.
Aprés résolution du systéme, on trouve : A =Vect ((14))) .

L'angle 8 de u est donné par: 2.cos@) +1=tr(u) =tr(A), soit: cos¢) =-1,donc: 6=rn.

Donc u est un demi-tour (ou retournement) et il N’y a pas lieu de préciser ici le sens.

U est aussi une symétrie orthogonale par rapport a A (et U est diagonalisable car A est symétrique
réelle).

 det(B) =-1, et B représente la composée d’'une rotation U par rapport a un axe A et de la symétrie

orthogonale par rapporta: P =A".
L’axe A correspond aux vecteurs changés en leur opposé qui sont donnés par : B.X ==X
Apreés résolution du systéme, on trouve : A =Vect((-311)).

L'angle @ de la rotation est donné par : 2.cos@) —1=tr(u) =tr(B), soit : cos@) = g ou:@= arccoggj.

Enfin, le sens de la rotation est déterminé par exemple a l'aide d’un vecteur de : P = A" (qui ne subit que
la rotation), par exemple avec : e= (01-1).

L'image de € vaut: u(e) :( 11 i") et: elJu(e) :(—ll,}j, qui est évidemment sur A.
3’3" 3 33
Si donc on oriente A avec ce dernier vecteur (ou le vecteur (—311) qui est colinéaire et de méme sens),
alors P est canoniquement orienté et la rotation dans P se fait dans le sens positif.
« detC) = +1, et C représente une rotation u de R®.
L’axe A de cette rotation correspond aux vecteurs invariants par u, donnés par: C.X = X .
Aprés résolution du systéme, on trouve : A =Vect ((1,0)) .

L'angle @ de la rotation est donné par : 2.cos@) +1=tr(u) =tr(C), soit: cos¢) =0, et: 8= g

Enfin, le sens de la rotation se détermine avec un vecteur orthogonal a A, par exemple : e= (010).

L'image de € vaut : u(e) =(‘%’O'\/2§] [\/_ \/;j

celu(e) = , qui est évidemment sur A.

Si donc on oriente A avec ce dernier vecteur (ou le vecteur (1,01) qui est colinéaire et de méme sens),

alors P est canoniquement orienté et la rotation dans P se fait dans le sens positif.
. det(D) = +1, et D représente une rotation u de R®.

L’axe de la rotation correspond aux vecteurs invariants et vaut : A =Vect ((1,10)) .
) 7l
L'angle @ est donné par la trace et vaut : @ = 3

Le sens de la rotation se détermine en choisissant un vecteur orthogonal a A, par exemple : e= (00]1).

L'image de € vaut : u(e) =(§—@%} ,et: eldu(e) = [£ £ OJ

La rotation se fait donc dans le sens positif du plan si on choisit le vecteur ( 11,0) pour orienter A.

Plusieurs méthodes sont possibles :
- utiliser la projection orthogonale (a I'aide d’'une base orthonormale de P) et en déduire la symétrie
orthogonale cherchée),
- trouver la matrice de la symétrie dans une base adaptée et en déduire a I'aide de formules de
changement de base la matrice cherchée.
Par exemple, une base orthogonale de P est par exemple fournie avec :
102 P,

 on cherche : (X,Y,2z) 0P , orthogonal au précédent, donc vérifiant : 2x+3.y—-z=0, et: x+2y=0.
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On peut ainsi proposer : (-653).
On norme ces vecteurs, et on peut proposer comme base de P :

i)

3

On cherche alors une base orthonormale de P", par exemple : &, = (\/%'

10 O
Dans la base (&;,&,,&;), la matrice de la symétrievaut: A=/0 1 O
0 0 -1

On pose alors : Q =

ﬁ‘l\: o %‘H
Sleglesls
5]

A=QAQ'=QA!Q.

3

) 3 1
—— |, et la matrice cherchéeest: A=—| -6

2

-1
)

-6 2
-2 3|, en utilisant :

3 6

On peut noter gu’on obtient bien une matrice orthogonale (c’est la matrice d’'une isométrie), et elle est

symétrique réelle, donc diagonalisable.

44. On commence par déterminer la matrice de cette rotation r dans une base adaptée.

Pour cela, on choisit un vecteur u orthogonal a w et de norme 1, par exemple : U =

L

ﬁ'(i+j)'

On constate que le vecteur w est normé, et on calcule : v=wL u, qui permet d’obtenir avec (u,v,w) une

base orthonormale directe de E.

Apres calcul, on trouve : v=—— .(1-14) .

342

Si on oriente : A =Vect(w), avec w, alors : P =A", est orienté positivement avec (u,V).

1

W

0

On obtient ainsi : mat,, ,, (1) =

oullwull
omlbuI

O|,etsionnote: Q=
1

o ﬁ‘n—\ﬁ‘

g8 1 -4

93 g 96

_ -1 -1
cherchée est: mat » (r) =Q.AQ*=Q.A'Q = = .
2()=QAQ =QAQ 25 9 45

16 4 37

45 9 45

1
2

£t

, alors la matrice

45. On va plutét montrer que I'application r définie par I'’énoncé est bien la rotation annoncée.
Pour cela, on constate que r est bien linéaire (c’est immédiat par bilinéarité du produit scalaire et du

produit vectoriel).

Cherchons alors la matrice de r dans une base bien choisie et pour cela soient v un vecteur de norme 1

et orthogonala 8,et: w=ulv.
Alors la famille (u, Vv, w) est bien libre (donc est une base de R®) et :

e r(u)=@-cos@)).lu+cos@)u+sin@)ulu=u,
e r(v) = (@L-cos@)).0u+cosP).v+sin@).ulLv=cos@).v+sin@).w,
e r(w) = (@-cos@)).0u+cos@).w+sin@).ulw=cos@).w-sin@).v,
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1 0 0

et la matrice de r dans la base (u,v,w)est: |0 cos@) -sin@) |.
0 sin@ cosp)

r est donc bien la rotation d’angle &, d’axe dirigé et orienté par 6.

46. L'endomorphisme ror'or ™ est une isométrie de R* comme composée d’isométries.
De plus : detfor'or ™) = det().det(').det¢ ™) = +1,
donc c’est une rotation de R® qu’on va noter R.
Puis si on note W' un vecteur qui dirige et oriente I'axe A’ de r', alorson a:
R(r (W) =ror'or *(r(w)) =ror'(w) =r(w),
et le vecteur r(w') estinvariant par la rotation R donc dirige I'axe de R.
Enfin : tr(R) =tr(ror'or ™) =tr(r").
Si alors on note &,6', 0, les anglesde r,r', R, alors : 2.cos@) +1=2.cos@')+1,et: '=0.
Donc R est la rotation d’angle &' autour de : A = vect(r(w)).
On peut également préciser le sens de cette rotation : pour cela, on note (u',v',w') une base orthonormale
directe de R® (obtenue en complétant W en une base orthonormale directe de R®).
cos@) -sin@) O
Dans cette base, la matrice de r' vaut: mat ..., (r') =| sin@@) cos@) O0|.
0 0 1
Donc :
« R(r(u))=ror'or *(r(u)) =ror'(u’) =r(cos@).u+sin@)Vv') = cos@).r (u') +sin@).r(v'),
e R(r(v')) =-=sin(@).r(u') +cos@").r(v') .
Or la famille (r (u'),r (v'),r(w')) est une base orthonormale directe de R® puisque r est une rotation.
Donc la rotation R s’effectue dans le sens positif si on oriente son axe A avec W' .

47. a. On peut noter que f est évidemment un endomorphisme de E.
Puis: OANOR, O X OE, (f(X) =AX) = (A -D).x=alx).
Or le vecteur (A —1).x est ainsi a la fois colinéaire et orthogonal a x, donc il est nul.
On en déduit que : (A #1) = (x=0),
et donc tout réel A distinct de 1 n’est pas valeur propre de f .
Puispour: A=1,ona:0 X OE, (f(X)=X) = (alx=0) = (xOVect(a)).
Conclusion : 1 est la seule valeur propre de f et 'espace propre associé est: E () =Vect(a).
b. Soit : % = (i, ,k), une base orthonormale directe de E.
On note par ailleurs : X =ui+Vv.j+wk, et: X=ui+V.j+wWk.
Alors : X[ X'= (vwW-Vv'w).i + (wu'-w'u).j + (uv'-u'v) .k,
puis X (XL x') a pour coordonnées :
o V.(UV'=U'Y) = W(WU'-WU) = (UUUHUVYHUWW) = (U2 + V2 + WP )u'= (XX).u —||x||2.u', selon i,
o W.(V.X'-V'W) —u.(UV'-U'v) = (x|x').v—||x||2.v', selon j,et:
o U(WU'-W.u) - V.(v.W-V'W) = (xlx').w—||w1|2.vv', selon k.

On en déduit bien que : xO(xOx') = (><Ix').x—||x||2.x'.
c. On commence par calculer :
Ox 0OE, f?(x)=(x+a0x)+al(x+aldx)=x+2al0x+al(alx), etdonc:

f2(x)=x+2alx+ (ajx).a—||aj|2.x.

Puis : 3(x) = (x+2a0x+(ax).a-|a|"x) +a0(x+2a0x+(@x).a-|d x),
ce qui donne :
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f2(x) = (x+2a0x+(ax).a-|a|"x) +alOx+2a0(@0x) -[a|"alx

=x+3a0x+3.(adx).a- 3.||a||2.x—||a||2.a Ox.

On utilise alors les relations :
alx=f(x)—x,et:

(@x).a= f2(x)-x-2a0x+[a"x=f2(x) - x=2.(f () - x) +[a| " x = £2(x) —2.f (x) + x+[d " x,
pour obtenir :
f3(x) = (x+ 2.an+(a]x).a—||aj|2.x) +a0x+2a0(aldx) —||aj|2.an

= x+3.(f () = X) +3.(F2(x) = 2.F (x) + x+ & x) - 3]ja* x = [[al|".(F (x) = x)
=3.12(x) - @+[a]). f () + @+ ") x.

Finalement: 0 x OE, f3(x)-3.f2(x)+@+[a|*).f (0 - +]a|*)-x=0,

etdonc: f2-3.f2+@3+[a|").f —@+|a]*)id. =0

ce qui fournit le polynéme annulateur pour f : P= X% -3.X? + (3+||aj|2).x - (1+||aj|2) .

On retrouve le fait que : P(1) =1-3+ (3+||a||2) - (1+||a“2) =0,
donc que 1 estracine de P.
Enfin: P=(X -1).(X?=2X +1+a|*) = (X -2).((X )2 +[a]").

Dans tous les cas, 1 est la seule racine réelle de P (puisque a est non nul) et c’est la seule valeur
propre possible de f .
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