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Produit scalaire (corrigé niveau 1).  
 
Exercices généraux sur le produit scalaire.  
1. a. Rappel : si on part d’une famille infinie, une combinaison linéaire des vecteurs de la famille ne peut dans  

    tous les cas comporter qu’un nombre fini de coefficients non nuls. 
    Autrement dit montrer qu’une famille infinie est libre est équivalent à montrer que toute sous-famille finie   
    est libre. 
    Soit alors F une famille orthonormale de vecteurs de E, et soit ( nxx ,...,1 ) une sous-famille de F. 

    Alors cette famille est libre, puisque si : 0..... 11 =++ nn xx λλ , avec : ( nλλ ,...,1 ) ∈ Kn, alors : 

      ∀ ni ≤≤1 , iinininni xxxxxxx λλλλλλ ==++=++= 1.).(...).().....(0 1111 .  

b. Si on reprend la démonstration précédente, elle s’adapte avec pour changement dans la dernière ligne :    
      ∀ ni ≤≤1 , ).(0 iii xxλ= . 

    On distingue ensuite deux cas : 
      • si la famille ne comporte pas le vecteur nul, alors on peut conclure à : ∀ ni ≤≤1 , 0=iλ .,  

    et la famille est libre, 
      • si la famille comporte le vecteur nul, alors elle est liée. 
    Conclusion : une famille orthogonale est libre si et seulement si elle ne comporte pas le vecteur nul. 
 

2. Toutes les propriétés pour faire de cette application un produit scalaire, lorsque l’on passe de C0([0,1],�) à 
E se démontrent de la même façon sauf le caractère défini de la forme proposée. 
En effet, la fonction f , nulle sur [0,1[ et valant 1 en 1 : 

  • est continue par morceaux de [0,1] dans �, donc appartient à E, 
  • est non nulle, 

  • et pourtant : 0.)(
1

0

2 = dttf . 

Donc on n’obtient pas un produit scalaire sur E. 
 

3. a. Les matrices étant carrées et réelles, ϕ  définit bien une application de Mn(�)2 dans �. 

    Puis : ∀ ( BA, ) ∈ Mn(�)2, ),().()).(().(),( ABABtrBAtrBAtrBA tttt ϕϕ ==== , et ϕ  est symétrique. 

    La linéarité de la trace et de la transposition montrent la linéarité de ϕ  par rapport à B . 

    On a par ailleurs : ∀ A  ∈ Mn(�), 0),(
1 1

2
, ≥=

= =

n

i

n

j
jiaAAϕ . 

    Enfin, au vu de la dernière expression, )(Aϕ  ne s’annule que si A  est nulle. 
    Donc ϕ  définit un produit scalaire sur Mn(�). 

b. Appliquons l’inégalité de Cauchy-Schwarz à A  et nI , pour : A  ∈ Mn(�). 

    Alors : ).(.).(.)(),(.),()().(),( AAtrnAAtrItrAAIIAtrAItrAI tt
nnnn

t
n ==≤== ϕϕϕ . 

    Enfin les cas d’égalité correspondent aux cas d’égalité dans l’inégalité de Cauchy-Schwarz, autrement  
    dit si et seulement si A  et nI  sont liées. 

    Et nI  étant non nulle, c’est encore équivalent au fait que A  est une matrice scalaire soit :  

      ∃ λ  ∈ �, nIA .λ= . 

 
4. a. On peut écrire : ∀ ( gf , ) ∈ E2, 0)( 2 ≥− gf , et donc : 0..222 ≥−+ gfgf . 

    Donc : ).(
2

1
. 22 gfgf +≤ , et par comparaison de fonctions positives, gf .  est intégrable sur I . 

b. E est inclus dans C0(�+,�) qui est un �-espace vectoriel. 
    La fonction nulle est continue de �+ dans � et est évidemment de carré intégrable sur I . 
    Pour : f  ∈ E, et : λ ∈ �, la fonction : 222 .).( ff λλ = , est intégrable sur I , donc f.λ  est de carré  

    intégrable sur I . 
    Enfin : ∀ ( gf , ) ∈ E2, gfgfgf ..2)( 222 ++=+ ,  
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    et comme somme de fonctions intégrables sur I  et gf +  est de carré intégrable sur I . 
    Finalement E est un sous espace vectoriel de C0(�+,�). 
c. L’application proposée est bien définie sur E2 d’après la question a. 
    Elle est évidemment symétrique, bilinéaire et positive puisque : 

      ∀ f  ∈ E, 0.)( 2 ≥I dttf , comme intégrale convergente d’une fonction positive. 

    Enfin, si : 0.)( 2 =I dttf , alors f  est nulle car 2f  est continue et positive sur I . 

    Finalement : I dttgtfgf ).().(),( a , définit bien un produit scalaire sur E. 

 
5. a. On peut écrire : ( vu, ) ∈ E2, ∀ n  ∈ �, 0)( 2 ≥− nn vu , et donc : 0..222 ≥−+ nnnn vuvu . 

    Donc : ).(
2

1
. 22

nnnn vuvu +≤ , et par comparaison de série à termes positifs, 
≥0

.
n

nn vu  converge. 

    Puis E est inclus dans ��, et est non vide puisque la suite nulle est dans E. 
    Ensuite, pour : λ ∈ �, et : u  ∈ E, la série 

≥0

22.
n

nuλ  est évidemment convergente. 

    Enfin pour : ( vu, ) ∈ E2, ∀ n  ∈ �, nnnnnn vuvuvu .)( 222 ++=+ , 

    et la série 
≥

+
0

2)(
n

nn vu  converge comme somme de trois séries convergentes.  

    Donc E est un sous-espace vectoriel de ��. 

b. L’application : 
+∞

=0

.),(
n

nn vuvu a , est bien définie sur E2 d’après la question a.  

    De plus, elle est évidemment symétrique et bilinéaire, et positive car : 

      ∀ u  ∈ E, 0
0

2 ≥
+∞

=n
nu , comme somme d’une série à termes positifs et : 

    si : 0
0

2 =
+∞

=n
nu , alors : ∀ n  ∈ �, 02 =nu , donc : 0=nu , et : 0=u . 

    Donc on définit bien ainsi un produit scalaire sur E. 
 

6. a. E est inclus dans C0(�+,�), qui est un �-espace vectoriel pour les lois habituelles. 
    De plus E est non vide puisque la fonction nulle sur �+ est clairement dans E. 

    Enfin, si f  et g  sont dans E, alors : ∃ ( gf nn , ) ∈ �2, 0)(.lim)(.lim ==
+∞→+∞→

tgttft gf n

t

n

t
. 

    On note alors : 1),min( −= gf nnn  ∈ �, et pour : ( µλ, ) ∈ �2, on a : 

      • gf .. µλ +  ∈ C0(�+,�), 

      • 0)(..lim.)(..lim.))(.)(..(lim =+=+ −

+∞→

−

+∞→+∞→
tgtttftttgtft ggff nnn

t

nnn

t

n

t
µλµλ , 

    comme somme de produits de fonctions qui tendent vers 0 en +∞ (car : 0<− fnn , et : 0<− gnn ). 

    On constate ainsi que E est stable par combinaison linéaire ce qui en fait un sous-espace vectoriel de  
    C0(�+,�), donc un �-espace vectoriel. 
b. L’application proposée est définie sur E. 

    En effet, avec les mêmes notations : ∀ ( gf , ) ∈ E2, ].)].[(.)].[(.[).().(. 22 tnnnnt ettgttftetgtft gfgf −−−− = , 

    et : 0).().(.lim 2 =−

+∞→

t

t
etgtft ,  

    puisque les trois termes qui apparaissent au-dessus tendent vers 0 en +∞. 
    Puis elle est symétrique par évidence, et bilinéaire, par linéarité de l’intégrale. 

    Enfin : ∀ f  ∈ E, 0..)(
0

2 ≥
+∞ − dtetf t ,  

    par positivité de l’intégrale, et si on a : 0..)(
0

2 =
+∞ − dtetf t , 

    alors la fonction sous l’intégrale étant continue et positive sur �+, on en déduit que : 
      ∀ t ∈ [0,+∞), 0.)( 2 =−tetf , donc : 0)( =tf , et : 0=f . 

c. Il est immédiat que sin  et cos sont dans E, avec : 1−=n . 
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    On peut trouver une base orthonormale de cos)(sin,Vect  en posant : 

      • sin1 =f , puis : 

      • sin.cos2 λ+=f , et on détermine λ avec la condition : 0.)].sin(.)).[cos(sin(
0

=+
+∞ − dtettt tλ . 

    En linéarisant et en passant en exponentielles, on a : 

      • 
5

1

.21
Im.

2

1
.Im.

2

1
.)..2sin(.

2

1
.).cos().sin(

0

)..21(

0

)..21(

00
=























+−
=





==

+∞+−∞+ +−∞+ −∞+ −
 i

e
dtedtetdtett

ti
titt ,  

      • 
5

2

.21
Re.

2

1

2

1
.Re.

2

1

2

1
..

2

).2cos(1
.).(sin

0

)..21(

0

)..21(

00

2 =






















+−
−=





−=−=

+∞+−∞+ +−∞+ −∞+ −
 i

e
dtedte

t
dtet

ti
titt . 

    On choisit donc : 
2

1−=λ , et : sin.
2

1
cos2 −=f . 

    Enfin, on calcule les normes de ces vecteurs :  

      • 
5

2
.).(sin.).(

0

2

0

2
1 == 

+∞ −+∞ − dtetdtetf tt , donc on pose : sin.
2

5
1 =g , 

      • 
2

1

2

1
1

5

2
.

4

3

5

1
..].)(sin.

4

1
)cos().sin()([cos.).(

00

22

0

2
2 =−=−−=+−= 

+∞ −+∞ −+∞ − dtedtettttdtetf ttt ,  

    soit donc : sin].
2

1
.[cos22 −=g , 

    et ( 21, gg ) est une base orthonormale de cos)(sin,Vect . 
 

7. Il suffit, pour : f  ∈ C0([ ba, ],�), strictement positive sur [ ba, ], d’appliquer l’inégalité de Cauchy-Schwarz 

aux fonctions f  et 
f

1
, et : 

   =≤−=
b

a

b

a

b

a

b

a

b

a
dt

tf
dttfdt

tf
dttfabdt

tf
tf .

)(

1
.).(.

)(

1
..)()(.

)(

1
.)(

2

2
,  

et de passer au carré, sachant que toutes les quantités dans l’inégalité sont positives.  

Il y a égalité si et seulement si les deux fonctions  f  et 
f

1
 sont liées, et puisque les fonctions sont non 

nulles, cela s’écrit encore : ∃ λ ∈ �, 
f

f
1

.λ= , soit : λ=f . 

Conclusion : il y a égalité si et seulement si f  est constante et strictement positive. 
 

8. Si on utilise le produit scalaire canonique dans C0([0,1],�), alors pour : f  ∈ C0[0,1],�), et : 1=g , 
l’inégalité de Cauchy-Schwarz donne :  

   ==≤=
1

0

21

0

21

0

21

0

21

0

1

0
.)(1..)(.)(..)().().().( dttfdttfdttgdttfdttfdttgtf , 

soit l’inégalité demandée. 
 

9. On utilise le produit scalaire canonique dans C0([ ba, ],�). 

Alors l’inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée à f  et 'f  donne :  

  









≤





 

b

a

b

a

b

a
dttfdttfdttftf .)('..)().(').( 22

2

. 

Or : 
2

)()(

2

)(
).(').(

222 afbftf
dttftf

b

a

b

a

−=







= , donc on en déduit l’inégalité demandée. 
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10. Cherchons tout d’abord x  colinéaire à a , donc de la forme : ax .µ= . 

Alors x  est solution si et seulement si : λµ =2
. a ,  

donc il y a une unique solution qui est : a
a

x .
20

λ= . 

Maintenant x  dans E est solution si et seulement si : )()( 0xaxa == λ , ou encore : 0)( 0 =− xxa . 

Conclusion : les solutions sont les vecteurs de la forme : yxx += 0 , ⊥∈ ))(( aVecty . 

 
11. Raisonnons par double implication : 

• si x  et y  sont orthogonaux, alors : ∀ λ ∈ �, 
22222

.. xyxyx ≥+=+ λλ , d’où le résultat. 

• si : ∀ λ ∈ �, yxx .λ+≤ , alors en passant au carré et en développant : 
22.).(.20 yyx λλ +≤ . 

Dans ce cas, on en déduit que : 

    - si : λ > 0, 
2

.).(20 yyx λ+≤ , et en faisant tendre λ vers 0, on déduit que : )(0 yx≤ , 

    - si : λ < 0, 
2

.).(20 yyx λ+≥ , et en faisant tendre λ vers 0, on en déduit que : )(0 yx≥ , 

donc finalement : )(0 yx= .  

Remarque : on peut aussi reprendre le principe de la démonstration de l’inégalité de Cauchy-Schwarz, en 
écartant d’abord le cas où : 0=y , (et dans ce cas : 0=y , et : )(0 yx= ) et dans le cas restant, le 

trinôme restant positif, son discriminant est négatif où nul, ce qui redonne : )(0 yx= . 

 
Espaces vectoriels euclidiens. 
12. On peut penser à utiliser le procédé de Gram-Schmidt ou procéder de proche en proche. 

En effet, le vecteur : )0,...,0,1,1(1 −=e , est élément de H . 

Si on cherche un vecteur 2e  dans H , orthogonal à 1e , on est amené à résoudre : 

  021 =− xx , et : 0...1 =++ nxx , ce qui permet de proposer : )0,...,0,2,1,1(2 −=e . 

Supposons alors construits des vecteurs pee ,...,1 , pour : 21 −≤≤ np , tels que :  

  ∀ pi ≤≤1 , )0,...,0,,1,...,1( iei −= , le i−  se trouvant en place 1+i . 

Trouver 1+pe  dans H , orthogonal à tous ces vecteurs revient à résoudre : 

  021 =− xx , 0.2 321 =−+ xxx , …, 0.... 11 =−++ +pp xpxx , et : 0...1 =++ nxx , 

et on peut proposer : )0,...,0),1(,1,...,1(1 +−=+ pep . 

La famille ( 11,..., −nee ) est alors une famille orthogonale de vecteurs de H , donc c’est une famille libre 

(puisqu’elle ne comporte pas le vecteur nul), et comme H  est un hyperplan de �n, la famille est une base 
orthogonale de H . 
Il suffit de diviser alors chaque vecteur par sa norme pour obtenir une base orthonormale de H , ce qui 

donne : ∀ 11 −≤≤ np , )0,...,0,,1,...,1(
)1.(

1
p

pp
ep −

+
= . 

 
13. Notons tout d’abord que f  est bien une application linéaire de E dans E. 

Puis : ∀ x  ∈ E, ),()( baVectFxf =∈ . 

Si λ est alors une valeur propre de f  et x  un vecteur propre associé, on a : xxf .)( λ= . 
On peut alors discuter deux cas : 
  • si : 0=λ , alors l’espace propre cherché (si 0 est valeur propre de f ) est )ker( f , et : 

  ∀ x  ∈ E, ( )ker( fx ∈ ) ⇔ ( 0).().( =+ bxbaxa ) ⇔ ( 0)()( == xbxa ) ⇔ ( ⊥∈ ),( baVectx ), 

puisque a  et b  étant unitaires et orthogonaux, ils forment une famille libre. 
Donc 0 est valeur propre de f  si et seulement si : 3)dim( ≥E , et dans ce cas l’espace propre associé est   

 ⊥),( baVect  qui est de dimension : 12 ≥−n . 
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  • si : 0≠λ , alors : ),()(.
1

baVectxfx ∈=
λ

. 

On cherche alors les vecteurs propres associés aux valeurs propres (éventuelles) non nulles de f  en 

posant : bax .. βα += , avec : ( βα , ) ∈ �2, et en calculant : 

  xbabbababaabbababaaxf =+=+++=+++= ..)..).(())..(.()...()...()(
22 βαβαβαβαβα , 

et donc tout vecteur non nul de ),( baVect  est vecteur propre de f  associé à la valeur propre 1. 

1 est donc valeur propre de f . 

On peut noter au passage que f  est diagonalisable. 
 

14. a. Soit : nk ≤≤1 . 

    Alors : 1)()(1 2

1

22 +=== 
≠= ki

ik

n

i
ikk eeeee , donc tous les carrés étant positifs, ils sont nuls. 

    On vient de montrer que : ∀ nki ≤≠≤1 , 0)( =ki ee , et la famille est orthogonale. 

    Les vecteurs étant de plus unitaires, la famille est orthonormale.  
b. Montrons que : { }0=⊥F , et pour cela soit : ⊥∈ Fx . 

    Alors : 0)(
1

22 ==
=

n

i
iexx , puisque x  étant orthogonal à F , il est orthogonal à tous les ie . 

    Donc on en déduit bien : 0=x , puis : { }0=⊥F . 

    Finalement : { } EFF === ⊥⊥⊥ 0)( , et ( nee ,...,1 ), comme base de F  est une base de E .  

 
15. Montrer que : ⊥⊥⊥ ∩=+ GFGF )( , et : ⊥⊥⊥ +=∩ GFGF )( . 

• Si : ⊥+∈ )( GFx , alors : ∀ Fy ∈ , 0)0()( =+= yxyx , puisque : GFy +∈+ 0 . 

Donc : ⊥∈ Fx , et de manière symétrique : ⊥∈ Gx , d’où : ⊥⊥ ∩∈ GFx . 

On vient de montrer que : ⊥⊥⊥ ∩⊂+ GFGF )( . 

Si : ⊥⊥ ∩∈ GFx , alors : ∀ GFzy ×∈),( , 0)()()( =+=+ zxyxzyx , d’où : ⊥+∈ )( GFx . 

On vient de montrer que : ⊥⊥⊥ +⊂∩ )( GFGF .  
Finalement, on a bien égalité (et c’est valable dans tout espace préhilbertien en fait). 
• Ensuite on commence par signaler que dans un espace euclidien, tout sous-espace vectoriel V  vérifie : 

  VV =⊥⊥ )( . 

Puis avec ce qui précède : GFGFGF ∩=∩=+ ⊥⊥⊥⊥⊥⊥⊥ )()()( . 

Donc : ⊥⊥⊥⊥⊥⊥⊥ +=+=∩ GFGFGF ))(()( , 
soit bien ce que l’on voulait démontrer. 
 

Procédé de Gram-Schmidt, distance à un sous-espace vectoriel. 
16. On pose :  

  • )1,1,1(1 == ue , 

  • 12 .eve λ+= , et on détermine λ avec : λ.310)( 21 +==ee , soit : 
3

1−=λ , puis : 






 −=
3

2
,

3

4
,

3

2
2e , 

  • 213 .. eeve µλ ++= , et les conditions d’orthogonalité donnent : 

      λ.310)( 31 +==ee , soit : 
3

1−=λ , 

      µ.
3

8

3

4
0)( 32 +−==ee , soit : 

2

1=µ , et donc : )1,0,1(3 −=e . 

On norme ensuite les vecteurs et on obtient la famille :  

  














 −







 −







=
2

1
,0,

2

1
,

6

1
,

6

2
,

6

1
,

3

1
,

3

1
,

3

1
),,( 321 εεε . 
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Remarque : les produits scalaires )(),(),( 321 εεε wvu  sont tous strictement positifs.  

 
17. a. Le fait que Ån et Sn soient supplémentaires dans Mn(�) est un résultat classique. 

    De plus : ∀ ( SA, ) ∈ Ån×Sn,  

      ).().(),( SAtrSAtrSA t −==ϕ , et :  

      ).().().(),( SAtrAStrAStrAS t ===ϕ . 

    Mais ces deux quantités étant aussi égales (par symétrie de ϕ ), on en déduit que : 0),( =SAϕ . 
    Ån et Sn sont donc bien orthogonaux. 
b. On se souvient que : ∀ nlkji ≤≤ ,,,1 , likjlkji EEE ,,,, .. δ= .  

    Donc : ljkilkijlkji
t EEEEE ,,,,,, ... δ== . 

    Puis : ( ki ≠ )  ( 0. ,, =lkji
t EE )  ( 0)0().( ,, == trEE lkjiϕ ), 

    et : ( ljki ≠= , )  ( ljlkji
t EEE ,,, . = )  ( 0)().( ,,, == ljlkji EtrEEϕ ,  

    puisque le 1 n’est pas sur la diagonale, 
    et enfin : ( ljki == , )  ( jjlkji

t EEE ,,, . = )  ( 1)().( ,,, == jjlkji EtrEEϕ . 

    Donc la base canonique de Mn(�) est orthonormale pour ce produit scalaire. 
c. Il faut donc trouver la projection orthogonale dans M3(�) de M  sur S3(�). 

    Pour cela on se souvient que : ).(
2

1
).(

2

1
MMMMM tt −++= , 

    est la décomposition de M  selon la somme directe (orthogonale) S3(�) ⊕ Å3(�). 

    Donc la projection orthogonale de M  sur S3(�) est ).(
2

1
MM t+ , et : 

      ,(Md S3(�) MMMMM tt −=+−= .
2

1
).(

2

1
) . 

    On calcule alors : AMM t =
















−
−=−

002

002

220

, et : 4

000

000

004

).(),(
2 =

































=== trAAtrAAA tϕ . 

    Finalement : ,(Md S3(�) 12.
2

1
),(.

2

1
) === AAϕ . 

 
18. a. En appliquant le procédé de Gram-Schmidt sans normer les vecteurs, on obtient d’abord : 

      • 10 =P , 

      • 
2

1
1 −= XP , 

      • 
6

12
2 +−= XXP . 

    On calcule alors les normes de ces vecteurs : 1
2

0 =P , 
12

12

1 =P , 
180

12

2 =P , et on en déduit la  

    base orthonormale : ))1.6.6.(5),1.2.(3,1(),,( 2
000 +−−= XXXQQQ . 

b. On commence par interpréter la quantité cherchée. 

    Pour cela : ∀ ( ba, ) ∈ �2, 
221

0
).()²..²( bXaXdxbxax +−=−− , avec la norme associée, et : 

     ,(inf)²..²(inf 222

][

1

0²),( 1

XdPXdxbxax
XRPRba

=−=−−
∈∈  �1

2])[ X . 

    On sait alors que cette distance est atteinte pour un unique polynôme, projection orthogonale de 2X  µ 
    sur �1[X], et comme on dispose d’une base orthonormale de �1[X], on sait de plus que : 

      1
2

10
2

0
2 ).().()( QXQQXQXp += . 
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    Il suffit de calculer alors : 
3

1
..1)(

1

0

22
0 ==  dttXQ , et : 

6

3
)..2(.3)(

1

0

232
1 =−=  dtttXQ , et : 

      
6

1
)1.2.(3.

6

3
1.

3

1
)( 2 −=−+= XXXp . 

    Enfin, la distance cherchée vaut : ,( 2Xd �1
5.6

1
.)

6

1
()

6

1
(])[

1

0

222 =+−=−−=  dtttXXX , et  

    finalement : ,()²..²(inf 21

0²),(
Xddxbxax

Rba
=−−∈

�1
180

1
])[ 2 =X . 

 
19. a. L’application proposée est définie sur �n[X]2. 

    En effet, si : ( QP, ) ∈ �n[X]2, alors la fonction sous l’intégrale proposée est définie, continue sur [0,+∞)  

    et : tetQtPtt −).().(.2
a , tend vers 0 en +∞ (théorème des croissances comparées). 

    Donc l’intégrale correspondante est convergente et est réelle puisque P  et Q  sont à valeurs réelles. 

    La symétrie est par ailleurs immédiate, ainsi que la linéarité par rapport à Q  (toutes les intégrales qui  
    apparaissent par développement convergent). 
    L’application est de plus positive, car si : P  ∈ �[X], alors 2P  est positive sur �+. 

    Elle est enfin définie car si, pour : P  ∈ �[X], on a : 0..)(
0

2 =
+∞ − dtetP t , la fonction : tetPt −.)( 2

a , étant  

    positive et continue sur �+, on en déduit qu’elle est nulle sur [0,+∞), et donc P  aussi. 
    Comme polynôme, P  admet alors une infinité de racines et est donc le polynôme nul. 

b. On commence par : ∀ 1≥n , 
+∞ −−+∞ −−∞+−+∞ − =+−=
0

1

0

1
00

......].[.. dtetndtetnetdtet tntntntn , 

    l’intégration par parties étant autorisée puisque la deuxième intégrale converge. 

    On en déduit par récurrence que : ∀  n  ∈ �, !.!...
00

ndtendtet ttn == 
+∞ −+∞ − . 

    Par conséquent : ∀ ( qp, ) ∈ �2, )!()( qpXX qp += . 

c. On pose : 11 =P , qui est déjà normé puisque : 1!0)()11( 00 === XX , 

    puis : aXP −=2 , et on calcule a  pour que : aaaXPP −=−=−== 1!1)11.()1()(0 21  

    On prend donc : 1=a , soit : 12 −= XP . 

    Enfin : bXaXP −−= .2
3 , et on cherche a  et b  pour que : 

      • bababXaXPP −−=−−=−−== 2!1.!2)11.()1.()1()(0 2
31 , et : 

      • abXaXXbXXaXXPP −=++−−−== 4)11.()1.()1()1.().()()(0 22
32 , 

    et on choisit donc : 4=a , 2−=b , soit : 2.42
3 +−= XXP . 

    On norme pour finir les vecteurs et pour cela : 
      • 11112)11()1()1()()( 22 =+−−=+−−= XXXXPP , donc 2P  est normé, 

      • 4)( 33 =PP , et on prendra donc : 1.2
2

2

3 +−= X
X

P . 

d. Il suffit de trouver la projection orthogonale de 3X  sur : ),,1( 2XXVectF = , puisque ce qu’on cherche,  

    c’est 23 ),( FXd . 

    Cette projection est le vecteur : 3
3

32
3

21
3

1
3 ).().().()( PXPPXPPXPXpF ++= . 

    Après calcul des produits scalaires : 6.18.9.18.18.6)( 2
321

3 +−=++= XXPPPXpF ,  

    et donc : 
2232

3
3

0

223

),,(
6.18.9)(.))..((inf

3
−+−=−=++−

+∞

∈
xXXXpXdtctbtat F

Rcba
. 

    On calcule cette dernière quantité en développant et à l’aide des intégrales de la question b. 

    On obtient : 36.))..((inf
0

223

),,( 3
=++−

+∞

∈
dtctbtat

Rcba
. 
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20. a. Si on munit �n de son produit scalaire canonique, alors on veut minimiser 
2

ZY − , où : 

      ),...,( 1 nyyY = , et : ).,...,.()1,...,1.(),...,.(.. 11 bxabxabxxaUbXaZ nn ++=+=+= , 

    lorsque : ( ba, ) ∈ �2.  

    Donc on cherche : 
2

inf ZY
PZ

−
∈

 où : ),( UXVectP = . 

    P  est bien un plan car les ix  étant distincts deux à deux, X  et U  ne sont pas colinéaires.  

b. La borne inférieure est atteinte en un unique vecteur Z  qui est la projection orthogonale de Y  sur P .  
    Si on note : UbXaZ .. += , alors Z  est caractérisé par : 0)( =− XZY , et : 0)( =− UZY . 

    Ceci conduit au système :  

      )()( XZXY = , ou : 
===

+=+=
n

i
i

n

i
i

n

i
ii xbxaUXbXXayx

11

2

1

..).().(. , et : 

      )()( UZUY = , ou : nbxaUUbUXay
n

i
i

n

i
i ..).().(

11

+=+= 
==

. 

    Le déterminant de ce système vaut : 0)()).((
)()(

)()( 2 ≥−= UXUUXX
UUUX

UXXX
, 

    car on reconnaît l’expression dans l’inégalité de Cauchy-Schwarz et il est non nul car les vecteurs sont  
    non colinéaires. 
    Donc il y a une solution (ce que l’on savait déjà par projection orthogonale). 
Remarque : la droite obtenue s’appelle droite des moindres carrés. 
 

Projecteurs orthogonaux. 
21. On peut traiter les deux questions en même temps. 

Soit : )(aVectD = . 

Alors D  admet pour base orthonormale : 
a

a
e = , et donc :  

  ∀ x  ∈ E , ( a
a

ax
eexxpD .

)(
).)(

2
== , où on a noté Dp  la projection orthogonale sur D . 

Soit ensuite H  un hyperplan de E, de vecteur normal a . 

Alors : )(aVectHE
⊥
⊕= , et tout vecteur x  de E se décompose en : )()( xpxpx DH += ,  

où Dp  est la projection orthogonale sur H .  

Donc : ∀ x  ∈ E, a
a

ax
xxpxxp DH .

)(
)()(

2
−=−= . 

 
22. a. On détermine d’abord une base orthogonale du plan en posant un premier vecteur du plan : 

      • )0,1,1(1 =u , et en cherchant : ),,(2 zyxu = , tel que : 

      • 0=+− zyx , et : yxuu +== 0)( 21 , soit par exemple : )2,1,1(2 −−=u . 

    On norme alors ces vecteurs pour obtenir la base cherchée : 














 −−







=
6

2
,

6

1
,

6

1
,0,

2

1
,

2

1
),( 21 εε . 

b. On peut alors déterminer cette projection p , soit par sa matrice dans la base canonique, soit par  
    l’expression de l’image d’un vecteur u  quelconque de �3, et par exemple : 

      ∀ ),,( zyxu =  ∈ �3, 






 −−−−+






+=+=
6

2
,

6

1
,

6

1
.

6

.2
0,

2

1
,

2

1
.

2
).().()( 2211

zyxyx
uuup εεεε ,  

    soit : 






 ++−++−+=
3

.2
,

3

.2
,

3

.2
)(

zyxzyxzyx
up . 
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    On peut aussi en déduire la matrice de p  dans la base canonique qui vaut : 
















−

−

211

121

112

.
3

1
. 

 
23. a. On peut calculer cette matrice dans une base adaptée puis utiliser un changement de base. 

    On peut aussi déterminer une base orthonormale de F  (qui est un plan, comme intersection de deux 
     hyperplans non parallèles) en remarquant que : ))1,0,1,0(),0,1,0,1(( −−= VectF ,  
    et cette base étant orthogonale, il suffit de normer les vecteurs, soit : 

    • 






 −= 0,
2

1
,0,

2

1
1ε , 

    • 






 −=
2

1
,0,

2

1
,02ε . 

    On calcule alors les images des vecteurs de la base canonique à l’aide de ( 21,εε ), par exemple :  

      






 −=+= 0,
2

1
,0,

2

1
).)0,0,0,1(().)0,0,0,1(())0,0,0,1(( 2211 εεεεf ,  

    de même pour les autres vecteurs et finalement : mat B



















−
−

−
−

=

1010

0101

1010

0101

.
2

1
)( f .  

b. Cette distance s’obtient à l’aide de la projection orthogonale du vecteur sur F  qui vaut : 

      )1,1,1,1())4,3,2,1(( −−=f , et : 263232)1,1,1,1()4,3,2,1()),4,3,2,1(( 2222 =+++=−−−=Fd . 

 
24. On calcule immédiatement : AA =2 , donc p  est un projecteur. 

Puisque : 2)( =Atr , on en déduit que : 2)( =prg ,  

et que p  est une projection sur un plan P . 

On détermine ce plan comme l’image de p , et : ).2.2.2,.2.5( kjikjiVectP ++−+−= .  
Enfin la direction de projection est donnée par le noyau de p  qu’on détermine en résolvant le système :   

 0. =XA , qui donne : ).2()ker( kjiVectp −+= . 

Enfin, on vérifie que )Im( p  et )ker(p  sont orthogonaux en calculant : 

  • 0145).2.2.5( =−−=−++− kjikji , 

  • 0242).2.2.2.2( =−+−=−+++− kjikji . 

p  est bien la projection orthogonale de E sur P.   
 

Matrices symétriques réelles. 
25. La matrice A  est symétrique réelle, donc on peut la diagonaliser par l’intermédiaire d’une matrice 

orthogonale. 
Son polynôme caractéristique vaut : )3.()3()( 2 +−= λλλχ A . 

L’espace propre de l’endomorphisme u  canoniquement associé A , pour la valeur propre 3 est le plan 
d’équation : 0=++ zyx , et celui correspondant à la valeur propre 3−  est la droite dirigée par le vecteur 

( 1,1,1 ). 
Ils sont bien orthogonaux pour le produit scalaire canonique de �3. 
On choisit alors une base orthogonale de chacun des sous-espaces propres : 
  • ( 1,1,1 ) pour la droite, 

  • un premier vecteur ( 0,1,1− ) dans le plan et un autre vérifiant : 0=++ zyx , et : 0=− yx , soit par 

exemple le vecteur ( 2,1,1 − ). 
En réunissant ces deux bases, on obtient une base orthogonale de l’espace �3, qu’il suffit de normer pour 
obtenir une base orthonormale B de �3 formée de vecteurs propres de u . 
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On pose alors : 

























−

−=

3

1

6

2
0

3

1

6

1

2

1
3

1

6

1

2

1

P , matrice orthogonale comme matrice de passage entre deux 

bases orthonormales de �3 (la base canonique et la base B), et : 
















−
==

300

030

003

.. DPAPt . 

 
26. La matrice étant symétrique réelle, toutes ses valeurs propres sont réelles ainsi donc  que toutes les 

racines de son polynôme caractéristique. 
Donc : 0)()det( ≠−=+ iiIA An χ ,  

et la matrice niIA +  est inversible. 

 
27. Soient B une base orthonormale de E et U  et V  les matrices représentatives de u  et de v  dans  B.  

U  et V  sont alors symétriques. 

Puis : (uov  symétrique) ⇔ ( mat B VUuov .)( = , est symétrique) ⇔ ( UVUVVUVU ttt ..).(. === )  

              ⇔ (u  et v  commutent). 
 

28. c. Soit : M  ∈ Mn(�), symétrique et à valeurs propres positives. 

    Montrer qu’il existe : A  ∈ Mn(�), telle que : AAM t .= . 

a. Comme A  est réelle, la matrice AAt .  est une matrice réelle et : AAAAAA tttttt .)(.).( == . 

    Donc AAt .  est symétrique et ses valeurs propres sont réelles. 

    De plus, soit : )(ASp∈λ , et : X  ∈ Mn,1(�), 0≠X , telle que : XXAAt .)..( λ= . 

    Alors : XXXAAX ttt ..)...( λ= , ce qui s’écrit encore : 
22

.. XXA λ= ,  

    pour le produit scalaire canonique dans �n ou dans Mn,1(�). 

    On en déduit, X  étant non nul, que : 0
.

2

2

≥=
X

XA
λ .  

b. Commençons par remarquer que : 2

)(

))(det()det().det().det( AAAAA t

ASp

t === ∏
∈λ

λ . 

    Il y a donc équivalence entre : 
      • A  n’est pas inversible, 
      • 0)det( =A , 

      • l’une des valeurs propres de AAt .  est nulle. 
    Comme on sait déjà que ces valeurs propres sont toutes positives, on en déduit l’équivalence voulue. 

c. On sait qu’il existe : P  ∈ O( n ), et : 





















=

n

D

λ

λ

00

0

0

001

L

OOM

MOO

L

, telles que : PDPM t..= ,  

    et où les valeurs iλ  sont positives. 

    On pose ensuite : 





















=∆

nλ

λ

00

0

0

001

L

OOM

MOO

L

, puis : PPA t..∆= . 

    On constate alors que : MPDPPPPPPPAA tttttt ==∆=∆∆= ....)..).(..(. 2 ,  
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    en utilisant le fait que ∆ est diagonale donc égale à sa transposée.  
 

29. a. B  étant clairement réelle et symétrique, ses valeurs propres sont réelles.  
    On notera par ailleurs α  la plus grande valeur propre de B  et β  la plus petite. 

b. On constate que : ∀ X  ∈ Mn,1(�), XAXt ..  ∈ �, et donc : XAXXAXXAX ttttt ..)..(.. == . 

    D’où : XAXXAXXAXXBX ttttt ..).....(
2

1
.. =+= . 

c. Etant symétrique réelle, on peut diagonaliser B  par l’intermédiaire d’une matrice orthogonale P . 
    Donc : ∃ D  ∈ Diagn(�), DPBPt =.. .  

    Alors : ∀ X  ∈ Mn,1(�), XPDPXXBXXAX tttt ........ == . 

    Si on note : XPY .= , on a : 
=

==
n

i
ii

ttt yYDYXPDPX
1

2....... λ ,  

    et donc : 
===

≤≤
n

i
i

n

i
ii

n

i
i yyy

1

2

1

2

1

2 ... βλα ,  

    où on a noté nλλ ,...,1  les valeurs propres de B , soit encore les éléments diagonaux de D . 

    Enfin : XXXPPXYYy tttt
n

i
i .....

1

2 ===
=

, puisque P  est orthogonale. 

    Finalement, on a bien : XXXAXXX ttt ...... βα ≤≤ . 

d. Soit enfin λ une valeur propre réelle de A  et X  un vecteur propre associé (dans Mn,1(�), non nul). 

    Alors : 
2

....... XXXXXXAX ttt λλλ === . 

    La double inégalité précédente se réécrit alors en : 
222

... XXX βλα ≤≤ . 

    En divisant par 
2

X , on conclut que : λ ∈ [α,β]. 

 
30. a. Soit : X  ∈ Mn,1(�). 

    • On a évidemment : ( 0. =XA )  ( 0.. =XAAt ). 

    • Réciproquement, si : 0.. =XAAt , alors en multipliant par Xt , on obtient :    

      
2

.).).(.(...0 XAXAXAXAAX ttt === , où .  désigne la norme canonique dans �n ou Mn,1(�). 

    Donc : 0. =XA , et l’implication réciproque est démontrée. 

b. L’équivalence précédente est en fait : ∀ X  ∈ Mn,1(�), ( )ker(AX ∈ ) ⇔ ( ).ker( AAX t∈ ),  

    donc : ).ker()ker( AAA t= . 

    On en déduit que : ).()).dim(ker())dim(ker()( AArgAAnAnArg tt =−=−= . 
Remarque : il est courant de remplacer petit à petit les endomorphismes de �n par leur matrice 
canoniquement associée. 
 

31. B  est symétrique réelle donc diagonalisable. 
Si D  désigne une matrice diagonale semblable à B , alors puisque B  vérifie une relation du type : 

0=kB , la matrice D  vérifie elle aussi : 0=kD . 

Or les éléments diagonaux de kD  sont les éléments diagonaux de D  élevés à la puissance k  ils sont 
tous nuls et D  est la matrice nulle. 
En conséquence, on a aussi : 0=B , d’où : AAt −= , et A  est antisymétrique. 
 

32. A  étant symétrique réelle, elle est diagonalisable dans Mn(�), et ses valeurs propres sont réelles. 

De plus, on dispose d’un polynôme annulateur pour A , à savoir 1−kX , et les valeurs propres de A  sont 
racines de ce polynôme, donc sont des racines de l’unité. 
Or les seuls réels qui sont des racines de l’unité sont 1 et 1− . 
Donc A  est semblable à une matrice diagonale D  dont les éléments diagonaux sont 1± .  
Par conséquent, D  vérifie : nID =2 , et A  vérifie la même relation.  
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Endomorphismes orthogonaux.  
33. a. Pour : ⊥∈ Fx , on a : ∀ Fy ∈ , 0)( =yx , et donc : 0))()(( =yuxu . 

    Donc : ∀ )(Fuz ∈ , ∃ Fy ∈ , )(yuz = , et : 0))(( =zxu , donc : ⊥∈ ))(()( Fuxu . 

    On vient de montrer que : ⊥⊥ ⊂ ))(()( FuFu . 
    De plus, u  étant un endomorphisme orthogonal, il est bijectif et conserve la dimension des  
    sous-espaces vectoriels (il transforme toute famille libre en une famille libre), donc :  
      • )dim()dim()dim())(dim( FEFFu −== ⊥⊥ , et 

      • )dim()dim())(dim()dim()))(dim(( FEFuEFu −=−=⊥ . 

    L’inclusion précédente et l’égalité des dimensions permet de conclure à l’égalité : ⊥⊥ = ))(()( FuFu . 

b. Montrons l’implication [], et pour cela, supposons F stable par u . 
    Puisque u  est un endomorphisme orthogonal, il conserve la dimension et : )dim())(dim( FFu = . 

    Comme de plus : FFu ⊂)( , on en déduit que : FFu =)( . 

    Alors : ∀ ⊥∈ Fx , ∀ Fz ∈ , ∃ Fy ∈ , )(yuz = , et : 0)())()(())(( === yxyuxuzxu . 

    Donc : ⊥∈ Fxu )( , et ⊥F  est bien stable par u . 

    Enfin, pour l’implication réciproque [⇐] : 
      si ⊥F  est stable par u , alors : FF =⊥⊥ )( , est stable par u  avec ce qui a été démontré dans  
    l’implication directe. 
 

34. On commence par remarquer que sous l’hypothèse faite sur f  on a : 

  ∀ ( yx, ) ∈ E2, ))(())(())(())(())(())((0))(( xyfyxfxyfyxfyyfxxfyxyxf +=+++==++ . 

Donc : ))(())(( yfxyxf −= . 

Soit maintenant : )ker( fx ∈ , et : )Im( fz ∈ . 

Alors : ∃ Ey ∈ , )(yfz = , et : 0)0())(())(()( ==−== yyxfyfxzx . 

Donc : ⊥⊂ )Im()ker( ff , 

et le théorème du rang donne : ))dim(Im())dim(Im()dim())dim(ker( ⊥=−= ffEf . 

Donc : ⊥= )Im()ker( ff , et comme E est de dimension finie : )Im()ker( ff =⊥ . 
 

35. Soient : )ker( Eidfy −∈ , et : )Im( Eidfz −∈ . 

Alors : ∃ Ex ∈ , xxfxidfz E −=−= )())(( , et : yyf =)( . 

Donc : 0)())()(()())(())(()( =−=−=−= xyxfyfxyxfyxxfyzy ,  

car f  est un endomorphisme orthogonal et il conserve le produit scalaire. 

On en déduit que les espaces )ker( Eidf −  et )Im( Eidf −  sont orthogonaux donc en somme directe. 

De plus : )dim())dim(Im())dim(ker( Eidfidf EE =−+− . 
Conclusion : ils sont bien supplémentaires orthogonaux dans E. 
 

36. a. Il est immédiat que αf  est toujours linéaire. 

    Puis : ∀ ( βα , ) ∈ �2, aaxaxaaxaxaxaxfxoff ).)..(.()..())..(()( βαββαβα +++=+= . 

    Et comme a  est unitaire : )().).(.()( . xfaxaxxoff βαβαβα βαβα ++=+++= .  

b. Soit : x  ∈ E. 

    On a alors : ( 0)( =xfα ) ⇔ ( axax )..(α−= ), et donc x  est colinéaire à a . 

    Pour : ax .λ= , on constate que : axf .).1()( λαα += . 

    Donc :  
      • si : 1−≠α , on a : ( 0)( =xfα )  ( 0=λ )  ( 0=x ), et donc αf  est injective, donc bijective. 

      • si : 1−=α , alors : ∀ λ ∈ �, 0).( =af λα , et par double inclusion : )()ker( aVectf =α . 

    Dans ce dernier cas, αf  n’est donc pas injective, donc pas injective et on a bien l’équivalence :  



PSI Dupuy de Lôme – Chapitre 11 : Produit scalaire (Exercices : corrigé niveau 1).               - 13 - 

      ( αf  bijective) ⇔ ( 1−≠α ). 

c. Pour : λ ∈ �, et : x  ∈ E, x  non nul, on a : ( xxf .)( λα = ) ⇔ ( axax )..().1( αλ =− ). 

    On distingue à nouveau deux cas : 
      • si : 0=α , alors : 1=λ , est la seule valeur propre possible de αf  est comme dans ce cas :  

     Eidf =α , 1 est effectivement valeur propre de αf  et son espace propre associé est E. 

      • si : 0≠α , alors :  
      - si : 1≠λ , alors x  est colinéaire à a , et en notant : ax .µ= , on constate que : aaf .).1().( µαµα += ,  

      autrement dit )1( α+  est valeur propre de αf  et son espace propre associé est )(aVect . 

      - si : 1=λ , alors : ( xxf =)(α ) ⇔ ( 0)..( =axaα ) ⇔ ( 0)( =xa ). 

      Autrement dit pour : 2≥n , 1 est valeur propre de αf  et son espace propre associé est ⊥))(( aVect . 

 
37. On va raisonner par double implication. 

• Si f  est une symétrie orthogonale, alors : Eidf =2 , et donc f  est diagonalisable puisque 12 −X  est  

annulateur pour f , scindé à racines simples.  

• Si f  est à la fois orthogonal et diagonalisable, alors soit : )( fSp∈λ , et x  un vecteur propre associé. 

On a : xxf .)( λ= , donc : xxxfx ..)( λλ === ,  

et x  étant non nul, on en déduit : 1=λ . 

Les seules valeurs propres possibles de f  sont donc 1 et 1− , et la matrice D  de f  dans une base de 
vecteurs propres est diagonale. 
Puisque ses éléments diagonaux valent 1 ou 1− , on a : nID =2 , et f  vérifie aussi : Eidf =2 . 

f  est donc une symétrie. 

Soient maintenant : )ker( Eidfx −∈ , et : )ker( Eidfy +∈ .  

Alors : )())()(( yxyfxf = ,  

car f  est orthogonal, mais aussi : )()())()(( yxyxyfxf −=−=  

car : xxf =)( , et : yyf −=)( . 

On en déduit que : 0)( =yx , et x  et y  sont orthogonaux. 

Les deux espaces qui définissent la symétrie sont donc orthogonaux et la symétrie est orthogonale.  
 

Matrices orthogonales. 
38. On connaît la forme des matrices orthogonales 2×2. 

• Parmi les matrices de rotation, de la forme : 






 −
=

)cos()sin(

)sin()cos(

θθ
θθ

A , les matrices symétriques sont 

celles pour lesquelles : )sin()sin( θθ −= , autrement dit celles telles que : 0)sin( =θ , donc : )(0 πθ = . 

Il y en a donc deux qui sont 2I  et 2I− . 

Les matrices de symétrie : 








−
=

)cos()sin(

)sin()cos(

θθ
θθ

A , sont elles, toutes symétriques. 

• Parmi les matrices de rotation, les matrices antisymétriques sont celles pour lesquelles : 0)cos( =θ , 

autrement dit celles telles que : )(
2

ππθ = . 

Il y en a deux qui sont 






 −
01

10
 et 









− 01

10
. 

Parmi les matrices de symétrie : 








−
=

)cos()sin(

)sin()cos(

θθ
θθ

A , celles qui sont antisymétriques sont celles telles 

que : )sin()sin( θθ −= , et : 0)cos( =θ , soit telles que : 0)cos()sin( == θθ , donc il n’y en a pas.  
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39. En remarque préliminaire, on va fixer dans E une base orthonormale : B = ( ji, ). 

Pour : )(EOf ∈ , on note : matM = B )( f . 

Alors : ( Cf ∈ ) ⇔ (∀ )2(OA∈ , AMMA .. = ). 
Puis le produit de deux matrices de rotation donne : 

  ∀ ( ',θθ ) ∈ �2, si on note : 






 −
=

)cos()sin(

)sin()cos(
)(

θθ
θθ

θA , alors : )().'()'()'().( θθθθθθ AAAAA =+= . 

Donc deux matrices de rotation commutent toujours. 
Pour deux matrices de symétrie, on a :  

  ∀ ( ',θθ ) ∈ �2, si on note : 








−
=

)cos()sin(

)sin()cos(
)(

θθ
θθ

θB , alors : )'()'().( θθθθ −= ABB .  

Donc elles commutent si et seulement si : )'()'( θθθθ −=− AA , soit : )(0' πθθ =− , ou : )(' πθθ = . 
Comme ce n’est pas toujours le cas, aucune matrice de symétrie ne commute avec toutes les autres. 
Donc une matrice orthogonale qui commute avec toutes les autres est une matrice de rotation. 
Enfin, le produit d’une matrice de rotation et d’une matrice de symétrie donne : 
  ∀ ( ',θθ ) ∈ �2, )'()'().( θθθθ += BBA , et : )'()().'( θθθθ −= BAB .  

Donc )(θA  commute avec toutes les matrices )'(θB  si et seulement si :  

  ∀ 'θ  ∈ �, )'()'( θθθθ −=+ BB , soit : ).2('' πθθθθ −=+ , ou encore : )(0 πθ = . 

Donc les seules matrices orthogonales qui commutent avec toutes les autres sont 2I  et 2I− . 

En revenant aux endomorphismes, on en déduit que : { }EE ididC −= , . 
 

40. Si A  est triangulaire supérieure et orthogonale, notons kC  ses colonnes. 

Alors pour le produit scalaire canonique dans �n (ou Mn,1(�)), on a : 

  • 2
1,1

2

1 1 aC == , donc : 11,1 ±=a , et : 

  • ∀ ni ≤≤2 , iii aaaCC ,1,11,11 .0)( ±=== , donc : 0,1 =ia . 

Puis : 

  • 2
2,2

2
2,1

2

2 1 aaC +== , et comme : 02,1 =a , on en déduit que : 12,2 ±=a , et : 

  • ∀ ni ≤≤3 , iii aaaCC ,2,22,22 .0)( ±=== , donc : 0,2 =ia .  

Par récurrence, on montre alors que : 
  ∀ nj ≤≤1 , ∀ 11 −≤≤ ji , 0, =ija , et : 1, ±=jja . 

Autrement dit la matrice A  est diagonale, avec comme éléments diagonaux des 1 ou 1− . 
Réciproquement, de telles matrices sont bien triangulaires supérieures et orthogonales. 
Il y en a donc n2 . 
 

41. a. En notant X  le vecteur proposé, on a : YXA =. , avec : ∀ ni ≤≤1 , 
==

==
n

k
ki

n

k
kii aay

1
,

1
, 1. , et : 

      α=XAXt .. , avec :  
≤≤= =

=






=
nji

ji

n

i

n

k
ki aa

,1
,

1 1
,.1α , autrement dit : 

≤≤

=
nji

ji
t aXAX

,1
,.. . 

b. Appliquons maintenant l’inégalité de Cauchy-Schwarz aux vecteurs X  et XA.  dans l’espace Mn,1(�),  
    muni de son produit scalaire canonique. 

    Alors : XAXXAXXAX t ....).( ≤= . 

    Or A  étant une matrice orthogonale, (et au besoin en revenant à l’endomorphisme u  canoniquement  
    associé qui est un endomorphisme orthogonal de �n muni de sa structure euclidienne canonique), on a : 

      nX =++= 1...1 , et : nXXA ==. , d’où on déduit : nnna
nji

ji =≤
≤≤

.
,1

, . 

 
Isométries en dimension 3, produit vectoriel.  
42. Pour les quatre matrices proposées on peut calculer les produits AAt . , BBt . , CCt .  ou DDt . ou vérifier 

que les vecteurs colonnes forment une base orthonormale de �3 muni de sa structure euclidienne 
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canonique. 
On constate ainsi que les trois matrices sont orthogonales. 
• 1)det( =A , et A  représente donc une rotation u  de �3, muni de sa structure euclidienne canonique et 
de son orientation canonique. 
L’axe ∆ de cette rotation correspond aux vecteurs invariants par u  qui sont donnés par : XXA =. . 
Après résolution du système, on trouve : ))1,4,1((Vect=∆ . 

L’angle θ  de u  est donné par : )()(1)cos(.2 Atrutr ==+θ , soit : 1)cos( −=θ , donc : πθ = . 
Donc u  est un demi-tour (ou retournement) et il n’y a pas lieu de préciser ici le sens. 
u  est aussi une symétrie orthogonale par rapport à ∆ (et u  est diagonalisable car A  est symétrique 
réelle). 
• 1)det( −=B , et B  représente la composée d’une rotation u  par rapport à un axe ∆ et de la symétrie 

orthogonale par rapport à : ⊥∆=P . 
L’axe ∆ correspond aux vecteurs changés en leur opposé qui sont donnés par : XXB −=. .  
Après résolution du système, on trouve : ))1,1,3((−=∆ Vect . 

L’angle θ  de la rotation est donné par : )()(1)cos(.2 Btrutr ==−θ , soit : 
6

5
)cos( =θ , ou : 







=
6

5
arccosθ . 

Enfin, le sens de la rotation est déterminé par exemple à l’aide d’un vecteur de : ⊥∆=P  (qui ne subit que 
la rotation), par exemple avec : )1,1,0( −=e . 

L’image de e  vaut : 






 −−=
3

4
,

3

1
,

3

1
)(eu , et : 







−=∧
3

1
,

3

1
,1)(eue , qui est évidemment sur ∆. 

Si donc on oriente ∆ avec ce dernier vecteur (ou le vecteur )1,1,3(−  qui est colinéaire et de même sens), 

alors P  est canoniquement orienté et la rotation dans P  se fait dans le sens positif. 
• 1)det( +=C , et C  représente une rotation u  de �3. 

L’axe ∆ de cette rotation correspond aux vecteurs invariants par u , donnés par : XXC =. . 
Après résolution du système, on trouve : ))1,0,1((Vect=∆ . 

L’angle θ  de la rotation est donné par : )()(1)cos(.2 Ctrutr ==+θ , soit : 0)cos( =θ , et : 
2

πθ = . 

Enfin, le sens de la rotation se détermine avec un vecteur orthogonal à ∆, par exemple : )0,1,0(=e .  

L’image de e  vaut : 









−=

2

2
,0,

2

2
)(eu , et : 










=∧

2

2
,0,

2

2
)(eue , qui est évidemment sur ∆. 

Si donc on oriente ∆ avec ce dernier vecteur (ou le vecteur )1,0,1(  qui est colinéaire et de même sens), 

alors P  est canoniquement orienté et la rotation dans P  se fait dans le sens positif.  
• 1)det( +=D , et D  représente une rotation u  de �3. 

L’axe de la rotation correspond aux vecteurs invariants et vaut : ))0,1,1((Vect=∆ . 

L’angle θ  est donné par la trace et vaut : 
3

πθ = . 

Le sens de la rotation se détermine en choisissant un vecteur orthogonal à ∆, par exemple : )1,0,0(=e . 

L’image de e  vaut : 









−=

2

1
,

4

6
,

4

6
)(eu , et : 










=∧ 0,

4

6
,

4

6
)(eue . 

La rotation se fait donc dans le sens positif du plan si on choisit le vecteur ( 0,1,1 ) pour orienter ∆. 
 

43. Plusieurs méthodes sont possibles : 
  - utiliser la projection orthogonale (à l’aide d’une base orthonormale de P ) et en déduire la symétrie 
orthogonale cherchée), 
  - trouver la matrice de la symétrie dans une base adaptée et en déduire à l’aide de formules de 
changement de base la matrice cherchée. 
Par exemple, une base orthogonale de P  est par exemple fournie avec : 
  • P∈)2,0,1( , 

  • on cherche : Pzyx ∈),,(  , orthogonal au précédent, donc vérifiant : 0.3.2 =−+ zyx , et : 0.2 =+ yx . 
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On peut ainsi proposer : )3,5,6(− . 

On norme ces vecteurs, et on peut proposer comme base de P  :  

  






=
5

2
,0,

5

1
1ε , 







 −=
70

3
,

70

5
,

70

6
2ε . 

On cherche alors une base orthonormale de ⊥P , par exemple : 






 −=
14

1
,

14

3
,

14

2
3ε . 

Dans la base ( 321 ,, εεε ), la matrice de la symétrie vaut : 
















−
=

100

010

001

'A . 

On pose alors : 

























−

−

=

14

1

70

3

5

2
14

3

70

5
0

14

2

70

6

5

1

Q , et la matrice cherchée est : 
















−−
−

=
632

326

263

.
7

1
A , en utilisant : 

  QAQQAQA t'..'.. 1 == − . 
On peut noter qu’on obtient bien une matrice orthogonale (c’est la matrice d’une isométrie), et elle est 
symétrique réelle, donc diagonalisable.  
 

44. On commence par déterminer la matrice de cette rotation r  dans une base adaptée. 

Pour cela, on choisit un vecteur u  orthogonal à w  et de norme 1, par exemple : ).(
2

1
jiu += . 

On constate que le vecteur w  est normé, et on calcule : uwv ∧= , qui permet d’obtenir avec ( wvu ,, ) une 
base orthonormale directe de E. 

Après calcul, on trouve : )4,1,1.(
2.3

1 −=v . 

Si on oriente : )(wVect=∆ , avec w , alors : ⊥∆=P , est orienté positivement avec ( vu, ). 

On obtient ainsi : 





















 −

=

100

0
5

4

5

3

0
5

3

5

4

)(),,( rmat wvu , et si on note : 

























−

−−=

3

1

2.3

4
0

3

2

2.3

1

2

1
3

2

2.3

1

2

1

Q , alors la matrice 

cherchée est : mat B























−−

−

=== −

45

37

9

4

45

16
45

16

9

8

45

13
9

4

9

1

9

8

....)( 1 QAQQAQr t . 

 
45. On va plutôt montrer que l’application r  définie par l’énoncé est bien la rotation annoncée. 

Pour cela, on constate que r  est bien linéaire (c’est immédiat par bilinéarité du produit scalaire et du 
produit vectoriel). 
Cherchons alors la matrice de r  dans une base bien choisie et pour cela soient v  un vecteur de norme 1 
et orthogonal à θ , et : vuw ∧= . 
Alors la famille ( wvu ,, ) est bien libre (donc est une base de �3) et :  

  • uuuuuur =∧++−= ).sin().cos(.1)).cos(1()( θθθ , 

  • wvvuvuvr ).sin().cos().sin().cos(.0)).cos(1()( θθθθθ +=∧++−= , 

  • vwwuwuwr ).sin().cos().sin().cos(.0)).cos(1()( θθθθθ −=∧++−= , 
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et la matrice de r  dans la base ( wvu ,, ) est : 
















−
)cos()sin(0

)sin()cos(0

001

θθ
θθ . 

r  est donc bien la rotation d’angle θ , d’axe dirigé et orienté par θ .  
 

46. L’endomorphisme 1' −orror  est une isométrie de �3 comme composée d’isométries. 

De plus : 1)det().'det().det()'det( 11 +== −− rrrorror ,  

donc c’est une rotation de �3 qu’on va noter R . 
Puis si on note 'w  un vecteur qui dirige et oriente l’axe ∆’ de 'r , alors on a :  

  )'()'('))'(('))'(( 1 wrwrorwrorrorwrR === − , 

et le vecteur )'(wr  est invariant par la rotation R  donc dirige l’axe de R . 

Enfin : )'()'()( 1 rtrorrortrRtr == − . 

Si alors on note Θ,',θθ , les angles de Rrr ,', , alors : 1)'cos(.21)cos(.2 +=+Θ θ , et : Θ='θ . 

Donc R  est la rotation d’angle 'θ  autour de : ))'(( wrvect=∆ . 

On peut également préciser le sens de cette rotation : pour cela, on note ( ',',' wvu ) une base orthonormale 

directe de �3 (obtenue en complétant 'w  en une base orthonormale directe de �3). 

Dans cette base, la matrice de 'r  vaut : 














 −
=

100

0)'cos()'sin(

0)'sin()'cos(

)'()',','( θθ
θθ

rmat wvu . 

Donc : 
  • )'().'sin()'().'cos()').'sin(').'(cos()'('))'(('))'(( 1 vrurvururorurorrorurR θθθθ +=+=== − , 

  • )'().'cos()'().'sin())'(( vrurvrR θθ +−= . 

Or la famille ( )'(),'(),'( wrvrur ) est une base orthonormale directe de �3 puisque r  est une rotation. 

Donc la rotation R  s’effectue dans le sens positif si on oriente son axe ∆ avec 'w . 
 

47. a. On peut noter que f  est évidemment un endomorphisme de E. 

    Puis : ∀ λ ∈ �, ∀ x  ∈ E, ( xxf .)( λ= ) ⇔ ( xax ∧=− ).1(λ ). 

    Or le vecteur x).1( −λ  est ainsi à la fois colinéaire et orthogonal à x , donc il est nul. 

    On en déduit que : ( 1≠λ )  ( 0=x ), 
    et donc tout réel λ  distinct de 1 n’est pas valeur propre de f . 

    Puis pour : 1=λ , on a : ∀ x  ∈ E, ( xxf =)( ) ⇔ ( 0=∧ xa ) ⇔ ( )(aVectx ∈ ). 

    Conclusion : 1 est la seule valeur propre de f  et l’espace propre associé est : )()(1 aVectfE = .  

b. Soit : B = ( kji ,, ), une base orthonormale directe de E. 

    On note par ailleurs : kwjviux ... ++= , et : kwjviux '.'.'.' ++= . 

    Alors : kvuvujuwuwiwvwvxx ).'.'.().'.'.().'.'.(' −+−+−=∧ ,  

    puis )'( xxx ∧∧  a pour coordonnées : 

      • '.).'(').()'..'..'..()'.'..()'.'..(
2222 uxuxxuwvuwwuvvuuuuuwuwwvuvuv −=++−++=−−− , selon i , 

      • '.).'()'.'..()'.'..(
2

vxvxxvuvuuwvxvw −=−−− , selon j , et : 

      • '.).'()'.'..()'.'..(
2

wwwxxwvwvvuwuwu −=−−− , selon k . 

    On en déduit bien que : '.).'()'(
2

xxxxxxxx −=∧∧ . 

c. On commence par calculer :  
      ∀ x  ∈ E, )(.2)()()(2 xaaxaxxaxaxaxxf ∧∧+∧+=∧+∧+∧+= , et donc : 

      xaaxaxaxxf .).(.2)(
22 −+∧+= . 

    Puis : ).).(.2().).(.2()(
223 xaaxaxaxaxaaxaxaxxf −+∧+∧+−+∧+= , 

    ce qui donne : 
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....3)..(3.3

.)(.2).).(.2()(
22

223

xaaxaaxaxax

xaaxaaxaxaaxaxaxxf

∧−−+∧+=

∧−∧∧+∧+−+∧+=
 

    On utilise alors les relations :  
      xxfxa −=∧ )( , et : 

      xaxxfxfxaxxfxxfxaxaxxfaxa .)(.2)(.))(.(2)(..2)().(
222222 ++−=+−−−=+∧−−= , 

    pour obtenir :  

      

.).1()().3()(.3

))(.(..3).)(.2)(.(3))(.(3

.)(.2).).(.2()(

222

2222

223

xaxfaxf

xxfaxaxaxxfxfxxfx

xaaxaaxaxaaxaxaxxf

+++−=

−−−++−+−+=

∧−∧∧+∧+−+∧+=

 

    Finalement : ∀ x  ∈ E, 0).1()().3()(.3)(
2223 =+−++− xaxfaxfxf ,  

    et donc : 0).1().3(.3
2223 =+−++− Eidafaff  

    ce qui fournit le polynôme annulateur pour f  : )1().3(.3
2223 aXaXXP +−++−= . 

    On retrouve le fait que : 0)1()3(31)1(
22 =+−++−= aaP ,  

    donc que 1 est racine de P . 

    Enfin : ))1).((1()1.2).(1(
2222 aXXaXXXP +−−=++−−= . 

    Dans tous les cas, 1 est la seule racine réelle de P  (puisque a  est non nul) et c’est la seule valeur  
    propre possible de f . 


