Espaces vectoriels normés (corrigé niveau 1).

Normes générales.

1. Ona: 2|} =2 = |(x+ y) + (x= ) < x+ ¥ +[x - y].
De méme : 2|y =|2.y| =(x+ y) - (x= y)| < [x + y| +||x - ¥]-
En additionnant, on obtient : x| +|y| < |x + y| +[x~y].

2. On peut transformer la premiére inégalité en : |y - x| < ax|.
Donc: |y-xX|<a|x-y+y|<a(x-y|+|y]). etdonc: L-a)lly-x|<aly|.
ly-q_ a

vl 1-a

3. *Si N estune normesur E, alors : 0 x OE, (u(x) =0) = (N(xX) =0) = (x=0), et u est injective.
» Si U est injective, alors :
0 x OE,N(X) OR",
0 x OE, (N(x) =0) = (Ju(x)|=0) = (u(x) =0) = (x=0),

0 x OE OAOK, N(AX) =[u(A.x)| = [Au| = A u)| = |A|.N(x)

0 (xy) OE% N(x+y) =|u(x+y)| =[u(x) +u(y)] < Ju(d]| +[u(y)] = N(x) + N(y)
et N est bien une norme sur E.

En divisant par ||y, on obtient bien :

4. Si N estune norme, alors: N (@0,...0)) =a, >0, car: (10,...0) # 0.
Deméme: [0 2<i<n, a >0.
Réciproquement, si tous les a, sont strictement positifs, alors :
« 0 x OK", N(x) IR,
«0x OK,(N(X)=0)=01<i<n,(0<alx|<sN(X) =alx|+.+a,]x|=0)=(x =0),
etdonc: x=0,
« 0 x 0K, OADOK, N(AX) =aAx|+..+a, lix|=A@]x|+..+a,]x)) =[AN(X),
« D(%Y) DK N(x+y) =a [y + |+t a, X, + Y| < @ x|+ +a, %) + @]y +..+a,]y.),
et: N(X+y)<N(X)+N(y).
Donc N est une norme sur K", et la condition précédente est bien nécessaire et suffisante.

5. « Les fonctions considérées étant de classe C' sur le segment [0,1], N est bien définie de E dans R".
1
«Sideplusona: f OE,telle que: N(f)=0,alors: |f(0)=0,et: Io|f'(t)|.dt =0.

| f | étant alors continue et positive sur [0,1], elle y est nulle et f est constante sur [0,1].

Comme enfin elle s’annule en 0, f est la fonction nulle.
e Pour: f OE, et: A OR, il estimmédiat par linéarité de la dérivation et de l'intégration sur [0,1] que :

N(A.f) =|AN(f).
« Enfin: 0 (f,g) 0E?

N(f+0)=[f(©+g(O)+[|f'®)+g Ot <|f©)+g©)]+ [|f Ot + [ |o'®ldt = N(F)+N(g).
Donc N définit bien une norme sur E.

6. Puisque A est symétrique réelle, on peut trouver P orthogonale et D diagonale telles que : A='"P.D.P.
De plus les éléments diagonaux de D sont les valeurs propres de A et sont strictement positifs.

On va ensuite démontrer que : (X,Y)—"X.AY , définit un produit scalaire sur e/ , 1(R).
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Pour cela :

O(X,Y) e (R?, ' X.AY="X."PD.PY='X'DY'= Zdi’i XY
i=1
otonaposé: X'=P.X . et: Y'=PY.
Sous cette forme il est immédiat que I'on définit ainsi une forme bilinéaire symétrique sur e/, 1(R).
Elle est de plus positive car :

n
0 X Oefny(R), 'X.AX =>"d,; X7 20.
i=1
Enfin, elle est définie car :
O X Oena(R), (N(X)=0)= (0 1<i<n, x;=0), puisque les d;; sont strictement positifs
= (X'=0)= (P.X=0= (X =0), puisque P estinversible.
Ayant démontré qu’on avait bien un produit scalaire sur e/ , 1(R), I'expression proposée dans I'exercice est
alors la norme attachée a ce produit scalaire.

Suites et comparaisons de normes.
7. Notons : E = C°([0,1],R).
a. Les fonctions f, sont affines sur les deux sous-intervalles et coincident en —.
n
Donc elles sont bien continues de [0,1] dans R.
Puis :
1

= th 1
—|n —n2 = —-n? _— = —
N,(f,) —IO (n—n<1).dt —[n.t n .2}0 >

1
n

1 t3
— n(n—_n2+)2 — 2+ _ 1342 a b | -
Nz(fn)_\/jo(n n?t)2.dt = {n t=n®t? +n'

0

4

n

3
« N, (f,)=n.

b. On aimmédiatement : 0 f OE,

¢ N(F) < [INL(F)dt< N, (F)[dt =1N,(f),

. N,(f)2 sj:Nm(f)z.dts Nw(f)z.j:dt:1.Nm(f)2,soit: N,(f) <1N, (f),

¢ Ny(f) = [[]f @) Lot < \/j;| f (t)|2.dt.\/j:12.dt =1N,(f),

avec l'inégalité de Cauchy-Schwarz dans E muni de son produit scalaire canonique.
c. Supposons que B existe, avec : §>0.

Alors: O n ON*, B.N_(f,)<N,(f,),soit: Bn< % ce qui est impossible.
De méme, si B’ existe, alors : O n ON*, B'.N_(f,)<N,(f,),et: f'n< \/g encore impossible.

Enfin, si B” existe : 0 n ON*, B".N,(f )< N,(f,),et: 8" g s%, toujours impossible.

8. Soit E le R-espace vectoriel formé des suites réelles bornées (u, ), telles que : u, =0.

Pour: u OE, onpose : N, (u) =supu,|, et: N(u) =supu,,, —u,|.
n=0 n=0

a. Puisque tout élément de E est une suite bornée, N_ et N sont définies sur E et a valeurs positives.
Deplus:0u OE OANOR, A.(u,)=(Au,),
donc les propriétés classiques des bornes supérieures permettent d’obtenir que :
N., (A.(u,)) =[ALNL ((u,)), et s N(A.(u,)) = [A[N((U,)) -
Puis sipour: u OE,ona: N_(u) =0, alors:
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OnON, 0<u,/<N,(u)=0,donc: u, =0,et: u=0.

n+l n-

De méme, siona: N(u) =0, alors: O n ON, 0<|u,,, —u,|<N(u) =0, donc: u,,, =u
On en déduit que U est constante et comme de plus : u, =0, finalement: u=0.

Enfin: O (u,v) OE O n ON, |u, +v,|<|u,|[+[v,| < N, ) + N, (u),

et afortiori : N_(u+Vv) < N_(u)+N_(u).

Le méme type de raisonnement donne un résultat similaire pour N .

Donc N_ et N sont des normes sur E.

b. On aimmédiatement : 0 u OE, 0 n ON, |u,,, —U,|<[u,.| +|u,|< 2N(u), et donc: N(u) < 2N, (u).
c. Pour: p=1, considérons la série dont le terme général est :
*3,, =0,

Ul<sn<p,a,,=—, et:

oS-

0 p+lsn, a,,=0.

Notons alors (S,ﬂp)) la suite des sommes partielles de cette série convergente.
On constate que :

«00<n<p, SP =— et:

n
o’
« 0 p+lsn, SPP =1.

Donc la suite S est dans E.

Puis : N, (S"®) =1, et: N(S®) =N, (S -SP) =N, ((@.1,)) :%,

Ainsi, s'il était possible de trouver : >0, tel que : N, < .N, alors on aurait :

O p=1,1=N_(S?®)< BN(SP) =£, soit: p< [, ce qui est impossible.
P

Donc il n'est pas possible de trouver une telle inégalité.

9. a. Puisque : E 0 C°([0,1],R), la norme N est simplement la norme N_ de C°([0,1],R) induite sur E.

A ce titre, c’est bien une norme sur R.
N' est également une norme sur E, car :

-0 f OE, f'estcontinue sur [0,1], et sup f'(t)| existe (et appartient & R"),
[0y

0 f OE (N(f)=0)=(N_(f)=0)=(f'=0)=(f =cste) = (f =0, car: f(0)=0).
«0f OEOANOR, N'(AF) =N, (AF) = AN, (f) =[]AN'(),
«O(f,g)OE% N'(f+g)=N_(f+g")<N_(f)+N_(g')=N'(f)+N'(g).
b. Soit: f OE.
Alors: 0t0[0,1],0c O[0,1], f(t)=f(t)—f(0)=(t-0).f'(c), et donc: |f(t)|s|f'(c)|s N'(f).
Cette majoration étant valable pour tout t, on en déduit que : N(f)< N'(f),dot: N < N'.
c. Considérons les fonctions f définies par: Ot 0[0,1], f, (t)=t".
Alors: 0 n ON* N(f)=1,et: N'(f )=n,car:0t0[0,1], f '(t)=nt"".

Donc si maintenant on pouvait trouver : a > 0, telle que : @.N'< N, alors on aurait :
O n ON* a.n<1, cequiestimpossible, et donc un tel a n’existe pas.

10. a. * Pour le polynéme nul, N(P) et N_(P) existent et sont des réels positifs.

Si P est non nul, alors N_ (P) existe comme plus grande valeur d'un nombre fini de réels (positifs) et

c'est un réel positif.
De méme, puisque les coefficients d'un polynéme sont nuls a partir d'un certain rang, la série qui définit
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11. a.

.1l estimmédiat que : O P O K[X], N(P) =§°:|ak|.2_k = Z|ak| 2 <N_(P). ZZ K
k=0

N(P) a ses termes nuls a partir d'un certain rang et donc converge.

Enfin, tous les termes de la série étant positifs, sa somme l'est aussi.
Pour les démonstrations suivantes, on ne distinguera plus le cas du polynéme nul.
e Pour: P OK[X],et:A\OK,ona:

0 0<ks<degP), |1.a]=[|ja|<|A.N,(P),
donc: N, (A.P)<|AlN, (P).

En distinguant au besoin, le cas ou A est nul, on en déduit classiquement l'inégalité inverse, et donc
finalement 'égalité : N, (A.P) =|A|.N,,(P).

+00 deg(P) deg(P) +oo
puis: NAP) =Y Aa |27 = 3 Allaf2™ = A 3 a2 = A1 [a 2™ = AIN(P).
k=0 k=0 k=0 k=0

 Soit: P O KI[X], non nul.
Alors P comporte au moins un coefficient non nul a, et:N_ (P) 2 |aN| >0,

d'ou le résultat voulu par contraposée.
- deg(P)
De méme : N(P) = a2 = 3 [a 2™ 2[ay|2"
k=0 k=0

* Soient P et Q deux polyndmes avec : m = max(degP),degQ)), et de coefficients a, et b, .
Alors: 0 0sks<m, [a +b]|<|a]+b|<N,(P)+N,(Q), puis: N,(P+Q) <N, (P)+N,(Q).

De méme : N(P+Q) =3[, +b|2* <" (a| +/bi[) 2™ =§|ak|.z-k +§|bk|.z-k = N(P) + N(Q).
k=0 k=0

1
k=0 -2

On en déduitdoncque: N<2N_,et: a =2, répond a Ia question.

. Considérons la suite : (P,) =(X").

Alors: 0 n ON, N_(P,) =1, et la suite (P,) ne tend pas vers 0 pour N

deg®,)
Deplus: 0 n ON, N(R,)= Y |a,]2™ =27, etla suite (P,) converge vers 0 pour N .
k=0

Or si on pouvait trouver : >0 telque: B.N_ < N, alors la convergence de (P,) vers 0 pour la norme
N entrainerait (avec le théoreme des gendarmes dans R), la convergence de (P,) vers 0 pour N, .
Donc un tel B n’existe pas.

On peut montrer le résultat suivant par récurrence ou simplement écrire :

OnON, vno(u—idE)zniﬂ.(zn:u"“—zn:ukj n+1(§ ZU j (U™ =idg).
k=0 k=0

. Soit: zOkeru—id:) nIm(u-idg) .

Alors: u(z)=z,et:0y OE, z=u(y)-Yy.
Donc : 0 n TN, ¥, (2) =V, (u=ide)(¥) = . (™ (y) - ).

" (y) + Il
-5

Or il est immédiat par récurrence que, vu I'’hypothése faite sur u, on a :

IIVII

et donc : |v, (z)||

u"(y)| <[,

etdonc: |v,(2)] < , d'oll on déduit que : lim ||v (2)|=0, etdonc : lim v,(2) =0.

Oor:O0n0ON, v, (2= —z “(2) = —((n+1)z)—z

Donc la suite (v,(2)) est constante, égale a z et tend vers 0, d'ou on déduit que : z=0.
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La somme (ker(u—idg)+Im(u—id.)) est donc directe.
Le théoréeme du rang permet de conclure que : keru—id.) O Im(u-id;) = E.
c. Soit maintenant : X O E.
Il existe alors : zOIm(u—idg), telsque : Xx=p(X)+z, ou p est la projection proposée.
Puis: O n ON, v,(X) =Vv,(p(X)) +V,(2).
En reprenant la question précédente, on constate de méme que :

+ U(POO) = PO done £ 11 n DN, v,(POY) = 0 3 U (P(X) = (1 +3.P(X) = P(X).

«0Jy OE, z=u(y)-y,et:O0n0ON, v,(2) :%.(u”ﬂ(y)—y), dou: limv,(2)=0.
n n- +o
Finalement : lim v, (X) = lim (v,(p(X)) +Vv,(2)) = lim (p(x)) + lim v_(2) = p(x) + 0= p(Xx)
d. Soit: # = (e,,...,€,), une base de E, et soit N, la norme infinie attachée a cette base dans E.

m
On note ensuite : 0 f O.Z(E), N(f) =Y N_(f(e)).
i=1
Alors N définit une norme sur £ (E).
En effet, elle est correctement définie et a valeurs dans R”, elle a la propriété d’homogénéité, elle vérifie
I'inégalité triangulaire, et si elle s’annule pour f , alors f s’annule sur les vecteurs d’'une base de E et

donc est 'endomorphisme nul.
m
Enfin: 0 n ON, N(v, —p) =) N.(v,(&) - p(e)),
i=1
et comme somme de m suites réelles tendant vers 0, on conclut que : lim N(v, — p) =0,
n— +oo

autrement dit: lim v, = p.

n- +oo

Suites et normes dans o »(K).

12. On va ici déterminer explicitement la suite ( X,).
Pour cela, la matrice A a pour polyndme caractéristique : x,(A) = (A —1).[)! —%)

A est donc diagonalisable, et on peut la diagonaliser en cherchant ses espaces propres :
1 3
E,(A) = Vect ,et: E;(A) =Vect .
1 E "2
1 3 1 0
On peut alors écrire : A=P.D.P™, avec: P = (1 2}, D=\, S|, et:
- 6
1 0 > ;Z+Ei(§j
OnON, X, =P. 5”.P‘1.(]=5 5\6/
°le) ) W72 @
5 516
Puisque les deux suites coordonnées liées a ( X,,) dans la base canonique convergent, ( X,) est donc une

suite convergente, et: lim X =

n- +oo

gl~No |~
I
o~
|—\-|—\
N—

Remarque : dans une version vectorielle, si on note u I'endomorphisme canoniquement associé a A, p;

et pg, les projecteurs associés a la decomposition de R? & I'aide des sous-espaces propres de A, alors :
6
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u—1p+§p et:
P, 6'2' :

5

OnON, u" :1.p1+(gj Ps

s O

puis : u" (23) =1.p, (21) +@ P (21).

On constate alors que (u" (21)) converge vers : p, (21) zg @Y, car: (21 =£ @y +% (3-2).

13. a.

14. a.

1 2 3
On constate immédiatementque : N| | -3 -2 1||=33=09.
0O 1 O

. L’application est correctement définie sur E et est a valeurs positives.

Avec les propriétés classiques des suf oudes max,ona: 0 A OE, OANOR, N(A.A) =|/1|.N(A).
Sipour: AOE,ona: N(A)=0,alors:01<i,j<n, ‘aiyj‘s N(A) =0, donc: ‘am-‘=0, et: A=0.
Enfin: 0(AB), 0E% 01<i,j<n, nfa;+b |<nla [+nfo [<N(A)+N(B),

et a fortiori : N(A+B) < N(A)+ N(B).
Donc N est une norme sur E.

.Pour: (AB), 0E? sionnote: C=AB,ona:

O1<i,j<n, n.‘ci‘j‘zn.

n
z ai,k 'bk,j
k=1

et a fortiori : N(C) = N(AB) < N(A).N(B) .

< Zn:n.‘ai’k‘.‘bk’j‘ < N(A).Zn:‘bk’j‘ < N(A).n. max b, ;| = N(A).N(B),
k=1 k=1 =N

. Notons tout d’abord que N' est toujours une norme sur E (méme démonstration).

Sion remplace N par N', le résultat n’est plus vrai pour: n>2, caravec: A=B=|: :|l,ona:

* N'(A)=N'(B)=1=N'(A).N'(B),
« AB=n.A,donc: N'(AB)=n.N'(A) =n,
et dans le cas précisé : n>1.

Chague somme est, pour une matrice A la somme des modules des coefficients de la ligne.
|A| représente donc la plus grande de ces sommes.

. Il est clair que pour une matrice A, ||N| existe et est un réel positif, comme plus grand élément d'une

famille finie de réels positifs.
Puis: O A O o/ y(K), si: |A|=0, alors :

01<i<n, Osé‘ai,j‘s”,bﬂzo, et: é‘aj‘ =0,

d'ou on déduit que tous les coefficients de la matrice A sont nuls, puis enfin que A est nulle.
Pour: A Do n(K)et:AOK,ona:

O1<i<n, Z;‘A'aivi‘ :|"|'Z;‘a‘1i‘ <[A||A], dou: |A.A <|A|A].
i= j=

eten distinguant au besoin le cas ou A est nul, on en déduit I'inégalité inverse puis I'égalité :

[A-A=A -
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15.

16.

Enfin: 0 (AB) Dok (K, 01<i<n, Ya, +b < Y[a,[+ )b, <A +[8]. et:
=1 j=1 j=1

|A+B]<|A+[8].

. Soit donc : (A,B) O o o(K)>.

n

<SSl = St < Zlaiel < 4l

j=1 k=1

Alors:01<isn, ) Zn:aiyk.bkyj

j=11k=1

d'ot on déduit que : | AB| < |A||B].

n
J

.Pour: (A X) Ot (K)xet ,1(K), etennotant: Y = AX,ona:

Ol<i<n,|y|= ,Z:‘aj'jlxj < JZ:‘ai’ijj‘ < Nm(X).jZ:‘aiyj‘ < N, (X)J|A|.

d'ot on déduit: N, (AX) =N, (Y) <|AlN,(X).

. Soit alors A une valeur propre de A et X un vecteur propre associé.

Ona: AX =A.X,donc: N, (AX)=[AN,(X)<|AlN,(X),

et en divisant par N,,(X), non nulle puisque X est non nul, on en déduit finalement que : [A| < ||A[.

. La suite (M *") est une suite extraite de (M ") donc elle converge vers la méme limite, c'est-a-dire A.
. Soit | .|| une norme d'algébre sur e (C).

Puisqu'on peut écrire: 0 n ON, M*"-A>=(M"-AM"+AM" - A),

M =A% <|m" - Al |+ A M - A
La suite (M ") étant convergente, elle est bornée (en norme) par une constante C, et :

OnoN, M2 - A%< c+ A M -4,

d’oli on déduit avec le théoréme des gendarmes que (M *") converge vers AZ.
L'unicité d'une limite de suite montre donc que : A= A%,

on a aussi :

. Soit | .|| une norme d'algébre sur e/ (C).

On peut écrire : 0 p ON, H(B.A) pt

=[B.(aB)".A|<[B](AB)?||A.

et le majorant tendant vers 0, on en déduit que ((B.A)") tend aussi vers 0.

. On peut le montrer entierement avec :

O pON, HP.Q - (A”.B”)H = HP.Q ~APQ+APQ- AP.BPH < HP - APH.||Q|| +HA”H.HQ - B”H .
Comme ( A®) converge, c'est une suite bornée et le théoréme des gendarmes montre que (AP.BP)

tend vers P.Q alors que (BP.AP) tend vers Q.P.
Mais comme c'est deux fois la méme suite, par unicité de la limite, on en déduit que : P.Q = Q.P.

. On constate que, de méme que dans la question précédente, la suite constante (Ap.A,;l) (égalea 1,)

converge vers AB.
Donc par unicité de la limite, on en déduitque : AB=1_,et: B= A™,

- (1
. Considérons la suite (—.I n] :
p=1

P

Alors cette suite est bien une suite de matrices inversibles, et qui converge vers 0.

Or d’apres la question c, si la suite des inverses convergeait (vers B) alors la matrice nulle serait
inversible et son inverse serait B.

Donc la suite des inverses diverge.

Topologie.
17. a. N et Z sont fermés dans R, car ce sont les complémentaires de réunions infinies d'ouverts, a savoir :
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. (‘W,O[D([j]n,nﬂlj, pour N, et :

n=0

. (G]n,nﬂ{} pour Z.

n=-co
lls ne sont pas ouverts car 0 n'est pas un point intérieur.
En effet toute boule ouverte centrée en 0 (donc ici tout intervalle ouvert de type ]—r,+r [) contient des

. " : (r 1
valeurs qui ne sont pas entiéres et donc qui sortent de N et de Z, par exemple min EE .

Q n'est ni ouvert ni fermé dans R puisque :
» 0 par exemple n’est pas intérieur a Q car tout intervalle ouvert ] —r,+r [ centré en O contient des

wi

2

» de méme, pour un point du complémentaire (R\ Q) (par exemple \/E), tout intervalle centré en ce
point ne sera pas inclus dans (R \ Q) car il contiendra des rationnels.
On peut aussi dire qu'’il existe une suite convergente d’éléments de @, dont la limite n’est pas dans Q
(par exemple la suite des approximations décimales de \/E définie par :

OnON,a,=10" E@0"A/2),

qui tend vers \/E) et donc Q n’est pas ferme.
b. L’ensemble proposé est une réunion infinie d’ouverts donc c’est un ouvert dans R : méme principe de
démonstration qu'au-dessus.

irrationnels : On ON, 10" <r, et est dans ]—r,+r [ mais pas dans Q.

2n 2n+1 - 2 2n+1 !
c'est-a-dire la suite des milieux des intervalles, converge mais vers une limite qui est 0 et qui est hors de
1 1
I'ensemble : U}ﬁ_n[
N2 2
c. L’ensemble (notons le F ) est fermé dans R®.
En effet, si une suite : (u,) =((a,,b,,c,)). de points de F converge vers: u = (a,b,c), alors :
«0nON, a, 0[0,1], b, O[0,1], c, O [0,+0),
* les suites (a,), (b,) et (c,) convergent respectivement vers a,b,c.
« en passant a la limite dans les inégalités du premier point, ona: a [0 [0,1], b 0[0,1], ¢ O[0,+),
et la limite U est bien dans F .
Il n’est pas ouvert car tout boule centrée en (0,0,0) (qui est dans F ) de rayon r n’est pas incluse dans

D’autre part, ¢a n’est pas un ferme car la suite définie par: O n ON, a, = %[i + 1 j = § 1

F car le point (—%,—%,—sz est dans la boule mais pas dans F .

d. Sionnote H cet ensemble, alors il a par exemple une équation : a,.x; +...+a,.Xx, =0,

dans la base canonique de R" (ou « =b », si on considére un hyperplan affine de R"),
et 'un des a, est non nul (on supposera dans la suite que c’est a,,).

Alors H est fermé car si (u,) est une suite d'éléments de H,avec: 0 p ON, U, = (X, X,0)
qui converge vers : U = (X,,...,X,), alors :

« 01<is<n,(X,;)converge vers X,

0 pON, a.x,,+..+a,X,, =0, puisque ce sont des points de H,

* en passant a la limite dans 'égalité précédente on en déduit que : a;.x; +...+a,.X, =0, et: uJH .
H par ailleurs n’est pas ouvert car pour : U =(X,,...,X,) O H, et quelque soit: r >0, la boule ouverte
(par exemple pour la norme infinie) centrée en U et de rayon r n’est pas incluse dans H.

. r
En effet le point : U'= (X,..., X1, X, +§) ,
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e est dans la boule car: N_(u-u') = ma{O,...,O,sz = LZ <r,

* n'estpasdansHcar: a.x, +...+ an.(xn +%) =(a.X +...+ an,xn)+an,i2 =0+ an,% 0.

18. a. L’existence pour tout élément de E et la positivité sont immédiates.
De méme : O (x,y) OE OAOR, |A.(xy)|=]A1X + (A% + (Ay)? =Ax ) -
Enfin et puisque : O (X, y) OE, (X, y)]| =X+ N,((x,y)), on a aussi :
O((xy).(x,y)) OF,
[0 )+ 0y =[x+ X+ NL (O ) + (X)) < [+ X+ NL (6 ) + N, (X, )
<feenl+[ecy)l

Donc | . | est bien une norme sur E.

b. La boule de centre O et de rayon 1 pour cette horme
est définie comme : B= {(x,y) OR? 1=[x+/x* +y*}.
Donc: O (x,y) OR% ((x,y) O B) = (y* =1-2Jx)).
C’est donc la réunion de deux portions de paraboles :

+ 0< xs%, y=%J1-2X, et:

1 1 08 06 04 02 U 08
. _ESXSO' y=+4J1+2X.

19. On va utiliser une norme N quelconque de R".
Soit: (a,b)JA+B,etdonc: all A, bOB.
Puisque A estouvert, onsaitque : Or >0, B(a,r) O A.
Montrons que : B(a+b,r) 0 A+B.
Pour cela, soit: x[O1B(a+b,r), et posons: a=x-b.
Alors : N(x—(a,b)) <r,etdonc: N(a'-a) <r, soit: allB(a,r), etdonc: allA.
Autrement dit : X =a'tb, avec: allA, et: bOB, ce qui entraine : Xx(1A+B.
On vient de montrer que : B(a+Db,r) 0 A+ B, et A+ B est bien un ensemble ouvert.

Remarqgue : on peut constater en reprenant la démonstration précédente, qu’il suffit que I'un des deux
ensembles A ou B soit ouvert pour que A+ B soit encore un ouvert.

20. a. Etant donnée une base : & = (ey, ..., €,), de I'espace, un hyperplan admet une équation du type :
a.x +...+a,.x, =0, dans cette base .%.

n
Si (u,) est une suite d'élémentsde H,avec: 0 p ON, u, = pryi .8 , qui converge vers :
i=1

n
u=>x.,alors:

i=1
« 01<is<n,(X,;)converge vers X,
0 pON, a.x,,+.+a,X,, =0, puisque ce sont des eéléments de H ,
* en passant a la limite dans 'égalité précédente on en déduit que : a;.x, +...+a,.X, =0, et: uJH .

Donc H est fermé.

b. « L’ensemble des matrices de trace nulle dans c# (K) est un hyperplan de e ,(K), noyau de la forme
linéaire non nulle ‘trace’.
A ce titre, c’est un fermé de c# (K).

n(n-1

* 'ensemble des matrices triangulaires supérieures est l'intersection de — hyperplans de e/ ,(K),
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21.

22.

23.

qui sont les noyaux des formes linéaires nonnulles : 0 1< j<i<n, A a ;.

En effet, une matrice triangulaire supérieure de e/ ,(K), est caractérisée par : 0 1< j<i<n, a; =0.
Donc c’est un fermé de ¢/ (K) (de méme que les matrices triangulaires inférieures).

* 'ensemble des matrices diagonales est aussi une intersection de fermés, cette fois de n®>-n fermés,
noyaux des formes linaires: 0 1< j#i<n, A a ;.

Donc c’est un fermé de e/ (K).

n(n-1

« enfin, 'ensemble des matrices symétriques de e (K) est lui I'intersection de — 2 hyperplans,

noyaux des formes linéaires non nulles : 0 1< j<i<n, A a ; —q,; i, et donc c’'est un ferme de

e/ ,(K) (de méme pour les matrices antisymétriques).
Remarque : pour cette question b, on aurait aussi pu montrer que toute suite convergente d’éléments de
ces ensembles avait sa limite a chaque fois dans I'ensemble considéré.

* Soit (U,) une suite d’éléments de F convergente pour la norme N_ vers la fonction u de E.

Alors: 0 x 0[0,1, O n ON, u,(x)=0,

et puisque la suite (u,,) converge aussi simplement vers u sur [0,1], on en déduit en passant a la limite
que: 0 x 0[0,1], u(x)=0,

autrement dit: uJ F, et F est fermé.

 Soit maintenant : u 0 Q.
Alors u est continue sur [0,1] et elle atteint son minimum en un point : ¢ 0 [0,1], ou : u(c) > 0.

Alors la boule ouverte de centre u et de rayon : r = u(c), est incluse dans Q.

En effet, si: vVOB(u,r), alors: N,,(v-u) <r,donc: 0 x 0[0,1], [v(x) —u(x)| <r.
Donc : O x 0[0,1], v(X) >u(x)—r =u(x) —u(c) =0,

car U atteint son minimum en ¢ et on a bien : v(x) > 0.

Autrement dit: vO Q, et: B(u,r) 0 Q, donc Q est un ouvert de E.

a. Pour : x O E, on considére I'application : y > [x~y].
Elle est définie et lipschitzienne sur E car : O (Y, '), H|x— vl =[x = ym <|x=y)=(x=y)|=|ly-y]-
Donc l'application est continue sur E.
Puis F étant non vide, I'ensemble : N = {|x~y|, yOF }, est non vide et constitué de réels positifs.

Donc il admet une borne inférieure de d(x, F) existe.
b. Raisonnons par double implication.
«Si: xOF ,alors: 0=|x-x| O N.

Donc la borne inférieur de N (inclus dans R") est bien 0 et : d(x,F) =0.
*Si:d(x,F)=0,alors:0nON- Oy, OF, ||x—yn||sl,
n

par définition d'une borne inférieure.
La suite (Y, ) est donc convergente et converge vers X.

Mais F étant fermé, toute suite d’éléments de F convergente a sa limite dans F , etdonc: xUF.

a.~ Soit: u OE.
Alors u est bornée et : |u]_ =supu,|, existe, et comme borne supérieure d’un ensemble de réels
n=0

positifs, c’est encore un réel positif.
« Sipour: u OE,ona: |u|_=0,alors:

OnON, O<|u,|<|u| =0,et:u,=0,soit: u=0.
e Soit: U OE,et:AOR.

Chapitre 12 : Espaces vectoriels normés — (Exercices corrigé niveau 1).

-10



Conti

24. a.

25. a.

26. En notant f I'application proposée, on a immédiatement a I'aide de la deuxiéme inégalité triangulaire :

. Puisque : O x OR", f'(X)=-

La valeur |A| étant alors positive, on a bien : [Au]_ =sugdu,|=supA||u,| =|A| sudu,| =|A||u]_ -
n=0 n=0 n=0

« Enfin: O (u,v) OB O n ON, |u, +V,| < |u,| +|v,| <], + M.

et ceci étant vrai pour tout n, on en déduit que : [u+v{_ <|ul_ +|M_.

. I nous faut donc trouver une boule ouverte centrée en 1 et incluse dans F .

Pour cela, posons : r =1.

Alors: 0 u O B(@r), [u-1|_ <1,

et:0n ON, |u, -1 <1, ce qui entraine : u, >1-1=0.

La suite u est alors bien dans F , et la boule proposée est incluse dans F .
Donc la suite 1 est bien intérieure a F .

nuité, applications lipschitziennes.
On a tout d’abord : f(a) =0, puisque : |a] < a], et donc :

« 0 x OE, telque: [X|<|ja], ona:|f(x)- f(a)|=‘||x—a||—0(=||x—a“,

« 0 x OE, telque: || >[a],ona: |[f(x)- f(a)=|0-0 =0<|x~4].
Autrement dit: O x OE, |f(X) - f(a)|<|x-al.
Il est alors clair que f est continue en a car:

0&>0,0a>0,avec: a=¢,telque: 0 x OE, ([x-d|<sa)=(f(x)-f(@@)|<e).

. Considérons la suite définie par: 0 p ON, x, =—(1+27").a.

La suite (X, ) tend vers —a car: 0 p ON, pr - (—a)” =27"]al, qui tend bien vers 0.
Mais la suite ( f(x,)) ne tend pas vers f(-a) car:

+ t(-a)=I-a-al =2l #0,car |- o =Jel <[al et

-0 pON, f(x,)=0,car: prH = (@+27"))|d| >|j4]. car a est non nul.

La suite (X, ) converge donc vers 0 qui n'est pas f(-a) et f n'est pas continue en —a.

C’est simplement I'inégalité des accroissements finis dans R.
Eneffet: O(x,y) 0 12, |f(x) = f(y)|<k|x—y, puisque k majore |f{ sur I .

1 , 1
~.ona:|f' (x| = > <
1+x) L+x)
Donc f est 1-lipschitzienne.
Sideplus f est k-lipschitzienne sur R*, alors : O x OR™, |f(x) - f (0) <k|x-0,
|f(X)‘f(0)|Sk’

[x-0

et en faisant tendre X vers 0, on obtient : 1=|f'(0)| < k.

donc: O x>0,

Donc 1 est la meilleure valeur de k que I'on puisse proposer.

006y) DE X =Ivl <<=

Donc : 1 (x,y) D EZ |00 = (] = ~Iv-a = 4 - |ilal < [~ v

f est donc |[d|-lipschitzienne et donc continue sur E.

Chapitre 12 : Espaces vectoriels normés — (Exercices corrigé niveau 1).

-11



