PSI* — 2016/2017 Pour le 13/01/2017.

D.L. 4

Probléme A : intégrale de Dirichlet

+00 i
A . . . . . . sint
1) A laide d’une intégration par parties, donner un sens a 'intégrale impropre F' = / Tdt.
0

in (2 1 n
M:1+220082km‘.

2) Soit n € N*. Etablir : Vz € ]0, 7| P
k=1

7'('/2 : 9 1
En déduire : / M

s
- de = —.
0 sinx 2

3) a) Soit f une application de classe C! sur [0,7/2] ; montrer & I'aide d’une intégration par parties que
/2
la suite de terme général I,, = f (z) sinnxdz converge vers 0.
0

M size]0,7/2]
b) Soit g une application de classe C? sur [0,7/2] et f: x x .

g (0) siz=0
Montrer que f est de classe C! sur [0, 7/2].

sin nx

w/2
En déduire que la suite de terme général J,, = / g (x) dz converge vers F.g (0).
0

- si x €10,7/2]
4) Montrer que g: z+— { SNz est de classe C? sur [0, 7/2].
1 siz=0

5) En déduire la valeur de F.
Probléme B
dt

2422t 4+ 1"
Justifier 'existence de cette intégrale et la calculer au moyen d’une primitive.

+o0
1) Pour tout réel x € |—1,1[, on pose : F (z) = /
0

oo dt
2 1 t éel b tel 2 _4b : b) = -
) On pose alors, pour tous réels a,b tels que a <0: G(a,b) /0 P R——

Donner pour G (a,b) une expression trés simple utilisant F'.

3) Pour a > 0 et a® — 4b < 0, montrer que la fraction rationnelle :
X241

QQj:@W+aX+MCW—ﬂX+®

peut se décomposer sous la forme
AX +p —“AX +pu
d(X)=
(X) X2+aX+b X2—aX+D
ol A et p sont deux réels que ’on précisera.

1
4) Factoriser le polynéme P (X) = X4 + X2 + 3 dans R [X].

dp

w/2
5) Calculer enfin, en utilisant les résultats précédents, la valeur de l'intégrale : I = / T sinio
0 sin®
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2)

3)

1)
2)
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Probléme C

On définit la fonction I' d’Euler par

“+o00
['(z)= / e it 1de,
0

Partie I — Une premiére identité due a Euler
Montrer que la fonction I' est de classe C! et strictement positive sur ]0, +o0].
Exprimer I' (z + 1) en fonction de = et I' (x). Calculer I (n) pour n € N*.

On désigne par (fn), > la suite de fonctions définies sur |0, +oo[ par :
t n

1——) == site]o,n

fn (t) = < n) ] [

0 sit>n

et Pon définit pour tout réel z > 0 les suites (I, () ) ., et (Jn (x) )n>0 par :

In(x):/(]n <1%>nﬂ—1dt ot Jn(x):/olut)"tx—ldt.

a) Montrer que, pour tout entier n > 1, la fonction f, est continue et intégrable sur ]0, +oo.

b) Montrer que, pour tout > 0, lim I, () =T (z).
n—oo
¢) Montrer que, pour tout entier n > 0,

Ve >0 Jpy1(z) =

d) En déduire que, pour tout x > 0,

n!
Jn(x):$($+1)...($+n—1)($+n)

e) Etablir enfin I'identité d’Euler :

xT

Vz>0 I(z)= lim nt-n
sz (z+1)...(z+n)

Partie IT — Une intégrale & parameétre

Dans toute la suite, on définit une fonction h sur R par
h(u) =u— |u] —1/2
ou la notation |u] désigne la partie entiére de w.

Dessiner soigneusement le graphe de 'application h sur l'intervalle [—1, 1].

Montrer que la fonction H définie sur R par :

est continue sur R, périodique de période 1 et de classe C! sur tout intervalle de la forme |n,n + 1],

n € N.

3) A Vaide d’une intégration par parties, justifier pour = > 0 la convergence de l'intégrale suivante :

U+ x

/+00 Alw) du.
0



4)

5)

1)

2)

3)
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h(u)

L’application u +— est-elle intégrable sur R ?
u+tzw

Soit ¢ I'application définie pour tout = > 0 par

+00 U
() :/0 ul )du.

U+ x

En reprenant 'intégration par parties de la question 3), démontrer que ¢ est de classe C sur RT* et

+o0 U
o' (z) = /0 7( h(w) 5 du.

x+u)

que, pour tout = > 0

Partie II1

Nous allons maintenant établir une autre formule importante due & Euler, valable pour tout x > 0 :

1 oo p
InT'(z+1) = <x+§) 1nx—x+ln\/27r—/ ﬂdu
0

Tr+u
ou h est 'application définie & la partie II.

On fixe donc = > 0 et pour tout entier naturel n, on définit F,(x) par

n!_anrl
Fo(x) :ln((x+1)(x+2)...(x+n+1))

Montrer que pour tout entier naturel ¢ :

a+i+l o, i1
/ lntdtzln(x—i—i)—/ 20 du
o+i i u+x

En déduire que
h(w)

u—+x

du

n+1

Fula) = Gala) ~ |
ou 5 ’ )
Gp(z)=Inn!+ (z+1)Inn — <x+n+§> In(z+n+1)+n+1+ <x+§> Inz.

a) En utilisant la formule de Stirling, montrer que
1
lim G,(x) = <IE + —) Inx —z+Inv2m.
n—-—+00 2

b) En déduire que

+oo
InT'(z+1) = <x+%) lnx—x+ln\/27r—/ hw) du.
0

T+ u

¢) Montrer que, pour tout réel z > 0,

IM(z+1) 1 oo h(u)
GV P g,
['(z+1) nx—|—2x+/0 (u+x)? “



