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Probléme A : polynémes de Legendre

I — Interpolation de Lagrange

Unicité : si deux polynomes de R,,_; [X] conviennent, leur différence est un polynéome de degré au plus

égal & n — 1 qui admet n racines distinctes (& savoir x1,...,x,) : ¢’est donc le polyndéme nul.

Ezristence : on vérifie aisément que

n
Q; (X)
9(X) =) flz)) 57—
jz:; 7 Qj ()
convient.
a) Il vient, grace a la linéarité de U'intégrale, d’apres la question précédente,

n 1
J(f)= Z)\jf (zj) ou Aj= /1 g(:f)) dt est un scalaire indépendant de f.
=1 - J

Il en résulte immédiatement que
| f— J(f) est une forme linéaire sur C° ([—1,1],R). |

b) Si f € R,,_1 [X], le polynéme ¢ étudié au 1) n’est autre que f (d’aprés l'unicité, puisqu’il est clair
que f convient !), donc

| Si f€R,_1[X], alors J(f) =1(f). |

IT — Choix des points d’interpolation

Remarquons tout d’abord que, lorsque f est un polynéme, le polynéme d’interpolation g qu’on lui
associe comme dans la partie I n’est autre que le reste de la division euclidienne de f par P, : en effet
ce reste est de degré strictement inférieur & n et coincide avec f en z1,...,x, (si f = P,Q + R, alors,
pour tout k, f (zr) = R (x1), puisque zj est racine de F,).

e Pour montrer une premiére implication, je suppose que J (f) = I (f) pour tout f de R, [X] ; soit
alors Q € R,_,, [X] : P, étant de degré n, f = P,,Q est dans R, [X], donc, par hypothese,

1
J(f)=/_1Pn(t)Q(t)dt.

Or, puisque f est multiple de P,, le polyndome g associé a f pour le calcul de J (f) est d’apres la
remarque précédente le polynome nul : J (f) = 0, d’ou finalement

1
| PwQwa=o
-1

et cela pour tout @) dans R,_,, [X], ce qui prouve la premiére implication.

e Je suppose maintenant que
1

vQeR, X [ PhQEd=0

-1

et je consideére f € R, [X] ; la division euclidienne de f par P, s’écrit f = P,Q + g, ou g est le
polynoéme associé & f comme dans la premiére partie. Donc

J(f)=1(g9)=1(f)—1(FQ)=1(f) par hypothese,
et cela pour tout f de R, [X], ce qui prouve finalement 1’équivalence demandée.
e Enfin, si p > 2n, la propriété ne peut étre vérifiée, puisque @ = P, € R,_,, [X], alors que
1 1
/ Py (1) Q (1) dt :/ P2(t)dt > 0,
-1 -1
car P? est une fonction continue, positive et non nulle.

Par contraposition, j’ai montré que :

| Si la propriété est vérifiée, alors p < 2n — 1. |
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2) Je montre par récurrence sur n € N que la propriété P, suivante : “il existe une unique famille
(Lo, ..., Ly) de polynémes tels que, pour tout k de {0,...,n}, Ly soit unitaire, de degré k, vérifiant

1
-1
est vraie pour tout n, ce qui prouvera le résultat demandé.

e Il est clair que Py est vraie, avec Lo = 1.

e Je suppose, en guise d’hypothése de récurrence, que P,_1 vraie, pour un certain n > 1 et je

cherche (Lo, ..., Ly,) vérifiant les conditions : nécessairement, (Lo, ...,Ly—1) est la famille fournie
par 'hypothése de récurrence, et Ly, qui doit étre unitaire et de degré n, est nécessairement de la
forme

n—1

L,=X"+ Z)\ij , avec ()\0, .. .,)\n_l) e R"

j=0
(en effet, (Lo, ..., Ly—1) est une base de R,,_1 [X], puisque c’est une famille libre (degrés échelonnés)
de n vecteurs de cet espace de dimension 7). Enfin, pour tout k de {0,...,n — 1}, A\; est caractérisé

1
par la condition / Ly L, =0, qui s’écrit, grace & I’hypothése de récurrence,

—1
1 1
/ LkX”Jr)\k/ L =0.
-1 -1

Aoy -+ -5 Ap—1 sont ainsi entiérement déterminés et Ly, s’il existe, est donc unique.

Enfin le polynéme L,, défini ci-dessus, avec ces valeurs de Ag, ..., A\p,_1, est bien unitaire, de degré
n, et j’ai bien :

1
VY (i,j) € {0,...,n}? i<j:>/ LiL; =0
-1

(d’apres 'hypotheése de récurrence pour j < n, grace au choix des Ag pour j = n).

Ainsi, P, est vérifiée, ce qui achéve la démonstration.

NB : le lecteur avisé aura reconnu l’algorithme de Gram-Schmidt.

3) a) Soit n € N* ; U,, est unitaire, de degré 2n, donc U™ est de degré n, de coefficient dominant

2n)!
2n(2n—1)...(n+1) = @
n!
Ainsi le polynéme Lj, = (2”—75)!(]7(1”) est unitaire, de degré n, cela étant vrai aussi pour n = 0. Compte

tenu de I'unicité prouvée a la question précédente, il suffit maintenant de montrer que
1
Y (i,5) € {0,...,n}? i<j:>/ LiL; =0,
-1
ou encore, a un coefficient multiplicatif pres, que

1 . .
¥ (i, 5) € {0,...,n}? ¢<jj/ vOu —
-1

Soit donc (i,j) € {(),...,n}2, tel que ¢ < j ; jeffectue j intégrations par parties successives (en
dérivant “du coté de U;” et en intégrant “du coté de U;”) : tous les “crochets” sont nuls car —1 et
(G-1)

1 sont racines de Uj] ! ,-..,Uj et il reste

1 ) . ol s
/ vU - (_DJ/ Uy —
-1 -1
car Ui(iﬂ ) = 0, puisque ¢ + j > 2i alors que U; est de degré 2.
Finalement la suite (L)) est bien la suite (L) :

_onl )
Vn e N Ln—(2n)!Un .
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b) Soit n € N* ; il est aisé, a 'aide du théoréme de Rolle, de prouver par récurrence sur k que la
propriété “US admet —1 et 1 pour racines d’ordre n — k et k racines distinctes dans |—1,1[" est

vraie pour tout k dans {0,...,n — 1}. U,(Ln_l) admet donc 2+n —1, soit n+ 1 racines distinctes dans
[—1,1] qui y délimitent n intervalles ou j’applique & nouveau le théoréme de Rolle pour conclure :

| L, admet n racines distinctes dans ]—1, 1[. |

Pour tout n, U, est pair ; or le polynéme dérivé d’un polynoéme pair (resp. impair) et impair (resp.
pair). Il en résulte grace a une récurrence immédiate :

| U, est de la méme parité que n. |

4) Silon choisit P, = Ly, (Lo, ..., Ly—1) étant, comme je I’ai déja vu, une base de R,,_1 [X], en combinant
les relations

1
Vi e {0,...,n—1} / L;L, =0,
-1
jobtiens

1
Q€ Ry_1 [X] / QL. =0,

Le résultat du 1) s’applique alors, avec p =2n — 1 :
| Si P, =Ly, alors : Vf € Ry 1 [X] J(f) =1(f). |

III — Exemple : formule de Gauss a 1’ordre 3

1) En développant Us = (X 2 1)3 et en dérivant 3 fois, j’obtiens

3
L3:X(X2—0z2) avec o = v
2) En posant 1 =0 , 79 = —a et ¥3 = a, j’ai, en reprenant les notations du I, pour f € C°([-1,1],R),

J(f)=2f(0)+ Aaf (—a) + A3f (a),

_ [+ (t-a) A ) Y t(t+a)
)\1_/1 a. (—a) dt’)@_/l (a)(Za)dt’)\g_/l a. (2a) dt,

soit, tous calculs faits

avec

J() =g O0)+ 5 (=) + [ ()]

3) a) L’application ® définie dans I’énoncé est clairement linéaire ; elle est injective car, si P € Ker ®, P
est de degré au plus égal & 5 et admet 0, —a, @ comme racines d’ordre au moins égal & 2 : P ne
peut étre que le polynéme nul. Enfin, R5[X] et R® sont tous deux de dimension 6, ® est donc un
isomorphisme : ® est en particulier une bijection et donc

| 11 existe un unique polynéme G de Rj [X] vérifiant @ (G) = (f (0), /' (0),f (=), [' (—a), f (a), f' (2)). |

b) D’apreés le choix de G, I'inégalité cherchée est triviale pour z € {0, —«, a}.

Soient donc x € [—1,1]\ {0, —a, a} et ¢ la fonction auxiliaire définie dans ’énoncé. Le choix de A
tel que ¢ (x) = 0 est possible grace au fait que L3 (z) # 0. ¢ est de classe C% sur [—1,1] et s’annule
en quatre points distincts de cet intervalle : x,0, —a, a. En appliquant le théoréme de Rolle sur les
trois intervalles adjacents délimités par ces quatre points, j’obtiens trois points distincts (et différents
de 0, de —a et de a) on ¢’ s’annule ; comme en outre ¢’ s’annule en 0, —« et «, je dispose de six
points distincts ou ¢’ s’annule. En continuant alors a appliquer le théoréme de Rolle, j’obtiens, pour
k =6,5,4,3,2,1, k points distincts ou g0(7_k) s’annule. Finalement, <p(6) s’annule en un point ¢ de
[—1,1], d’on, puisque G(®) =0 et Lgﬁ) = 720,

() —7204=0.
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M,
Il en résulte que |A] < =6 or, puisque ¢ (z) =0,

720°
|f (z) = G (2)| < |A| - [Ls ()]

En conclusion,

Vee -1l |f(2) -G @) < . [Ls (2)]2

720
c) En intégrant f — G de —1 & 1, compte tenu de
1
8
L3=—
/ 3T Ts
j obtiens
Mg

I1(f)—1(G)< .
1)~ 1(6)| £ s

Or, grace au choix de P3, G étant de degré au plus égal a 5, j’ai I (G) = J(G) et, d’apres 2),
J(G) = J(f) puisque G et f coincident en 0, —« et o. Donc :

Mg
15 750

[L(f)=J (NI <

Probléme B : splines cubiques

I. Interpolation de f par une fonction de S

1) a) Soit (ag, a1,bo,b1) € R* et P le polynome de R3 [X] défini par
P(X)=ao(zr—X)*+bo (X —2p-1)" + a1 (5 — X) + by (X — zp-1).
Il apparait que :
P (z_1) = aoh® + aih; P (x1) = boh® + bih ; P" (x_1) = 6agh ; P" (x}) = 6boh.
J’en déduis tout d’abord que la famille de 4 polynomes
B = ((an = X)*, (X = ap1)®, (or = X), (X — g ) )
est libre (si une combinaison linéaire telle que P est le polyndme nul, j’en déduis ag = by = 0, car
P’ =0, puisa; =b; =0, car P=01).
C’est donc une base de R3 [X], qui est de dimension 4.
Je résous maintenant la question par analyse-synthése :

«  Analyse : si un polynome P vérifie les condition de 1’énoncé, ses coordonnées (ag, a1, by, b1) dans
B vérifient nécessairement

Mg,y 1 _ k-1 3). _l( _ Mk 3)
ao =~ abO—ﬁhyal—h(fk—l th 7b1—hfk th
x  Synthése : soit P le polynome dont les coordonnées dans B sont :
P :fkfl_hmkfl_b Mk _ e hmy,
7 6n T T h 6 " 6 ' h 6

D’aprés la remarque préliminaire, P est bien solution et c’est la seule d’aprés ’analyse :

Il existe un unique polynéme Py vérifiant les conditions de ’énoncé et

_omy—1 . fwee1 hmger b T S by
ap = 6h ) y V0 -

1= —— —

h 6

“6h ' T h T 6

b) Le seul probléme potentiel dans la définition de g serait une “double définition” en zy, pour k =
1,...,n — 1, puisque zj appartient a [zy_1, k], ou g coincide avec Py, et & [xg, T11], oU g coincide
avec Py ; mais, par construction :

Vk € [[1,’!1 — 1]] P ($k> = Pk+1 ({Ek) = fk .

Par conséquent,

| g est bien définie. |
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Plus précisément, g est méme continue sur [a,b]. Comme elle est de classe C*™ sur les |xp_1, k], il

reste & examiner la régularité des raccordements aux points xg, pour k=1,...,n — 1.
D’apres la question précédente, en gardant les mémes notations, j’ai pour tout &k de [1,n] :
h h 1
P (xp-1) = —3agh®—a1+b=---= —3Mk-1— gme t g (f& = fr—1)
, 9 h h 1
Pk (ack) = 3bgh®—a1 +by=---= Emk,1 + gmk + E (fk — fk‘—l)
Ainsi, g admet des dérivées a gauche et a droite en chaque xg, pour k =1,...,n— 1, avec :
h h 1

9y (vx) = Py (2x) = 51 gt (fk — fr—1)

d’apres la deuxiéme relation ci-dessus, et
h h
9a (k) = Py (z1) = —3Mk = g1+ 5 (forr = fi)

d’apres la premiére relation ou j’ai remplacé k par k+1 (attention aux notations ag, ... qui dépendent

de k V).

g est de classe C' sur [a,b] si et seulement si g} (zx) = g} (xx) pour tout k de [1,n — 1] (pas de
probléme aux extrémités !), soit si et seulement si :

6 ., ,
VEe[l,n—1] mg_1+4mg +my1 = ) (fx—1 — 2fk + fre1) (égalité notée (Ly)).

Cette condition est donc a fortiori nécessaire pour que g soit de classe C2 ! 1l se trouve qu’elle est
aussi suffisante puisque, dés que ¢ est C!, ses dérivées secondes a gauche et a droite en chaque zy,
pour k=1,...,n—1, sont égales & my, d’aprés les conditions imposées aux Py ; g est alors de classe
C? et finalement :

| g est de classe C* sur [a, ] si et seulement si (Ly) est vérifiee pour k=1,...,n— 1. |

c) D’apres les calculs de la question précédente,

g (@) = Pl (w) = ~gmo — gmi+ 1 (fi ~ fo) et o (6) = Pl (ea) = Sy + 5+ 1 (fu = fo1)
donc
g (a)=as2my+my=0by ou bgz%(fl—fo—hoz)
et
g (B) = B mn 1+ 2mp = by it by = —%(fn—fn,l _hB)

Ainsi, en notant pour k=1,...,n—1:

b = % (fr=1 = 2fx + fr+1)

le second membre de 'égalité (Lj), une CNS pour que g soit de classe C? sur [a,b] et vérifie
g (a) = a, ¢’ (b) = B3, est que le vecteur m soit solution du systéme linéaire :

2 1 (0)
1 4 1 bo
(S) A-m=b oun A= eEMp1(R) et b=| : | errtt
1 4 1 by
(0) 12

| La matrice A est tridiagonale symétrique. |
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2) a) Je calcule, avec une petite réindexation :

n—1
(A-7,0) = (2u94v1)vo+ Z (vk—1 + 4ok + Vky1) Vk + (V-1 + 20,) Uy
k=1
n—1 n—1 n—1
= 21)8 +4 Z v,% + 21)721 + vov1 + Z VpUk41 + Z Vg—1Vk + Un—1Vn
k=1 k=1 k=1

n—1 n n
= 2 (Zvi + ZU%) + szk,ﬂ)k
k=0 k=1 k=1

n n—1
- 2
= @0+ (1 +w)’+ ) v
k=1 k=1
Par conséquent, (A-¥,7) > (¥,7) et une condition nécessaire pour avoir 'égalité est que les vy,
k € [1,n — 1] soient tous nuls, autrement dit ¥ € Vect (€y, €,). Or, si ¥ = vp€y + vy€y, j'ai
(A-U,0) = 2(@8 +U,21) et (¥,7) = vg + 02

donc :

| (A-4,0) > (0,0) avec égalité si et seulement si 7 = 0. |

b) Soit f = Can A 'endomorphisme de R"*! de matrice A dans la base canonique ; la minoration
précédente montre que f () = 0 = ¥ = 0, ainsi f est injective, donc bijective puisque c’est un
endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie. Autrement dit :

| A est inversible. |

c) Analyse : si G existe, je note Py le polynome de Rs [X] coincidant avec G sur |zj_1, zx[ (fourni par
P4)) ; d’apres P1), P2), P3) et le 1)c), les my, = G” (z,) vérifient nécessairement le systéme (),
avec le vecteur b défini ci-dessus ; comme ce systéme admet une solution unique (il est de Cramer

d’apreés b)), les my, donc les Py, donc G sont entiérement déterminés.

Synthése : soit G la fonction coincidant sur |xp_1, x| avec le polynome Py défini au 1), en prenant

pour valeurs my, la solution de (S) ; G est de classe C? sur [a,b] (d’aprés 1)c)) et vérifie P2), P3),
P4) par construction, donc G est bien solution, or c’est la seule possible d’apreés ’analyse :

| 11 existe une unique fonction G de W (f, o, 3) qui soit dans S. |

3) On suppose ici & = = 0. Alors, d’apres les relations obtenues aux questions 1)b) et 1)c),
-1 1 (0)

n

Le vecteur & = E L€ appartient au noyau de H si et seulement si :

k=0
—I1 + X2 =0
T1 — 229 + x3 =0
Tp-2 —2Tp1+Tp, =0
Tn—1 — Tn =0
Grace aux opérations élémentaires successives Ly < Ly + Lix_1, pour k = 2,...,n — 1, je constate que
ce systéme équivaut a
T1=T2 ="+ = Tnp,

ainsi

| Le noyau de H est la droite Vect (1,...,1). |
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On pouvait effectivement prévoir ce résultat : les vecteurs f du noyau de H sont ceux pour lesquels
le vecteur b est nul, autrement dit pour lesquels le vecteur m est nul (puisque A est inversible) ; j’en
déduis que :

e si f appartient au noyau de H, alors les my, sont nuls, donc la fonction G est affine (car affine par
morceaux et de classe C?) ; mais comme G’ (a) = o = 0 par hypothése, c’est que G est constante et
donc tous les fi sont égaux ;

e réciproquement, si tous les fj sont égaux, la fonction G constante (égale a la valeur commune des
fx) est solution, c’est donc la solution (on a montré son unicité), avec des my, tous nuls donc b nul,
d’ou f élément du noyau de H.

II. Une propriété “extrémale” des fonctions de S

1) S est un sous-espace vectoriel de C%[a,b] : S est par définition une partie de C?[a,b], non vide (j’ai
déja signalé que 0 € S'!) et stable par combinaisons linéaires (clair au vu de P4), puisque R3 [X] est
lui-méme stable par combinaisons linéaires). Ainsi,

| S est un R-espace vectoriel. |

Soit ¢ I’application de S dans R"*3, qui & toute fonction g de S associe (g (zg),...,9 (zn),d (a),g (b)).
¢ est linéaire (banal) et nous avons montré au I. que tout élément (fo,. .., fn, @, 8) de R**3 admet un
antécédent unique dans S ; autrement dit, ¢ est une bijection ! Finalement ¢ est un isomorphisme et
il en résulte :

| dimS =n+3. |

2) a) Soient a, 3 réels, u dans W (f, «, ) et G la fonction de S déterminée a la partie I. Apres simplifica-
tion :

b b
B(u—G)— [®(w) — B (G)] = / (26 — 2/G") =2 / G (C ).
Pour tout k dans [1,n], j'integre par partieg sur [xg_1,zx] (en notant encore, pour simplifier, G et u
les polynomes coincidant avec G et u sur [x_1, zx], polynomes bien str de classe C* sur [z_1, zg]) :
Tk Tk
G . (G// . u//) _ [G”- (G/ . u/) ]ii,l / G(3) . (G/ _ u/)
Tr—1 Tr—1

et, en intégrant & nouveau par parties

/k GO (@ ) =[G (G -] - L GW (G- =0

=1 Tre—1 Th—1
Le crochet est nul, puisque G et u coincident en xy_1 et xy (car elles coincident avec f) ; la derniére
intégrale est nulle, puisque G = 0 (dérivée d’ordre 4 d’un polynome de degré au plus 3). En
sommant, j’obtiens alors grace a la relation de Chasles :

b
/ Q" . (G// _u//) _ [G”- (G/ _u/)]z -0

puisque G’ et v’ coincident en a et en b (valant « et 3). En conclusion :
| Pour tout u de W (f,a, ), ona: ®(u—G) = (u) — ?(G). |

b) Puisque ® est a valeurs positives, le résultat précédent montre que :
Vue W (f,a,8) @ (u)—2(G) =0
donc, comme G elle-méme est dans W (f, a, () :

o = inf @ (u).
D selthen

Il s’agit en fait d’un plus petit élément, on pourrait écrire min au lieu de inf !




