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Compléments de calcul intégral (corrigé niveau 3).  
 
Théorème de convergence dominée.  
30. Pour : n = 0, l’intégrale correspondante existe (et est nulle). 

Pour n non nul, la fonction sous l’intégrale qu’on appellera nu , est définie et continue sur �+. 

Puis on a : ∀ x > 0,  
222
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.
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.1

)sin(.

xnxn

xen x

≤
+

−

, ce qui garantit que nu  est intégrable sur �+. 

Puis : 
  • les fonctions nu  sont toutes continues par morceaux sur �+, puisque continue, 

  • la suite ( nu ) converge simplement sur �+ vers la fonction nulle qu’on notera u , puisque ( )0(nu ) est la 

suite nulle et pour x non nul, la majoration précédente montre que ( )(xun ) tend vers 0, 

  • la fonction limite est continue sur �+, 
  • enfin, la fonction définie par :  

    1)( =xϕ , sur [0,1] et : 
2

1
)(

x
x =ϕ , sur [1,+∞), 

est majorante sur �+ pour toutes les fonctions nu  et elle est intégrable sur �+. 

Donc le théorème de convergence dominée permet d’intervertir limite et intégrale et la suite proposée tend 

vers : 0).(
0

=∫
+∞

dxxu . 

 
31. Soit x fixé dans [1,+∞). 

Alors il existe un rang 0n  tel que : ∀ n ≥ n0, on a : 1+< nx . 

Donc : ∀ n ≥ n0, 
 

n

n n

x
xf 







 −= .1)( α , et la suite ( )(xf n ) tend vers  xe .α− . 

On remarque par ailleurs : ∀ n ≥ 1, ∫
+∞

=
1

).( dxxfu nn . 

Enfin :  
  • toutes les fonctions nf  sont continues par morceaux sur [1,+∞), 

  • la suite de fonctions ( nf ) converge simplement sur [1,+∞) vers f  définie par : ∀ x ≥ 1,  xexf .)( α−= , 

  • la fonction limite est continue par morceaux sur [1,+∞), 
  • on remarque que :  

      ∀ 1 ≤ x < n + 1,     )(.1)(0 . xfe
n

x
xf x

n

n =≤






 −=≤ −αα ,  

      ∀ n + 1 ≤ x,   )(0)(0 . xfexf x
n =≤=≤ −α , 

et donc f  majore toutes les fonctions nf , en étant continue par morceaux sur [1,+∞) et intégrable sur cet  

intervalle car : ∀ x ≥ 1,   )1.(.)( −−− ≤= xx eexf αα .  

Donc le théorème de convergence dominée montre que les fonctions nf  sont intégrables sur [1,+∞) et : 
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32. a. Les intégrales nu  existent pour tout entier n, comme intégrale sur un segment de fonctions continues. 

    Puis si pour : n ∈ �*, on pose : 
n

t
x = , l’intégrale devient :  

      ∫∫ 
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.  

b. Une étude rapide de fonction montre que : ∀ s ∈ 






2
,0
π

, )tan(ss ≤ , donc pour : x ∈ 






2
,0
π

, on obtient  
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    en intégrant : ∫∫ ≤
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duuduu
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).tan(. , soit : ))ln(cos(
2
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x
x −≤ , et donc : 2
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ex
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≤ .  

    Posons maintenant : ∀ n ∈ �*, ∀ t ∈ 
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    Alors : 

       ∀ t ∈ �+, ∃ 0n  ∈ �, ∀ 0nn ≥ , 
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π< , et pour ces valeurs de n, on a : 
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    d’où : ))1(exp(cos 2
∞++−=
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    • Donc la suite de fonctions ( nf ) converge simplement sur �+ vers f . 

    • La fonction f  est continue sur �+. 

    • On a : ∀ t ∈ 
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    et cette inégalité reste vraie si : t
n ≤

2

.π
, toujours avec : 

2

.)( 2 tett −=ϕ . 

    La fonction ϕ est de plus continue, intégrable sur �+ car : 
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otϕ . 

    Le théorème de convergence dominée montre que la suite 
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    Enfin : ∀ n ∈ �*, ∫∫
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    On calcule alors : 
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    à l’aide d’une intégration par parties (la partie intégrée a une limite finie nulle en +∞), du changement de  

    variable croissant et de classe C1 : 2.ut = , et de la valeur de l’intégrale de Gauss : 
2
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    En conclusion : 
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33. a. Notons : ∀ x ∈ ]0,1], )ln(.1
)( xx

x
e

x
xu −== . 

    Cette fonction est définie, continue et positive sur ]0,1], et a pour limite 1 en 0. 
    Etant prolongeable par continuité en 0, u  est intégrable sur ]0,1] et I existe. 

b. Pour : x ∈ ]0,1], on a : ∑
+∞

=

− −=−=
0 !

)).(ln(.)1(
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nnn
x

n

xx
xxx , en utilisant le développement de la  

    fonction exponentielle en série.  

c. Notons alors : ∀ n ∈ �, ∀ x ∈ ]0,1], 
!

)).(ln(.)1(
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    • chaque fonction nu  est continue par morceaux sur ]0,1], et intégrable sur ]0,1] car, pour : n ≥ 1, nu  est  

    prolongeable par continuité en 0 par la valeur 0 (et 0u  est constante égale à 1), 

    • la série de fonctions converge simplement sur ]0,1] vers la fonction u , 
    • la fonction u  est définie, continue par morceaux sur ]0,1], 
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    • on peut calculer :  

      ∀ n ≥ 1, ∫∫∫
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    et par récurrence : 
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    valeur : 0=n . 

    Donc : ∀ n ≥ 0,  
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    De même : 
1

1

0

1

0 )1(

1
.))(ln(..

!

1
.)( ++

== ∫∫ n
nn

n n
dxxx

n
dxxu . 

    Et comme la série ∑∫
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34. Supposons (a,b,ω) fixé comme indiqué. 

On note : ∀ x ∈ ]0,+∞), ).sin(.
1
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x
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= . 

On peut alors écrire : ∀ x > 0, ∑
+∞

=
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− =
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, puisque : 1. <− xbe . 

Donc : ∀ x > 0, ∑
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=

−−=
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... ).sin(...)(
n

xnbxa xeexxu ω , et on peut noter :  

  ∀ n ∈ �, ∀ x > 0, ).sin(...)( ... xeexxu xnbxa
n ω−−= . 

On va utiliser une interversion série – intégrale et pour cela : 
  • chaque fonction nu  est définie, continue (donc continue par morceaux) sur �+*, et intégrable sur cet 

intervalle puisque )(.2 xux n  tend vers 0 en +∞, 

  • la série de fonctions converge simplement sur �+* vers u , 
  • la somme de la série est continue par morceaux sur �+* (car continue), 

  • on constate que : ∀ n ≥ 0, ∫∫∫
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∫∫ , ce qui garantit la convergence de  
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0
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On peut donc écrire : ∑∫∫ ∑∫
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Enfin, on calcule avec une double intégration par parties, autorisées puisque les quantités qui 

apparaissent existent et : ∀ n ≥ 0, ∫∫
+∞ −−+∞

=
0

...

0
)..sin(...).( dxxeexdxxu xnbxa

n ω . 

Pour calculer cette dernière intégrale, on transforme le sinus en exponentielle, puis on procède par 
intégrations par parties (les intégrales qui apparaissent sont convergentes) : 
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Finalement : ∑∑∫∫ ∑∫
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Fonction intégrale dépendant d’un paramètre sur un intervalle quelconque.  

35. a. Pour x fixé dans �, la fonction : ).cos(.
..

tx
t

ee
t

tbta −− −
a , est définie et continue (donc continue par  

    morceaux) sur ]0,+∞).  
    De plus, elle a une limite finie en 0 qui vaut ab −  (grâce à un développement limité), et en +∞, on a :      

      ).().cos(.. ..
..

2 tbta
tbta

eettx
t

ee
t −−

−−

+≤−
, qui tend vers 0 en +∞. 

    Donc pour tout réel x, la fonction précédente est intégrable sur ]0,+∞) et )(xF  existe.. 

b. Notons : ∀ ( tx, ) ∈ �×]0,+∞), ).cos(.),(
..

tx
t

ee
txf

tbta −− −= . 

    Alors : 
      • ∀ x ∈ �, ),( txft a , est définie, continue (donc continue par morceaux) et intégrable sur ]0,∞), 

      • f  admet une dérivée partielle : ∀ ( tx, ) ∈ �×]0,+∞), ).sin().(),( .. txeetx
x

f tbta −− −−=
∂
∂

, 

      • ∀ x ∈ �, ),( tx
x

f
t

∂
∂

a , est définie, continue par morceaux (car continue) sur ]0,+∞), 

      • ∀ t ∈ ]0,+∞), ),( tx
x

f
x

∂
∂

a , est définie et continue sur �,  

      • ∀ ( tx, ) ∈ �×]0,+∞), )(),( .. teetx
x

f tbta ψ=+≤
∂
∂ −− , et ψ est continue (donc continue par morceaux)  

    sur ]0,+∞), et clairement intégrable sur ]0,+∞). 

    Donc F est de classe C1 sur � et : ∀ x ∈ �, ∫∫
+∞ −−+∞
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0
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    On utilise alors la forme exponentielle du sinus et : 

      ∀ x ∈ �, 
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      ∀ x ∈ �, 
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      ∀ x ∈ �, 
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c. On en déduit que : ∃ C ∈ �, ∀ x ∈ �, C
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    Il suffit de calculer )0(F  ou la limite de F en +∞.. 

    Calculer )0(F  est un exercice classique, mais on peut aussi remarquer que, si on pose : 

     ∀ t ∈ ]0,+∞), 
t

ee
tg

tbta ..

)(
−− −= , alors g  est de classe C1 sur ]0,+∞), g est intégrable sur ]0,+∞) avec    

    une limite finie en 0 et 'g  est aussi intégrable sur ]0,+∞) (mêmes arguments que pour : ),( txft a ). 

    On a donc : ∀ x > 0, ∫∫
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    et : ∀ x > 0, ∫∫
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x
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+∞→
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    Finalement : 0=C , et : ∀ x ∈ �, 
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36. a. Si on note : ∀ ( tx, ) ∈ �
+x�+*, txe

t

t
txf .

2
.

)cos(1
),( −−= , alors : 

      • ∀ x ∈ �+, ),( txft a , est définie, continue sur �+*, 

      • ∀ t ∈ �+*, ),( txfx a , est définie et continue sur �+, 

      • ∀ ( tx, ) ∈ �
+x�+*, )(

)cos(1
),(

2
t

t

t
txf ϕ=−≤ , où ϕ est définie et continue sur �+*. 

    De plus : ∀ t ∈ �+*, 
2

2
)(0

t
t ≤≤ ϕ , ce qui montre que ϕ est intégrable sur [1,+∞), et 
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+−−= →t
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tϕ ,  

    donc ϕ est prolongeable par continuité en 0 et est intégrable sur ]0,1]. 
    On en déduit que g  est définie et continue sur �+. 

    Puis : ∀ t ∈ �+*, ),( txfx a , est de classe C2 sur �+*, et :  

      ∀ ( tx, ) ∈ �
+x�+*, txe

t

t
tx

x

f ..
)cos(1

),( −−−=
∂
∂

, et : txettx
x

f .
2

2

)).cos(1(),( −−=
∂
∂

. 

    De plus les deux fonctions : 
t

t
t

)cos(1−−a , et : )cos(1 tt −a , admettent des limites finies en 0 et +∞,  

    donc étant de plus continues sur �+*, elles y sont bornées (par 1M  et 2M ), et : 

      • ∀ x ∈ �+*, ),( tx
x

f
t

∂
∂

a , et : ),(
2

2

tx
x

f
t

∂
∂

a , sont définies et continues sur �+*, 

      • ∀ t ∈ �+*, ),( tx
x

f
x

∂
∂

a , et : ),(
2

2

tx
x

f
x

∂
∂

a , sont définies et continues sur �+*, 

      • ∀ a > 0, ∀ ( tx, ) ∈ [a,+∞)×�+*, )(.),( ,1
.

1 teMtx
x

f
a

ta ψ=≤
∂
∂ − , et : )(.),( ,2

.
22

2

teMtx
x

f
a

ta ψ=≤
∂
∂ − , 

    les fonctions a,1ψ  et a,2ψ  étant continues et intégrables sur �+* (même démonstration que pour ϕ). 

    Donc g  est de classe C2 sur ]0,+∞). 

b. Puisque : ∀ t ∈ �+, tatz ee .. = , avec : a < 0, la fonction : tzet .
a , est intégrable sur �+ et zI  converge. 

    De plus : 
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e
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=
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, puisque : 0limlim .. ==
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t

tz

t
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    En particulier : 
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)Re(
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a
I z +

−= , et : 
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b
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= . 

c. On a ainsi : ∀ x > 0, ∫∫∫∫
∞+ −∞+ −∞+ −∞+
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∂
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    Puis : 
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x
Idtedtet ix

tixtx , d’où : 

      ∀ x > 0, 
1

1
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x

x

x
xg .  

    On en déduit que : ∃ C  ∈ �, ∀ x > 0, Cxxxg ++−= )1ln(.
2

1
)ln()(' 2 . 

    Puis : ∀ x > 0, 
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x
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    et comme : CC
x

x
xg

x
 →+










+
= +∞→

1
ln)('

2
, on en déduit que : 0=C . 

    Enfin : ∀ x > 0, ∫∫ +
++−−=







 +−= dx
x

x
xxxxxdxxxxg .

1
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2

1
)ln(..)1ln(.

2

1
)ln()(

2

2
22 , soit : 

      Cxxxxxdx
x

x
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+
−+++−−= ∫ )arctan()1ln(..

2

1
)ln(..

1

11
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1
)ln(.)( 2

2

2
2 . 

    On termine avec : ∀ x > 0, 
x

M
dteMdttxfdttxfxg tx ≤≤≤= ∫∫∫

+∞ −+∞+∞

0

.

00
...),().,()( ,  

    où M  majore la fonction ϕ, et à nouveau : 0)(lim =
+∞→

xg
x

. 

    Or : 0
11

..
2

11
1ln)ln(..

2

1
)ln(.)1ln(..

2

1
)ln(.

222
22  →















+−=














 ++−=+− +∞→∞+ xx
o

x
x

x
xxxxxxxx ,  

    donc : 
2

π=C , et : ∀ x > 0, 
2

)arctan()1ln(..
2

1
)ln(.)( 2 π+−+−= xxxxxxg . 

d. La continuité de g  en 0 permet de déduire que : ∫
+∞

→

−===
0 20

.
)cos(1

)0()(lim
2

dt
t

t
gxg

x

π
. 

    On effectue alors une intégration par parties (autorisée car la partie intégrée a des limites finies nulles  

    en 0 et +∞) et : ∫∫∫
∞+∞+

+∞
∞+

=+




 −−=−
00

0
0 2

.
)sin(

.
)sin()cos(1

.
)cos(1

dt
t

t
dt

t

t

t

t
dt

t

t
,  

    et on conclut avec : 
2

.
)sin(

0

π=∫
+∞

dt
t

t
. 

 

37. a. Posons : ∀ ( tx, ) ∈ �×�+, 
2

.

1
),(

2

t

e
txf

tx

+
=

−

. 

    Alors : 
      • ∀ x ∈ �+*, ),( txft a , est définie, continue (donc continue par morceaux) et intégrable sur �+ car : 

      ∀ t ∈ �+, 
21

1
),(

t
txf

+
≤ , fonction qui est évidemment intégrable sur �+, 

      • f  admet une dérivée partielle sur �+*×�+ : ∀ ( tx, ) ∈ �+*×�+, 
2

.2

1

.
),(

2

t

et
tx

x

f tx

+
−=

∂
∂ −

,  

      • ∀ x ∈ �+*, ),( tx
x

f
t

∂
∂

a , est définie, continue (donc continue par morceaux) sur �+, 

      • ∀ t ∈ �+, ),( tx
x

f
x

∂
∂

a , est définie, continue sur �+, 

      ∀ [a,b] ⊂ �+*, ∀ ( tx, ) ∈ [a,b]×�+, )(),( ,
. 2

tetx
x

f
ba

ta ψ=≤
∂
∂ − , ψa,b étant continue (donc continue par  

    morceaux) et intégrable sur �+. 

    Donc F est définie et de classe C1 sur �+*, et : ∀ x ∈ �+*, ∫∫
∞+ −∞+

+
−=

∂
∂=

0 2

.2

0
.

1

.
).,()('

2

dt
t

et
dttx

x

f
xF

tx

.  

b. Si on écrit : ∀ t ∈ �+, )1(1 22 tt +−=− , on constate que :  

      ∀ x > 0, 
2

.
1

)(..
1

)(.)(.
1

).1(1
)('

00

.

0 2

.2
22

2

π
x

xFdue
x

xFdtexFdt
t

et
xF utx

tx

−=−=−=
+

+−= ∫∫∫
∞+ −∞+ −∞+ −

. 

     F est donc solution sur �+* de : 
2

.
1

'
π

x
yy −=− . 

    Les solutions de l’équation homogène associée sont : ∀ x > 0, xeCxy .)( = , (avec : C ∈ �), et la  
    méthode de variation de la constante donne les solutions de l’équation qui sont :  
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      ∀ x > 0, ∫∫
−

−

−=−=
x uxxx t

xx dueeeCdt
t

e
eeCxy

11
.......

2
.)(

2

ππ
. 

c. F étant une des solutions précédentes, on a, en changeant la borne inférieure de l’intégrale : 

      ∃ C ∈ �, ∀ x > 0, ∫
−−=

x uxx dueeeCxF
0

....)(
2

π . 

    Mais on peut remarquer que F est également définie en 0 et qu’elle est continue sur �+. 
    En effet : 
      • ∀ x ∈ �+, ),( txft a , est définie et continue sur �+, 

      • ∀ t ∈ �+, ),( txfx a , est définie et continue (donc continue par morceaux) sur �+, 

      • ∀ (x,t) ∈ �+×�+, )(
1

1
),(

2
t

t
txf ϕ=

+
≤ , où ϕ est définie, continue (donc continue par morceaux) et  

    évidemment intégrable sur �+. 
    Donc F est bien définie en 0 et continue sur �+. 

    Or : 
2

.
1

1
)0(

0 2

π=
+

= ∫
+∞

dt
t

F , donc : CdueeeCxF
x uxx

xx
=−== ∫

−

→→
)....(lim)(lim

2 000

2

ππ
. 

    Finalement : ∀ x ≥ 0, xx u eduexF )...
2

()(
0

2

∫
−−= ππ

. 

 

38. a. On commence par noter : ∀ ( tx, ) ∈ �×�+*, 
t

ee
txf

xtit ...
),(

−

= . 

      • ∀ x ∈ �, ),( txft a , est définie, continue (donc continue par morceaux) et intégrable sur �+*, car : 

         
tt

ee xtit 1
~

.
0

..−

, et ),(.2 txft , tend vers 0 en +∞, 

      • f  admet une dérivée partielle sur �×�+* : ∀ ( tx, ) ∈ �×�+*, xtit eetitx
x

f .....),( −=
∂
∂

, 

      • ∀ x ∈ �, ),( tx
x

f
t

∂
∂

a , est définie, continue (donc continue par morceaux) sur �+*, 

      • ∀ t ∈ �+*, ),( tx
x

f
x

∂
∂

a , est définie et continue sur �, 

      • ∀ ( tx, ) ∈ �×�+*, )(.),( tettx
x

f t ψ==
∂
∂ − , où ψ est définie, continue (donc continue par morceaux)  

    et intégrable sur �+*. 

    Donc F est de classe C1 sur �, et : ∀ x ∈ �, ∫∫
+∞ −+∞

=
∂
∂=

0

..

0
....).,()(' dteetidttx

x

f
xF xtit . 

b. Une intégration par parties (justifiées car les intégrales sont convergentes) donne : 

      ∀ x ∈ �, )(.
).1.(2

)(.
).1.(2

..
.2

1
.

.1.1
..)('

0

)..1(

0

)..1(

xF
xi

i
xF

xi

i
dte

txi

i

xi

e
tixF txi

txi

−
=

−
=

+−
−









+−
= ∫

∞+ +−
+∞+−

. 

    Donc F est solution sur � de l’équation différentielle : 0.
).(2

1
' =

+
+ y

xi
y . 

    Les solutions sont : ∀ x ∈ �, 






 ++−=








+
−−= ∫ )arctan(.

2
)1ln(.

4

1
exp..

)1.(2
exp.)( 2

2
x

i
xCdx

x

ix
Cxy . 

    Comme : π=== ∫∫
∞+ −∞+ −

00
..2.)0(

2

duedt
t

e
F u

t

, on conclut que : ∀ x > 0, 
)arctan(.

2

4

1
2

.

)1(

)(
x

i

e

x

xF

+
= π

. 

 
39. a. On pose : ∀ ( tx, ) ∈ �×[0,π], ))sin(.cos(),( txtxf = . 

    Alors : 
      • ∀ x ∈ �, ),( txft a , est définie, continue donc intégrable sur le segment [0,π], 

      • f  admet une dérivée partielle par rapport à x à tout ordre : 
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      ∀ p ∈ �, ∀ ( tx, ) ∈ �×[0,π], )
2

.)sin(.cos(.))(sin(),(
π

ptxttx
x

f p
p

p

+=
∂
∂

, 

      • ∀ p ∈ �, ∀ x ∈ �, ),( tx
x

f
t

p

p

∂
∂

a ,est continue (donc continue par morceaux) sur [0,π], 

      • ∀ p ∈ �, ∀ t ∈ [0,π], ),( tx
x

f
x

p

p

∂
∂

a , est continue sur �, 

      • ∀ p ∈ �, ∀ ( tx, ) ∈ �×[0,π], )(1),( ttx
x

f
pp

p

ψ=≤
∂
∂

, avec ψp fonction continue (donc continue par  

    morceaux) et intégrable sur le segment [0,π].  
    Donc 0J  est définie sur �, et de classe C∞ sur �, et :  

       ∀ p ∈ �, ∀ x ∈ �, ∫∫ +=
∂
∂=

ππ π
ππ 00

)( ).
2

.)sin(.cos(.))(sin(.
1

).,(.
1

)( dtptxtdttx
x

f
xJ p

p

p
p

O . 

b. En particulier, on a : ∀ x ∈ �, ∫−=
π

π 00 )).sin(.sin().sin(.
1

)(' dttxtxJ . 

    Or : ∀ x ∈ ]0,π[, ∀ t ∈ [0,π], π≤≤ )sin(.0 tx , et : ))sin(.sin(0 tx≤ , d’où : 0)('0 ≤xJ . 

    Comme de plus la fonction sous l’intégrale définissant )('0 xJ  est continue, positive et non nulle en :  

     
2

π=t , cette intégrale est strictement positive et : 0)('0 <xJ . 

    Donc J0 est strictement décroissante sur ]0,π[. 

c. Comme de plus : 1)0(0 =J , et : ∫=
π

π
π

π
00 )).sin(.cos(.

1
)( dttJ , il suffit de vérifier que cette dernière  

    quantité est négative pour avoir le résultat voulu. 

    Or : ∫∫∫∫ =+= 2

0
2

2

00
)).sin(.cos(.2)).sin(.cos()).sin(.cos()).sin(.cos(

ππ
π

ππ
ππππ dttdttdttdtt . 

    Puis on utilise le changement de variable : )sin(tu = , qui donne : ∫∫ −
=

1

0 2

2

0
.

1

).cos(
)).sin(.cos( du

u

u
dtt

ππ
π

. 

    Enfin, on coupe l’intégrale en deux et on utilise le changement de variable : uv −= 1 , et : 

      ∫∫∫∫∫
−−

−−
−

=
−

+
−

=
−

0

2

1
2

2

1

0 2

1

2

1
2

2

1

0 2

1

0 2
.

)1(1

))1.(cos(
.

1

).cos(
.

1

).cos(
.

1

).cos(
.

1

).cos(
dv

v

v
du

u

u
du

u

u
du

u

u
du

u

u πππππ
, soit : 

      ∫∫∫ =








−
−

−
=

−
2

1

0

2

1

0 22

1

0 2
).()..cos(.

.2

1

1

1
)..cos(.

1

).cos(
duuudu

uuu
udu

u

u θπππ
. 

    Enfin : ∀ u ∈ [0,
2

π
], 0

)1.2.(.2.1

1.2

.2.1

1.2
)(

222222

22

≤
−+−−−

−=
−−

−−−=
uuuuuu

u

uuu

uuu
uθ . 

    Donc la dernière intégrale est négative et comme la fonction sous l’intégrale est également continue est  
    non nulle en 0 par exemple, cela permet de conclure que : 0)(0 <πJ . 

    Le théorème des valeurs intermédiaires et la stricte décroissance de 0J  sur [0,π] montre que 0J  

    s’annule en une unique valeur sur ]0,π[.  
d. Considérons '0J , et effectuons une intégration par parties dans )('0 xJ , pour : x ∈ �. 

      ∀ x ∈ �, ∫∫ +−==−
πππ

π
0

2
000 )).sin(.cos().(cos.))]sin(.sin().cos([)).sin(.sin().sin()('. dttxtxtxtdttxtxJ ,  

    donc : ∀ x ∈ �, )(''.)(.)).sin(.cos()).(sin1(..
1

)(' 000

2
0 xJxxJxdttxtxxJ −−=−−= ∫

π

π
, et 0J  est bien  

    solution sur � de l’équation différentielle : 0.'''. =++ yxyyx . 
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40. a. Notons pour commencer : ∀ ( tx, ) ∈ �+×�+, 
2

.

1
),(

t

e
txh

tx

+
=

−

. 

    Alors :  
      • ∀ x ∈ �+*, ),( txht a , est définie, continue (donc continue par morceaux) sur �+ et intégrable sur �+  

    car ),(.2 txht  tend vers 0 quand t tend vers +∞, 

      • h  admet des dérivées première et seconde par rapport à x sur �+*×�+ qui valent : 

      ∀ ( tx, ) ∈ �+*×�+, 
2

.

1

.
),(

t

et
tx

x

h tx

+
−=

∂
∂ −

, et : 
2

.2

2

2

1

.
),(

t

et
tx

x

h tx

+
=

∂
∂ −

, 

      • ∀ x ∈ �+*, ),( tx
x

h
t

∂
∂

a , et : ),(
2

2

tx
x

h
t

∂
∂

a , sont continues (donc continues par morceaux) sur �+, 

      • ∀ t ∈ �+, ),( tx
x

h
x

∂
∂

a , et : ),(
2

2

tx
x

h
x

∂
∂

a , sont continues sur �+*, 

      • ∀ [a,b] ⊂ �+*, ∀ ( tx, ) ∈ [a,b]×�+, )(
1

.
),( 1,,2

.

t
t

et
tx

x

h
ba

ta

ψ=
+

≤
∂
∂ −

, et : )(),( 2,,
.

2

2

tetx
x

h
ba

ta ψ≤=
∂
∂ − , où  

    ψa,b,1 et ψa,b,2 sont continues par morceaux (car continues) et intégrables sur �+.  
    Donc f  est de classe C2 sur �+*, et :  

      ∀ x ∈ �+*, 
x

dtedt
t

e
dt

t

et
xfxf tx

txtx 1
..

1
.

1

.
)()(''

0

.

0 2

.

0 2

.2

==
+

+
+

=+ ∫∫∫
∞+ −∞+ −∞+ −

. 

    Pour la fonction g , il faut d’abord prouver la convergence de )(xg , pour : x ∈ �+*. 

    Pour : x > 0, et : A > 0, on peut écrire : ∫∫ +
−






+
−=

+
A

A
A

dt
xt

t

xt

t
dt

xt

t
0 2

0
0

.
)(

)cos()cos(
.

)sin(
. 

    La quantité entre crochets a bien une limite finie en +∞ et la deuxième intégrale converge car la fonction  
    sous l’intégrable est clairement intégrable sur �+, autrement dit )(xg  existe pour tout : x > 0.  

    Puis : ∀ x > 0, ∫∫∫∫
+∞+∞+∞+∞

−=−=
+ xxx

du
u

u
xdu

u

u
xdu

u

xu
dt

xt

t
.

)cos(
).sin(.

)sin(
).cos(.

)sin(
.

)sin(
0

,  

    a l’aide du changement de variable : xtu += , et en utilisant le fait que les intégrales qui apparaissent  
    convergent pour la même raison qu’au-dessus. 

    En écrivant par exemple : ∀ x > 0, ∫∫∫ −=
+∞+∞ x

x
du

u

u
du

u

u
du

u

u
11

.
)sin(

.
)sin(

.
)sin(

, on constate que g  est  

    alors de classe C∞ sur �+*, et :  

      ∀ x > 0, 
x

x
x

x

x
xdu

u

u
xdu

u

u
xxg

xx

)cos(
).sin(

)sin(
).cos(.

)cos(
).cos(.

)sin(
).sin()(' +−−−= ∫∫

+∞+∞
, 

    soit : ∀ x > 0, ∫∫
+∞+∞

−−=
xx

du
u

u
xdu

u

u
xxg .

)cos(
).cos(.

)sin(
).sin()(' . 

    Enfin : ∀ x > 0, 
x

x
x

x

x
xdu

u

u
xdu

u

u
xxg

xx

)cos(
).cos(

)sin(
).sin(.

)cos(
).sin(.

)sin(
).cos()('' ++−−= ∫∫

+∞+∞
,  

    soit : 
x

xgxg
1

)()('' +−= . 

    Donc f  et g  sont solutions sur �+* de l'équation différentielle : y'' + y =
x

1
. 

b. Si on reprend la fonction h  utilisée pour f , on constate que h  est définie sur �+×�+, qu’elle est  
    continue (par morceaux) sur �+ à x fixé et continue sur �+ à t fixé. 

    Enfin : ∀ ( tx, ) ∈ �+×�+, )(
1

1
),(

2
t

t
txh ϕ=

+
≤ , où ϕ est continue, intégrable sur �+. 

    Donc f  est continue sur �+, en particulier en 0, et : 
2

)][arctan(.
1

1
)0( 00 2

π==
+

= ∞++∞

∫ tdt
t

f . 

    Pour g , on constate que : 
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      ∀ x > 0, ∫∫∫∫
∞+∞+∞+∞+

+
=

+
−=−

+
=−

0000
.

).(

)sin(
..

).(

)sin(.
.

)sin(
.

)sin(
)0()( dt

xtt

t
xdt

xtt

tx
dt

t

t
dt

xt

t
gxg . 

    On écrit ensuite : ∫∫∫∫∫
∞+∞+∞+

+
+

+
≤

+
+

+
≤

+ 1

1

01

1

00
.

).(

)sin(
.

).(

)sin(
.

).(

)sin(
.

).(

)sin(
.

).(

)sin(
dt

xtt

t
dt

xtt

t
dt

xtt

t
dt

xtt

t
dt

xtt

t
. 

    Or la fonction : 
t

t
t

)sin(
a , est définie, positive et inférieure à 1 sur ]0,1], d’où : 

      1)ln()1ln(.
1

.
1

.
).(

)sin(
1 2

1

00
+−+=+

+
≤

+ ∫∫∫
∞+∞+

xxdt
t

dt
xt

dt
xtt

t
, et : )1)ln()1.(ln()0()( +−+≤− xxxgxg . 

    Ainsi, )(xg  tend vers )0(g  quand x tend vers 0 et g  est continue en 0. 

c. Notons S  une solution particulière de l’équation différentielle sur �+*. 
    Alors : ∃ (α,β,α’,β’) ∈ �4, Sf ++= cos.sin. βα , et : Sg ++= cos'.sin'. βα . 

    Or : ∀ x > 0, 
x

dtexf tx 1
.)(

0

. =≤ ∫
+∞ − , et f  tend vers 0 en +∞.  

    D’autre part, l’écriture : ∀ x > 0, ∫∫
+∞+∞

−=
xx

du
u

u
xdu

u

u
xxg .

)cos(
).sin(.

)sin(
).cos()( , montre que g  tend  

    aussi vers 0 en +∞ puisque sin  et cos sont bornées sur �, et les deux intégrales tendent vers 0 comme  
    restes d’intégrales convergentes.  
    Et comme : cos).'(sin).'( ββαα −+−=− gf , cette fonction ne peut avoir pour limite 0 en +∞ que si : 

      α = α’, et : β = β’. 

    Finalement : gf = , sur �+*, et : 
2

)0()(lim)(lim)0(.
)sin(

000

π=====
>
→

>
→

+∞

∫ fxfxggdt
t

t
xx

.  

41. a. Pour : x ∈ �+*, on pourra noter :  xnx = . 

    Alors : ∀ α ∈ �+*,  ∀ x ≥ 2, 
)!1(

)1(

)(

)1(

)(
0

−
+

=
Γ

+
≤

Γ
≤

x

x

x

x

n

n

n

n

x

x ααα

, car Γ est croissante sur [2,+∞). 

    Si maintenant, on fait tendre x vers +∞, xn  tend vers +∞ et le théorème des croissances comparées  

    montre que la quantité majorante tend vers 0. 
    Donc on a bien : ))(( xox Γ= ∞+

α , pour : α > 0. 

    Si on prend maintenant : α ≤ 0, alors xα ne tend pas vers +∞ alors que c’est le cas pour )(xΓ  : on a donc  

    à nouveau : ))(( xox Γ= ∞+
α . 

b. Pour établir cette dernière égalité, on va utiliser une série géométrique et le théorème de convergence  
    dominée. 

    Dans un premier temps, si : λ = 0, alors : )(...
.1

.
0

1

0

1

xdtetdt
e

et tx
t

tx

Γ==
− ∫∫

∞+ −−∞+

−

−−

λ
, d’où l’égalité.  

    Puis, pour : λ ∈ [-1,+1], λ ≠ 0, on a : 

      ∀ t ∈ �+*, 1. <−teλ , donc : ∑
+∞

=

−
− =

− 0

..
.1

1

n

tnn
t

e
e

λ
λ

, et : ∑
+∞

=

−+−
−

−−

=
− 0

1).1(
1

..
.1

.

n

xtnn
t

tx

te
e

et λ
λ

. 

    On note alors : ∀ n ∈ �, ∀ t ∈ �+*, 1).1( ..)( −+−= xtnn
n tetu λ . 

    Pour tout entier n, la fonction nu  est définie, continue sur �+* et intégrable sur �+*, car : 

      1

0
.~)( −xn

n ttu λ , et )(.2 tut n  tend vers 0 en +∞.  

    De plus : ∫∫∫
+∞ −+−+∞ −+−+∞

==
0

1).1(

0

1).1(

0
...... dttedtteu xtnnxtnn

n λλ , 

    et avec le changement de variable : tnu ).1( +=  : )(.
)1(

...
)1( 0

1

0
x

n
duue

n
u

x

n

xu
x

n

n Γ
+

=
+

= ∫∫
∞+ −−∞+ λλ

. 

    Enfin : 
      • chaque fonction nu  est définie et continue (donc continue par morceaux) sur �+*, 



 PSI Dupuy de Lôme – Chapitre 05 : Compléments de calcul intégral (Exercices : corrigé niveau 3).          - 11 - 

      • la série de fonctions ∑
≥0n

nu converge simplement sur �+* vers u  : 
t

tx

e

et
t −

−−

− .1

.1

λ
a , 

      • la fonction u  est clairement continue (donc continue par morceaux) sur �+*, 

      • la série ∑∫
≥

+∞

0
0

n
nu  converge car : ∀ n ≥ 0, 

xx

n

nn )1(

1

)1( +
≤

+
λ

, et : x > 1. 

    Donc on peut intervertir intégrale et somme et : 

      ∑∑∫∫ ∑∫
+∞

=

+∞

=

∞+∞+ +∞

=

∞+

−

−−

+
Γ===

− 00
00

0
0

1

)1(

)(.
.)(.)(.

.1

.

n
x

n

n
n

n
nt

tx

n

x
dttudttudt

e

et λ
λ

. 

 
Transformée de Fourier, de Laplace.  
42. a. Notons g  définie sur �2 par : ∀ ( tx, ) ∈ �2, xtietftxg ..).(),( −= . 

    On constate que : 
      • ∀ x ∈ �, ),( txgt a , est définie, continue par morceaux sur �, 

      • ∀ t ∈ �, ),( txgx a , est définie, continue sur �, 

      • ∀ ( tx, ) ∈ �2, )(),( tftxg ≤ , cette fonction majorante étant continue par morceaux, intégrable sur �. 

    Donc (Ff) est définie et continue sur �. 

    De plus : ∀ x ∈ �, (F ∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−

− == dttfdtetfxf txi .)(.
.2

1
.).(.

.2

1
))( ..

ππ
. 

b. Immédiatement, on a : 

      ∀ x ∈ �*, (F 






=








−
==Π

−

−

−

−
∫ 2

.
sin.

.

2
.

.2.
.

.2

1
..

.2

1
))(

2

2

..
2

2

.. Tx

Tx

T

xi

e
dtex

T

T

txiT

T
txi

T πππ
.  

    Par ailleurs : (F 
ππ .2

.
.2

1
)0)( 2

2

T
dt

T

TT ==Π ∫− , ou la fonction précédente prolongée par continuité en 0. 

c. On a aussi : ∀ x ∈ �, (F ).....(
.2

1
...

.2

1
))(

0

...

0

......

∫∫∫
+∞ +−+∞ −−+∞

∞−

−− +== dueedteedteexf uxiuatxitatxita
a ππ

,  

    en ayant séparé l’intégrale en deux et en ayant appliqué le changement de variable : tu −= .  

    Puis, pour : ε = ±1, on a : 
xiaaxi

e
duee

uaxi
uxiua

..

1

)..(
..

0

)...(

0

....

εε

ε
ε

−
=









−
=

+∞−∞+ −
∫ . 

    Donc : ∀ x ∈ �, (F
22

.2
.

.2

1
)

.

1

.

1
.(

.2

1
))(

xa

a

xiaxia
xf a +

=
−

+
+

=
ππ

.  

d. En reprenant la fonction g  de la première question, on constate que : 

      • ∀ x ∈ �, ),( txgt a , est continue par morceaux et intégrable sur �, 

      • g  admet une dérivée partielle : ∀ ( tx, ) ∈ �2, xtietftitx
x

g ..).(..),( −−=
∂
∂

, 

      • ∀ x ∈ �, ),( tx
x

g
t

∂
∂

a , est continue (donc continue par morceaux) sur �, 

      • ∀ t ∈ �, ),( tx
x

g
x

∂
∂

a , est continue sur �, 

      • ∀ ( tx, ) ∈ �, )(.),( tfttx
x

g =
∂
∂

, et la fonction majorante est continue (donc continue par morceaux)  

    et intégrable sur �, par hypothèse. 

    Donc (F )f  est de classe C1 sur �, et : ∀ x ∈ �, (F ∫
+∞

∞−

−−= dtetftixf txi .).(..
.2

1
.)()' ..

π
. 

e. Si maintenant on suppose f  toujours continue sur �, mais telle que de plus : )(. tftt p
a , soit  

    intégrable sur �, alors en reprenant le principe précédent, la fonction (Ff) est de classe Cp sur �, et : 
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      ∀ 0 ≤ k ≤ p, ∀ x ∈ �, (F ∫
+∞

∞−

−−= dtetftixf txikkk .).(..
.2

1
.)()() ..)(

π
. 

    On peut par exemple le montrer de proche en proche ou directement (sous l’hypothèse proposée on  
    constate que : ∀ 0 ≤ k < p, ))(.()(. tftotft pk

∞±= , ce qui garantit l’intégrabilité sur � de toutes ces  
    fonctions.  
    Pour obtenir le caractère C∞ sur �, on peut proposer comme hypothèses sur f  : 

      • f  est continue sur �, 

      • ∀ p ∈ �, t a )(. tft p , tend vers 0 en ±∞.  
 

43. a. Si f  est dans E, posons : ∀ ( tx, ) ∈ �+*×�+*, )(.),( . tfetxh tx−= . 
    Alors :  
      • ∀ x > 0, ),( txht a , est continue par morceaux (car continue) sur �+*, et intégrable sur �+*, car : 

       ∀ t ∈ �+*, Metxh tx .),( .−≤ , où f  désigne un majorant de f  sur �+*, 

      • h  admet une dérivée partielle sur �+*×�+* par rapport à x à tout ordre :  

      ∀ p ∈ �, ∀ ( tx, ) ∈ �+*×�+*, )(..)(),( . tfettx
x

h txp
p

p
−−=

∂
∂

, 

      • ∀ p ∈ �, ∀ x ∈ �+*, ),( tx
x

h
t

p

p

∂
∂

a , est continue (donc continue par morceaux) sur �+*, 

      • ∀ p ∈ �, ∀ t ∈ �+*, ),( tx
x

h
x

p

p

∂
∂

a , est continue sur �+*,  

      • ∀ [a,b] ⊂ �+*, ∀ p ∈ �, ∀ ( tx, ) ∈ [a,b]×�+*, )(..),( ,,
. tetMtx

x

h
pba

tap

p

p

ψ=≤
∂
∂ − , avec ψa,b,p continue  

    (donc continue par morceaux) sur �+* et intégrable sur �+*. 
    Donc (L )f  est définie et de classe C∞ sur �+*, et :  

      ∀ p ∈ �, ∀ x ∈ �+*, (L ∫∫
∞+ −∞+

−=
∂
∂=

0

.

0

)( ).(..)().,()() dttfetdttx
x

h
xf txp

p

p
p . 

b. Si on note encore, pour : f  ∈ E, f  un majorant de f  sur �+*, alors : 

      ∀ x > 0, (0 ≤ L
x

M
dteMdttfexf txtx =≤≤ ∫∫

+∞ −+∞ −

0

.

0

. ...)(.))( . 

    Donc (L )f  tend bien vers 0 en +∞.  

c. La fonction g  est définie sur �+*, et tend vers 0 en +∞. 

    De plus, un développement limité montre que )(xg  tend vers 1 quand x tend vers 0. 
    Donc g  peut se prolonger en une fonction continue sur �+, et ce prolongement étant continu sur �+ et  

    admettant une limite finie (nulle) en +∞, il est borné sur �+.. 
d. (L )g  étant de classe C∞ sur �+*, on peut calculer : 

      ∀ x > 0, (L ∫∫
+∞ −+∞ − −=−=
0

.

0

. ).sin(..
)sin(

..)()' dttedt
t

t
etxg txtx . 

    En écrivant alors sin sous forme exponentielle, on calcule alors : 

      
1

1
...

2
0

).(

0

).(

0

..

+
+=

−
=









−
==

+∞−∞+ −∞+ −
∫∫ x

ix

ixxi

e
dtedtee

txi
txititx , et : 

      ∀ x > 0, (L
1

1

1
Im)()'

22 +
−=









+
+−=

xx

ix
xg . 

    Donc : ∃ C ∈ �, ∀ x > 0, (L Cxxg +−= )arctan())( . 

    Enfin (L )g  tend vers 0 en +∞, donc : 
2

π=C , et : ∀ x > 0, (L 






=−=
x

xxg
1

arctan)arctan(
2

))(
π

. 


