
PSI Dupuy de Lôme – Chapitre 05 : Compléments de calcul intégral (Exercices : corrigé niveau 1).           - 1 - 

Compléments de calcul intégral (corrigé niveau 1).  
 
Théorème de convergence dominée.  

1. a. Les fonctions définies par : ∀ n ≥ 1, ∀ x ∈ [0,1], 
3

1
.1ln)(
xn

x
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 += , sont continues sur l’intervalle  

    [1,+∞) et : ∀ n ≥ 1, ∀ x ≥ 1, )(
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    De plus la suite de fonctions ( nu ) converge simplement sur [1,+∞) vers la fonction nulle. 

    Enfin la fonction ϕ est définie, continue et intégrable sur [1,+∞). 
    Donc le théorème de convergence dominée s’applique et :  
      • toutes les intégrales existent (du fait de la majoration des fonctions sur [1,+∞) par ϕ),  
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b. Les fonctions définies par : ∀ n ∈ �, ∀ x ∈ [0,1], 
nn

x
xu

+
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1
)( , sont continues sur le segment [0,1]  

    donc les intégrales existent. 
    Puis la suite de fonctions ( nu ) converge simplement sur [0,1] vers u , définie par : 

      • 1)( =xu , si : x ∈ [0,1[, 

      • 
2

1
)1( =u . 

    La fonction limite u  est continue par morceaux sur [0,1]. 

    Enfin : ∀ n ∈ �, ∀ x ∈ [0,1], )(1)( xxun ϕ=≤ , et ϕ est continue donc intégrable sur le segment [0,1]. 

    Le théorème de convergence dominée s’applique et : 1).().(lim.
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c. Les fonctions définies par : ∀ n ∈ �, ∀ x ∈ �+, 
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, sont définies et continues sur �+. 

    Puis la suite de fonctions ( nu ) converge simplement sur �+ vers la fonction nulle notée u . 

    La fonction nulle est continue par morceaux sur �+. 

    Enfin : ∀ n ∈ �, ∀ x ∈ �+, )(
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x
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e
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+
≤ , et ϕ est continue et intégrable sur �+. 

    Le théorème de convergence dominée s’applique et :  
      • toutes les intégrales existent (du fait de la majoration des fonctions sur �+ par ϕ),  
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d. Les fonctions définies par : ∀ n ∈ �, ∀ x ∈ �+, 
xnn

ex
xu

+
= 1

)( , sont définies et continues sur �+. 

    Puis la suite de fonctions ( nu ) converge simplement sur �+ vers la fonction u  définie par : 

      • x
x

e
e

xu −== 1
)(  , si : x ∈ [0,1[, 

      • 
e

u
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1
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      • 0)( =xu , si : x ∈ ]1,+∞). 
    La fonction u  est continue par morceaux sur �+. 

    Enfin : ∀ n ∈ �, ∀ x ∈ �+, )()( xxun ϕ≤ , où ϕ est définie par : 

      • 1)( =xϕ , si x ∈ [0,1[, 

      • xex −=)(ϕ , si : x ∈ [1,+∞), 
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    et ϕ est continue par morceaux et intégrable sur �+, car elle l’est sur [1,+∞). 
    Le théorème de convergence dominée s’applique et :  
      • toutes les intégrales existent (du fait de la majoration des fonctions sur �+ par ϕ),  
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e. Les fonctions définies par : ∀ n ∈ �, ∀ x ∈ �+, 
1
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x
xu , sont définies et continues sur �+. 

    Puis la suite de fonctions ( nu ) converge simplement sur �+ vers la fonction u  définie par : 

      • 0)( =xu  , si : x ∈ [0,1[, 

      • 
2

1
)1( =u , 

      • 0)( =xu , si : x ∈ ]1,+∞), car : 
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    La fonction u  est continue par morceaux sur �+. 

    Enfin : ∀ n ≥ 2, ∀ x ∈ �+, )()( xxun ϕ≤ , où ϕ est définie par : 

      • 1)( =xϕ , si x ∈ [0,1[, 

      • 
2

1
)(

x
x =ϕ , si : x ∈ [1,+∞), 

    et ϕ est continue par morceaux et intégrable sur �+, car elle l’est sur [1,+∞). 
    Le théorème de convergence dominée s’applique et :  
      • toutes les intégrales existent (du fait de la majoration des fonctions sur �+ par ϕ), pour : n ≥ 2, 
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f. Les fonctions définies par : ∀ n ∈ �, ∀ x ∈ �+, )(sin.)( .2² xexu nx
n

−= , sont définies et continues sur �+. 

    Puis la suite de fonctions ( nu ) converge simplement sur �+ vers la fonction u  définie par : 

      • 0)( =xu  , si : x ∈ �+, 
2

π≠x  (mod π), 

      • 
2

)( xexu −=  , si : x ∈ �+, 
2

π=x  (mod π). 

    La fonction u est continue par morceaux sur �+ car elle l’est sur tout segment inclus dans �+. 

    Enfin : ∀ n ∈ �, ∀ x ∈ �+, )()(
2

xexu x
n ϕ=≤ − , et ϕ est continue et intégrable sur �+, car négligeable  

    devant 
2

1

x
 en +∞. 

    Le théorème de convergence dominée s’applique et :  
      • toutes les intégrales existent (du fait de la majoration des fonctions sur �+ par ϕ),  
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, car l’intégrale de u  est nulle sur tout  

    segment inclus dans �+, puisque u  est nulle sur ces segments sauf en un nombre fini de points.  
 

2. a. Tout d’abord : ∀ n ∈ �, ∀ t  ∈ [0,1], nt  ∈ [0,1]. 

    Donc comme composées, les fonctions définies un par : ∀ n ∈ �, ∀ t ∈ [0,1], t a )( ntf , sont continues  
    sur [0,1] et les intégrales existent.  
b. Toutes les fonctions nu  sont continues sur [0,1], 

    La suite de fonctions ( nu ) converge simplement sur [0,1] vers u  définie par : 

      • )0()( ftu = , si : t ∈ [0,1[, 

      • )1()1( fu = . 
    La fonction limite u  est continue par morceaux sur [0,1]. 
    Enfin, f  étant continue sur [0,1], elle y est bornée par une valeur M d’où : 

      ∀ n ∈ �, ∀ t ∈ [0,1], )()( xMxun ϕ=≤ , et ϕ est continue donc intégrable sur le segment [0,1]. 
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    Le théorème de convergence dominée s’applique et : )0().().(lim).(lim
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3. Soit : n ≥ 1, et : ∀ x ∈ ]0,1], 
n
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x
xxu 







 −= − 1.)( 1α . 

La fonction nu  est définie et continue sur ]0,1].  

De plus : α
α

−
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n , et : 1 – α < 1, donc nu  est intégrable sur ]0,1]. 

Ensuite, la suite de fonctions converge simplement sur ]0,1] vers la fonction u  définie par :  

  ∀ x ∈ ]0,1],  xexxu −−= .)( 1α . 
La fonction limite u  est continue par morceaux sur ]0,1] et y est intégrable avec le même équivalent en 0 
que pour nu . 

Enfin : ∀ t ∈ [0,1[, tt −≤− )1ln( , donc :  

  ∀ n ∈ �*, ∀ x ∈ ]0,1[, 
n
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x −≤






 −1ln , d’où : x
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 −1ln. , et exp étant croissante : x
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e
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 −1 . 

On remarque que cette dernière inégalité est encore vérifiée pour : 1=x , et finalement : 
  ∀ n ∈ �*, ∀ x ∈ ]0,1], )()( xuxun ≤ . 

Comme de plus u  est continue, intégrable sur ]0,1], le théorème de convergence dominée s’applique et : 
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4. a. Les intégrales n’existent que pour : n ≥ 1. 

    Pour : n = 0, l’intégrale vaut : ∫
∞+ −

=
00 .dx
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e
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≤ , ce qui prouve la divergence de 0I .  

    Si on note : ∀ n ≥ 0, ∀ x ∈ �+, 
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    en +∞ donc intégrable sur �+. 

b. Puis : ∀ n ≥ 1, ∫
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n , et si on note : ∀ n ∈ �, ∀ x ∈ �+, )(.)( xunxv nn = , alors : 

      • la suite ( nv ) converge simplement sur �+ vers v , définie par : ∀ x ∈ �+, xexv −=)( , 

      • la fonction v  est continue sur �+, 

      • la fonction v  majore toutes les fonctions nv  sur �+ car : ∀ n ∈ �, ∀ x ∈ �+, x
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      continue (donc continue par morceaux) et intégrable sur �+. 
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    Et on conclut que : 
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, ce qui montre au passage que ( nI ) tend vers 0.  

 
5. a. Pour n donné, la fonction sous l’intégrale est polynomiale sur le segment, donc l’intégrale nI  existe.  

b. Il suffit de poser, pour : n ≥ 1 : 

      • 
n

n n

t
tu 







 −= 1)( , pour : 0 ≤ t ≤ n, 

      • 0)( =tun , pour : n ≤ t. 

    La fonction nu  est définie deux fois en n, mais y prend la même valeur. 

    On a bien alors : ∀ n ≥ 1, ∫
+∞

=
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c. Soit alors : t ∈ �, fixé. 
    Il existe un rang 0n  tel que : ∀ 0nn ≥ , t < n (puisque la suite ( n ) tend vers +∞), et donc : 

      ∀ n ≥ n0, ))1(exp(
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    d’où on déduit que la suite ( )(tun ) converge vers te− . 

    La suite ( nu ) converge donc simplement sur �+ vers u  : tet −
a .  

d. On part du résultat classique : ∀ x ∈ ]-1,+∞), xx ≤+ )1ln( , obtenu par exemple par l’étude d’une  
    fonction et de ses variations. 

    Donc : ∀ t ∈ [0, n[, 
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    De plus : ∀ t ∈ [n,+∞), )(0)( tuetu t
n =≤= − . 

    On peut alors utiliser le théorème de convergence dominée car : 
      • les fonctions nu  sont toutes continues sur �+, 

      • la suite ( nu ) converge simplement sur �+ vers u , 

      • u  est continue par morceaux (et même continue) sur �+, 

      • la fonction u  est de plus intégrable sur �+ et : ∀ n ∈ �*, ∀ t ∈ �+, )()( tutun ≤ . 
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6. a. On note : ∀ n ≥ 1, ∀ x ≥ 0, 
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    Donc toutes les fonctions nu  sont majorées par ϕ sur �+. 

    Les fonctions nu  sont donc intégrables sur �+ et les intégrales nI  existent pour tout entier : n ≥ 1. 

b. Soit : x ∈ �+, fixé. 
      • si : 0 ≤ x < 1, on a : )(1)(lim xuxun
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    La suite de fonctions ( nu ) converge donc simplement sur �+ vers u , définie au-dessus. 

    De plus la fonction u  est continue par morceaux sur �+ et la majoration uniforme par ϕ de ( nu ) obtenue      

    dans la question a permet d’appliquer le théorème de convergence dominée. 
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Interversion série-intégrale.  

7. a. Notons S la fonction sous l’intégrale, soit : ∀ t ∈ ]0,+∞), 
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=
te

t
tS . 

    S est continue sur ]0,+∞) et l’intégrale I  est deux fois généralisée. 
    Comme )(.2 tSt  tend vers 0 en +∞, I  converge en +∞ et : 1)(lim

0
=

→
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t
, à l’aide d’équivalents, S est  
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    prolongeable par continuité en 0 et I  converge en 0. 

b. On peut écrire par exemple : ∀ t ∈ �+*, ∑∑
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     car on a pu développer en série géométrique puisque : ∀ t ∈ �+*, 1<−te . 

c. On peut, pour : n ∈ �, proposer le changement de variable : tnu ).1( += , bijectif croissant de �+ dans  
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d. On constate maintenant que : 
      • les fonctions nu  définies par : ∀ n ∈ �, ∀ t ∈ �+*, tn
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8. On raisonne comme dans l’exercice précédent et pour cela, on note : ∀ t ∈ ]0,+∞), 
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S est continue sur ]0,+∞) et l’intégrale I  est deux fois généralisée. 
Comme )(.2 tSt  tend vers 0 en +∞, I  converge en +∞ et : 0)(lim
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prolongeable par continuité en 0 et I  converge en 0. 

Puis on peut écrire par exemple : ∀ t ∈ �+*, ∑∑
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développer en série géométrique puisque : ∀ t ∈ �+*, 1<−te . 
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Les mêmes arguments enfin permettent d’intervertir les symboles ∑ et ∫  et : 
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9. a. La fonction nf  est définie, continue et positive sur ]0,1[. 

    Notons ensuite g  la fonction définie sur ]0,1[ par : ∀ x ∈ ]0,1[, 
1

)ln(.
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xg . 

    g  est alors définie et continue sur ]0,1[ et prolongeable par continuité en 0 et en 1 car : 

      • 0
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 (théorème des croissances comparées) et : 

      • ∀ x ∈ ]0,1[, 
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xg , à l’aide par exemple d’un développement limité. 

    Donc le prolongement de g  à [0,1] est continu sur ce segment et donc y est borné (par M ). 

    On peut alors écrire : ∀ n ∈ �, ∀ x ∈ ]0,1[, MxMxf n
n ≤≤ .2.)( , et nf  est intégrable sur ]0,1[. 

b. De la majoration précédente, on déduit que : ∀ n ∈ �, 
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    et on en déduit que la suite ( nJ ) tend vers 0.  
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b. Montrer que la suite ( nJ ) converge et déterminer sa limite. 

c. On remarque que : ∀ n ∈ �, ∀ x ∈ ]0,1[, ∑∑
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    Notons alors (pour n fixé) : ∀ k ∈ �, ∀ x ∈ ]0,1[, )ln(.)( 1.2.2 xxxu nk
k

++−= , et on constate que : 

      • les fonctions ku  sont définies, continues par morceaux sur ]0,1[, 

      • la série de fonctions ∑
≥0k

ku  converge simplement sur ]0,1[ vers nf , 

      • nf  est continue par morceaux sur ]0,1[. 

    Enfin, les fonctions ku  sont intégrables sur ]0,1[ (par prolongement par continuité en 0 et en 1) et : 

      • ∀ k ∈ �, 
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    soit :
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    Donc on peut intervertir série et intégrale et :  
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Fonction intégrale dépendant d’un paramètre sur un intervalle quelconque. 
10. a. Pour tout réel : x > 0, la fonction sous l’intégrale est définie, continue sur ]0,1[ et admet des limites finies  

    (nulles) en 0 et en 1. 
    Donc F(x) existe pour tout réel : x > 0. 
    Puis la fonction : )1.( ttt −a , est continue sur le segment [0,1], y est donc bornée (et positive). 

    De plus elle atteint son maximum en : 
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1=t , où elle vaut 
4

1
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    Donc : ∀ x > 0, 
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1
)(0

1

0
=







≤≤ ∫ . 

    On en déduit par encadrements que f  tend vers 0 en +∞. 

b. Pour : (α,β) ∈ �+*, on remarque tout d’abord que )(xF  existe, pour tout réel : x > 0. 

    En effet, on a : ∀ t ∈ ]0,1], 
tt

tt xx 1)1.( ..

≤− βα

, donc la fonction sous l’intégrale est intégrable sur ]0,1]. 

    Soit maintenant ( nx ) une suite de réels strictement positifs qui tend vers +∞, et : 

      ∀ n ∈ �, ∀ t ∈ ]0,1], 
t

tt
tu

nn xx

n

.. )1.(
)(

βα −= . 

    Alors : 
      • les fonctions nu  sont toutes définies, continues sur ]0,1], 

      • la suite de fonctions converge simplement sur ]0,1] vers la fonction nulle, 
      • la fonction nulle est continue sur ]0,1], 
      • il existe une fonction ϕ continue et intégrable sur ]0,1], telle que : 

          ∀ n ∈ �, ∀ t ∈ ]0,1], )(
1)1.( ..

t
tt

tt nn xx

ϕ
βα

=≤−
. 

    Donc le théorème de convergence dominée s’applique et :  

      0).()).(lim().(lim)(lim
000

==== ∫∫∫
+∞+∞

+∞→

+∞

+∞→+∞→
dttudttudttuxF n

n
n

n
n

n
. 

    La caractérisation séquentielle des limites montre alors que : 0)(lim =
+∞→

xF
x

. 
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11. a. Pour tout x dans �+, la fonction : 
331

1
),(

xt
txft

++
=a , est définie, continue sur �+ et est négligeable  

    devant 
2

1

t
 en +∞, donc l’intégrale définissant )(xF  converge, et finalement F est définie sur �+. 

b. Si on utilise le changement de variable proposé (qui est décroissant et C1 sur �+*), alors : 

      ∫∫∫∫
+∞+∞

∞+

+∞

+
=

+
=





















+

−=
+

=
0 30 3

0

3
2

0 3 1

.

1

.

1
1.

1
)0(

t

dtt

u

duu

u
u

du

t

dt
F . 

    Donc : 
3.3

.4

3

1.2
arctan.

3

2

1

.

1

).1(
)0(.2

0
0 20 3

π=














 −=
+−

=
+

+=
+∞

∞+∞+

∫∫
x

tt

dtt

t

dtt
F , et : 

3.3

.2
)0(

π=F . 

c. La décroissance de F sur �+ est immédiate car :  

      ∀ ( yx, ) ∈ �+2, ( yx ≤ ) ⇒ (∀ t ∈ �+, 
3333 1

1

1

1

ytxt ++
≥

++
), et puisque les intégrales convergent, on  

    en déduit que : )(
11

)(
0 330 33

yF
yt

dt

xt

dt
xF =

++
≥

++
= ∫∫

+∞+∞
. 

    Puis : 
      • ∀ x ∈ �+, ),( txft a , est continue par morceaux sur �+, 

      • ∀ t ∈ �+, ),( txfx a , est continue sur �+, 

      • il existe une fonction majorante ϕ continue et intégrable sur �+, telle que : 

        ∀ ( tx, ) ∈ �+×�+, )(
1

1

1

1
),(

333
t

txt
txf ϕ=

+
≤

++
=  . 

    Donc F est continue sur �+. 
d. Soit enfin ( nx ) une suite de réels positifs qui converge vers +∞. 

    On note : ∀ n ∈ �, ∀ t ∈ �+, 
331

1
)(

n
n

xt
tu

++
= . 

    Alors :  
      • toutes les fonctions nu  sont continues sur �+, 

      • la suite ( nu ) converge simplement sur �+ vers la fonction nulle, 

      • la fonction nulle est continue sur �+,  
      • il existe une fonction ϕ continue et intégrable sur �+, telle que : 

          ∀ n ∈ �, ∀ t ∈ �+, )(
1

1
)(

3
t

t
tun ϕ=

+
≤ . 

    Donc le théorème de convergence dominée s’applique et : 0)).(lim()(lim
0

== ∫
+∞

+∞→+∞→
dttuxF n

n
n

n
.. 

    Enfin, la caractérisation séquentielle des limites montre que : 0)(lim =
+∞→

xF
x

. 

 

12. a. Si on note : ∀ x ∈ �, ∀ t ∈ �+*, 
tx ett

txf −++
=

.1

1
),(

2
, alors pour x réel fixé, la fonction : ),( txft a ,  

    est définie, continue et positive sur ]0,+∞), et : 
21

1
),(0

t
txf

+
≤≤ . 

    Donc pour tout réel x, la fonction : ),( txft a , est intégrable sur �+* et F  est définie sur �. 

b. Soit ( nx ) une suite de réels qui converge vers +∞, et : ∀ n ∈ �, ∀ t ∈ �+*, 
txn

ett
tu

n −++
=

.1

1
)(

2
. 

    Alors :  
      • toutes les fonctions nu  sont continues sur �+*, 

      • la suite ( nu ) converge simplement sur �+*, car : 
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        pour : 0 < t < 1, )(
1

1
)(lim

2
tu

t
tun

n
=

+
=

+∞→
, puisque : 0))ln(.exp( →= ∞+txt n

xn , 

        pour : t = 1, )1(
2

1
)1(lim

1
u

e
un

n
=

+
= −+∞→

, 

        pour : 1 < t, )(0)(lim tutun
n

==
+∞→

, puisque : +∞→= ∞+))ln(.exp( txt n
xn , 

      • la fonction u  est continue par morceaux sur �+*,  
      • il existe une fonction ϕ continue et intégrable sur �+*, telle que : 

          ∀ n ∈ �, ∀ t ∈ �+*, )(
1

1
)(

2
t

t
tun ϕ=

+
≤ . 

    Donc : 
4

)][arctan(
1

)).(lim()(lim 1
0

1

0 20

π==
+

== ∫∫
+∞

+∞→+∞→
t

t

dt
dttuxF n

n
n

n
. 

    On conclut, par caractérisation séquentielle de la limite, que : 
4

)(lim
π=

+∞→
xF

x
. 

 

13. a. Notons tout d’abord : ∀ ( tx, ) ∈ �×]0,1[, 
)ln(

1
),(

t

t
txf

x −= . 

    Pour x fixé réel, la fonction : ),( txft a , est définie, continue sur ]0,1[, et elle est positive pour : x > 0,  
    négative sinon. 
    Puis, au voisinage de : t = 1, on peut écrire : ht += 1 , et : 

      )1(
)(

)(.

)1ln(

1)1(

)ln(

1
),( 1

0

0
→+=

+
+

=
+

−+=−= t

xx

ox
hox

hohx

h

h

t

t
txf , et la fonction tend vers x quand t tend vers 1. 

    Donc l’intégrale définissant )(xF  est toujours convergente en 1. 
    Enfin, : 

      • si : x > 0, 
)ln(

1
~

)ln(

1
0 tt

t
t

x −−
→

, et : 
)ln()ln(

1
.2

1

t

t

t
t =−

, tend vers 0 quant t tend vers 0, et la fonction sous  

    l’intégrale )(xF  converge en 0, 

      • si : x = 0, )(xF  est nul (intégrale convergente de la fonction nulle), 

      • si : x < 0, 
)ln(.

1

)ln(
~

)ln(

1
0 ttt

t

t

t
x

x

t

x

−→
=−

, et la fonction obtenue est intégrable sur ]0,
2

1
] si et seulement  

    si : 1<− x , soit : 1−>x .  
    En effet, si : 1−=x , une primitive de la fonction ( ))ln(ln(t ) montre qu’elle n’est pas intégrable sur  

    l’intervalle, donc pas non plus pour : 1−<x , par minoration de fonctions à valeurs positives, et pour :  

     1−>x , on peut trouver : xc <<−1 , tel que 
)ln(.

1
.

tt
t

x
c

−  tend vers 0 quand t tend vers 0.  

    Finalement : DF = ]-1,+∞). 
b. On sait maintenant que : 
      • ∀ x ∈ ]-1,+∞), ),( txft a , est continue par morceaux, intégrable sur ]0,1[, 
    Puis : 

      • f  admet sur ]-1,+∞)×]0,1[ une dérivée partielle qui vaut : ∀ ( tx, ) ∈ ]-1,+∞)×]0,1[, xttx
x

f =
∂
∂

),( , 

      • ∀ x ∈ ]-1,+∞), ),( tx
x

f
t

∂
∂

a , est continue sur ]0,1[, 

      • ∀ t ∈ ]0,1[, ),( tx
x

f
x

∂
∂

a , est continue sur ]-1,+∞),  

      • pour tout segment : [a,b] ⊂ ]-1,+∞), on a : ∀ ( tx, ) ∈ [a,b]×]0,1[, )(),( , ttttx
x

f
ba

ax ψ=≤=
∂
∂

,  

    et ψa,b est continue et intégrable sur ]0,1[ puisque : a<−1 .  
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    Donc F est de classe C1 et : ∀ x > -1, 
1

1
.).,()('

1

0

1

0 +
==

∂
∂= ∫∫ x

dttdttx
x

f
xF x . 

c. On en déduit que : ∀ C ∈ �, ∀ x > -1, CxxF ++= )1ln()( . 

    Comme enfin, on a : 0)0( =F , on conclut que : ∀ x > -1, )1ln()( += xxF . 
 

14. a. Pour : x > 0, la fonction sous l’intégrale est toujours définie et continue sur �+ donc sur [0,x] et )(xF   
    existe comme intégrale d’une fonction continue sur un segment.  
    On peut ensuite opérer le changement de variable : txu += , qui permet de traiter les questions a et b. 
    On peut aussi utiliser le changement de variable : xut .= , suggéré qui donne : 

      ∀ x > 0, ∫ +
=

1

0
.

1

).sin(
)( du

u

xu
xF . 

    On note alors : ∀ ( ux, ) ∈ �+*×[0,1], 
u

xu
uxf

+
=

1

).sin(
),( , et : 

      • ∀ u ∈ [0,1], ),( uxfx a ,est définie et continue sur �+*,  

      • ∀ x ∈ �+*, ),( uxfu a , est continue sur [0,1], 

      • ∀ ( ux, ) ∈ �+*×[0,1], )(1
1

1
),( u

u
uxf ϕ=≤

+
≤ ,  

    et la fonction ϕ est définie, continue donc intégrable sur le segment [0,1].  
    Donc F est continue sur �+*.  

b. On sait que : ∀ t ∈ �+, tt ≤)sin( , donc : ∀ x ∈ �+*, xduxdu
u

xu
xF =≤

+
≤ ∫∫

1

0

1

0
.1..

1

.
)( , et : 0)(lim

0
=

→
xF

x
. 

    D’autre part : ∀ x > 0, 








+
−−=

+
−






+
−= ∫∫

1

0 2

1

0 2

1

0

.
)1(

).cos(

2

)cos(
1.

1
.

)1(

).cos(
.

1

1

1
.

).cos(
)( du

u

xux

x
du

u

xu

xux

xu
xF . 

    Et comme : 1.1.
)1(

).cos(
.

)1(

).cos( 1

0

1

0 2

1

0 2
≤≤

+
≤

+ ∫∫∫ dudu
u

xu
du

u

xu
, donc est borné, on conclut que : 0)(lim =

+∞→
xF

x
. 

 

15. a. Notons : ∀ ( tx, ) ∈ �×[0,1], 
²1

),(
²)1².(

t

e
txf

tx

+
=

+−

. 

    Alors pour tout réel x fixé, ),( txft a , est définie, continue sur [0,1], et )(xF  existe. 

    De plus : ∀ x ∈ �, )()( xFxF =− , et F  est paire. 
b. On constate ensuite que : 
      • ∀ x ∈ �, ),( txft a , est continue donc intégrable sur le segment [0,1], 

      • f  admet sur �×[0,1] une dérivée partielle qui vaut : ∀ ( tx, ) ∈ �×[0,1], ²)1².(..2),( txextx
x

f +−−=
∂
∂

, 

      • ∀ x ∈ �, ),( tx
x

f
t

∂
∂

a , est continue sur [0,1], 

      • ∀ t ∈ [0,1], ),( tx
x

f
x

∂
∂

a , est continue sur �, 

      • pour tout segment : [-a,+a] ⊂ �, on a : ∀ ( tx, ) ∈ [-a,+a]×[0,1], )(.2),( tatx
x

f
aϕ=≤

∂
∂

,  

    et ϕa est continue donc intégrable sur [0,1]. 

    Donc F est de classe C1 sur �, et : ∀ x ∈ �, ∫∫
−−−=

∂
∂=

1

0

²².²1

0
....2).,()(' dteexdttx

x

f
xF txx . 

c. Puis, pour : x ≠ 0, on peut utiliser le changement de variable : txu .= , et : ∫
−−−=

x ux dueexF
0

²² ...2)(' . 

    De plus, pour : x = 0, l’égalité qu’on a obtenue à la ligne précédente est encore valable. 

    Or on reconnaît dans l’expression précédente, la dérivée de : x a 
2

0

² . 




− ∫

−x u due . 
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    Donc : ∃ K ∈ �, ∀ x ∈ �, 
2

0

² .)( 




−= ∫

−x u dueKxF .  

d. On évalue alors l’égalité pour : x = 0, et : KdueK
t

dt
F u =





−==

+
= ∫∫

−
20

0

²1

0 2
.

41
)0(

π
. 

e. Enfin : ∀ x ∈ �, ²1

0

²1

0

²².
² .

4²1
..

²1
.)(0 xx

tx
x e

t

dt
edt

t

e
exF −−

−
− =

+
≤

+
=≤ ∫∫

π
, donc : 0)(lim =

+∞→
xF

x
. 

    On en déduit que : ∀ x ∈ �+, )(
4

)(.0
0

² xFxFKdue
x u −=−=≤ ∫

− π
, et finalement : 

      
24

.lim.
0

²

0

² ππ === ∫∫
−

+∞→

∞+ − x u

x

u duedue . 

 

16. Notons tout d’abord : ∀ ( tx, ) ∈ ]0+∞)×]0,1], 
t

t
txf

x

+
=

−

1
),(

1

. 

Pour x fixé dans �+*, la fonction :  ),( txft a , est définie, continue et positive sur ]0,1]. 

De plus : 
xt

x

tt

t
−→

−

+ 10

1 1
~

1
, et comme : 11 <− x , la fonction : ),( txft a , est intégrable sur ]0,1] par 

comparaison de fonctions à valeurs positives. 
Donc φ  est définie sur �+* (l’équivalent précédent montre que )(xφ  existe si et seulement si : 0>x ). 

De plus, f  admet sur ]0,+∞)×]0,1] des dérivées partielles à tout ordre par rapport à x qui valent : 

  ∀ n ∈ �*, ∀ ( tx, ) ∈ ]0,+∞)×]0,1], 
t

t
ttxfttx

x

f
t

x
nn

n

n

+
==

∂
∂ −

1
.))(ln(),(.))(ln(),(

1

a . 

Et on constate alors que :  

  • ∀ n ∈ �*, ∀ x ∈ ]0,+∞), ),( tx
x

f
t

n

n

∂
∂

a , est continue sur ]0,1], 

  • ∀ n ∈ �*, ∀ t ∈ ]0,1], ),( tx
x

f
x

n

n

∂
∂

a , est continue sur ]0,+∞),  

  • ∀ [a,b] ⊂ ]0,+∞), on a : ∀ ( tx, ) ∈ [a,b]×]0,1], )()).(ln()).(ln(),( ,,
11 ttttttx

x

f
nba

nanx
n

n

ψ=≤≤
∂
∂ −− ,  

  • pour : ac <<0 , 0)).(ln()(.
0,,

1 →= −− nca
nba

c tttt ψ , avec le théorème des croissances comparées et le 

fait que : 0>− ca ,  

    donc : 






= −cnba
t

ot
10,,

1
)(ψ , et puisque : 11 <− c , on en déduit que la fonction nba ,,ψ  est définie, continue  

    intégrable sur ]0,1]. 
Donc la fonction φ  est de classe Cn pour tout entier n sur ]0,+∞), et :  

  ∀ n ∈ �, ∀ x ∈ �+*, ∫∫ +
=

∂
∂=

−
1

0

1
1

0

)( )).(ln(
1

).,()( dtt
t

t
dttx

x

f
x n

x

n

n
nφ . 

 

17. a. Pour : x ∈ �, on a : ∀ t ∈ �, 
22 ......2.. . ttxit eee ωππωπ −−− = , et : 0.

2..2  → ±∞→
−

t
tet ωπ , car : ω > 0. 

    Donc : 






= ∞±
−−

2
....2.. 1

.
2

t
oee txit πωπ , ce qui garantit l’intégrabilité de la fonction sur � et l’existence de  

    )(xf , pour tout réel x. 

b. On note ensuite : ∀ ( tx, ) ∈ �2, txit eetxh ....2.. .),(
2 πωπ −−= , et on constate de plus que :  

      • h  admet une dérivée partielle par rapport à x sur �2 et : ∀ ( tx, ) ∈ �2, ),(....2),( txhtitx
x

h π−=
∂
∂

. 

      • ∀ x ∈ �, ),( tx
x

h
t

∂
∂

a , est continue par morceaux sur �, 
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      • ∀ t ∈ �, ),( tx
x

h
x

∂
∂

a , est continue sur �, 

      • ∀ ( tx, ) ∈ �2, )(...2),(...2),(
2.. tettxhttx

x

h t ψππ ωπ ===
∂
∂ − , 

    et ψ est définie, continue et intégrable sur � (comme 







∞± 2

1

t
o ). 

    Donc f  est de classe C1 sur �, et : ∀ x ∈ �, ∫∫
+∞

∞−

−−+∞

∞−
−=

∂
∂= dteetidttx

x

h
xf txit .....2).,()(' ....2.. 2 πωππ . 

    On réalise alors une intégration par parties (la partie intégrée a des limites finies nulles en ±∞) et : 

      ∀ x ∈ �, )(.
..2

0......2...)(' ....2......2.. 22

xf
x

dteexi
i

ee
i

xf txittxit

ω
ππ

ωω
πωππωπ −=+




= ∫
∞+

∞−

−−
+∞

∞−

−− ,  

    et f  est solution de l’équation différentielle : 0.
..2

' =+ y
x

y
ω
π

. 

c. Les solutions de cette équation différentielle sont : ∀ x ∈ �, ω
π 2.

.)(
x

eCxy
−

= , avec : C  ∈ �. 

    On déterminer C  avec : 
ωωπ

ωπ 1
..

.

1
.)0(

22.. ==== ∫∫
+∞

∞−

−+∞

∞−

− duedteCf ut , et finalement :  

      ∀ x ∈ �, 
ω

ω
π 2.

)(

x

e
xy

−

= . 

 
Fonction Γ. 
18. a. Notons : ∀ ( tx, ) ∈ �×�+*, tx ettxf −−= .),( 1 . 

    Pour tout réel x, la fonction : ),( txft a , est définie, continue sur �+* et l’intégrale )(xΓ  est généralisée  
    en ses deux bornes. 
    • en +∞ : tx ettxft −+= .),(. 12 , tend vers 0 et l’intégrale Γ(x) converge en +∞, 

    • en 0 : 
x

x

t t
ttxf −

−

→
=

1
1

0

1
~),( , et les fonctions étant positives, l’intégrale converge si et seulement si :  

      11 <− x , ou encore : x<0 . 
    Donc Γ est définie sur ]0,+∞). 
b. On constate tout d’abord que f  admet des dérivées partielles à tout ordre par rapport à x et : 

      ∀ n ∈ �, ∀ ( tx, ) ∈ �×�+*, ntx
n

n

tettx
x

f
)).(ln(.),( 1 −−=

∂
∂

. 

    Puis soit : [a,b] ⊂ �+*. 
    On constate que :  
      • ∀ x ∈ �+*, ),( txft a , est continue et intégrable sur �+*, 

      • ∀ x ∈ �+*, ∀ n ∈ �, ),( tx
x

f
t

n

n

∂
∂

a , est continue sur �+*, 

      • ∀ t ∈ �+*, ∀ n ∈ �, ),( tx
x

f
x

n

n

∂
∂

a , et continue sur �+*, 

      • ∀ x ∈ [a,b],  
           ∀ t ∈ ]0,1], ( bxa ≤≤ ) ⇒ ( )ln().1()ln().1()ln().1( tatxtb −≤−≤− ) ⇒ ( tatx etet −−−− ≤ .. 11 ),  

             et : )()ln(..),( ,,
1 ttettx

x

f
nba

nta
n

n

ϕ=≤
∂
∂ −− , 

           ∀ t ∈ [1,+∞), ( bxa ≤≤ ) ⇒ ( )ln().1()ln().1()ln().1( tbtxta −≤−≤− ) ⇒ ( tbtx etet −−−− ≤ .. 11 ),  

        et : )()ln(..),( ,,
1 ttettx

x

f
nba

ntb
n

n

ϕ=≤
∂
∂ −− . 
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    Pour tout entier n, on a donc une fonction majorante nba ,,ϕ  de la dérivée partielle nème de f , définie par  

    morceaux, (deux fois mais avec la même valeur en : t = 1). 
    Ces fonctions sont continues (elles se recollent bien en : t = 1) sur �+*. 
    De plus on constate que : 
      ∀ n ∈ �,   

      • en +∞, 
t

t
ettt

n

tb
nba

)ln(
..)(. 2

,,
2 −+=ϕ , qui tend vers 0 en +∞ (théorème des croissances comparées), 

      • en 0, on choisit : 11 <<− ca , et :  [ ] 






=== −−
−

−

→ c

nac
c

n

a

na

t
nba

t
ott

t
t

t
ttt

1
)ln(..

1
)ln(.

1
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          car l’exposant dans le crochet est : 0)1( >−− ac , et ce crochet tend bien vers 0 en 0, 

    donc ces fonctions nba ,,ϕ  sont toutes intégrables sur �+*. 

    Donc Γ est de classe C∞ sur �+*, et : ∀ x ∈ �+*, ∫∫
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c. On raisonne, pour : x > 0, avec une intégrale sur [α,β] et : ∫∫
−−−− +−=

β
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β
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β
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    Si alors on fait tendre α vers 0 et β vers +∞, on obtient : )(.)(.0)1( xxxxx Γ=Γ+=+Γ .  

    Puisque de plus : 1.)1(
0

==Γ ∫
+∞ − dte t , il est immédiat par récurrence que : ∀ n ∈ �, !)1( nn =+Γ . 

d. On connaît la dérivée seconde de Γ qui vaut : ∀ x > 0, 0.)).(ln(.)(''
0

21 >=Γ ∫
+∞ −− dttetx tx . 

    Donc Γ est bien convexe, puisqu’à dérivée seconde positive sur son intervalle de définition. 
    De plus on a bien la stricte positivité de Γ’’ puisque la fonction sous l’intégrale est continue sur �+*,  
    positive et non nulle en au moins un point (en : t = 2). 
    Γ’ est alors strictement croissante sur �+*. 
    Mais de plus : )1(1!1)2( Γ===Γ , donc le théorème de Rolle garantit que Γ’ s’annule en une valeur 0x   

    entre 1 et 2. 
    Finalement Γ’ est strictement négative sur ]0, 0x [ (où Γ y est strictement décroissante) et strictement  

    positive sur ] 0x ,+∞) (où Γ est strictement croissante). 

    On termine avec : 

      • 
xxx

x
x

1)1(
~

)1(
)(

0
=Γ+Γ=Γ , car Γ est continue en 1, et Γ tend vers +∞ en 0, 

      • Γ est croissante sur [2,+∞) donc a une limite finie ou infinie en +∞, et comme la suite ( )(nΓ ) tend  

    vers +∞, on en déduit que la fonction Γ tend vers +∞ en +∞. 
    Enfin, on peut proposer le graphe de la fonction Γ : 


