Réduction : résumé

E est un K espace vectoriel.

Sous-espaces stables par un endomorphisme ou une matrice

DEFINITION. Soient F un sev de E et f € Z(E).

F stable par f & f(F) CF & Vx € B, (x € F= f(x) € F).
F pas stable par f & f(F) ¢ F& Ix € B, (x € Fet f(x) ¢ F).

e Si F stable par f, alors fr induit un endomorphisme de F et réciproquement.

e Une droite stable par f est une droite engendrée par un vecteur propre de f.

e SIiE=F®D G et si & est une base de E adaptée a cette décomposition, F est stable par f & Matg(f) = ( g g )

THEOREME. Soit (f,g) € (Z(E))?. Si fog = gof, alors Im(f), Ker(f) et plus généralement tous les Ker (f — Aldg),
A € K, sont stables par g.

Sommes de plusieurs sous-espaces, sommes directes

DEFINITION. La somme des sous-espaces Fy, ..., F, est I'ensemble des sommes d’un vecteur de Fy, d'un vecteur de F

P
...et d'un vecteur de F, ou encore ZFk:H +oo R =4 X, (X1, xp) €Fp XL xRl
k=1

P
THEOREME. Z Fi est un sous-espace vectoriel de (E,+,.).
k=1

P
DEFINITION. La somme Z Fy est directe
k=1
& tout vecteur x de cette somme peut s’écrire de maniére unique sous la forme x = x7 4+ ... +xp ot X1 € Fy, ...,

Xp € Fp
p 2 /p p
@V((Xihgigp)(xil)]gigp) € <HF1> ) <in :ZX{:>Vi€ [[1»13]]) Xi:X{>
i=1 i=1 i=1

P
& H F — E est injective.
i=1

P

(Xi)1gi<p — E Xi
i=1
P
Dans ce cas, la somme E Fi se note F; @ ... @ Fp, ou aussi @ Fi.
i=1 1<i<p

P
THEOREME. 1) La somme Z Fy est directe & Vi € [1,p], i N Z F; ={0}.
k=1 j#1

P
2) La somme Z Fi est directe & Vi € [2,p], Fi N Z F; = {0}.
k=1 j<i

DEFINITION. Les sous-espaces Fy, ..., F, sont supplémentaires dans E si et seulement si @ F, =E.
1<i<p

Il revient au méme de dire que les sous-espaces Fy, ..., F, sont supplémentaires dans E si et seulement si tout vecteur x
de E peut s’écrire de maniére unique sous la forme x =x7 +...+xp ot x1 € Fy, ..., X, € F, ou encore si et seulement si
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P
I’application H Fi — E est un isomorphisme.
i=1

P

O

i=1

THEOREME. On suppose de plus que dim(E) < +o0.

1) dim @ Fi :idim(Fi)
i

1<i<p
P P P

2) dim Z Fi| < Z dim (F;) avec égalité si et seulement si la somme Z F; est directe.
i=1 i=1 i=1

P
3)E= P Fiedim(E) =) dim(F).
i=1

1<i<p
THEOREME. Pour i € [1,p], soit i = (e1,i,€2,i,-..,€n,,i) une base de F; puis
B = (61,1)62,1)-'-)enl,he],Z)eZ,Z)--')enz,Z)'-')el,p)eZ,p)'-')enp,p)-

Alors, E = @ Fi & % est une base de E.
1<i<p

Quand la somme E = @ Fi, on dit alors que la base # est une base adaptée a la décomposition E = @ Fi.
1<i<p 1<i<p

THEOREME. Soient Fy, ..., Fp, p sous-espaces supplémentaires d’un K-espace vectoriel E. Soit (f,g) € Z(E). Alors

1) f=0&Vie H],pﬂ, f/]:i =0.
2) f=g&Vvie[l,p], f/r = 9/F-

Valeurs propres, vecteurs propres, sous-espaces propres

DEFINITION. Soient E un K-espace vectoriel non nul puis f un endomorphisme de E.

e Soit A € K. A est une valeur propre de f si et seulement si 3x € E\ {0}/ f(x) = Ax.
e Soit x € E. x est un vecteur propre de f si et seulement si x # 0 et IN € K/ f(x) = Ax.

DEFINITION. Soit A € ., (K).

e Soit A € K. A est une valeur propre de A si et seulement si 3X € 44 1(K) \ {0}/ AX =AX.
e Soit X € .#n,1(K). X est un vecteur propre de A si et seulement si X # 0 et IA € K/ AX =AX.

e Un endomorphisme peut ne pas avoir de valeur propre ou en avoir une infinité. Une matrice carrée réelle peut ne pas
avoir de valeur propre dans R.

e Un endomorphisme d’un espace de dimension finie n a au plus n valeurs propres. Une matrice carrée de format n a au
plus n valeurs propres.

e Un endomorphisme d’'un C-espace de dimension finie non nulle n a au au moins une valeur propre. Une matrice carrée
a au moins une valeur propre dans C.

e Un vecteur propre est associé & une valeur propre et une seule.

e 0 €Sp(f) & Ix#£0/ f(x) =0 & Ker(f) # {0} & f non injectif (non bijectif si de plus T < dim(E) < +00).

A € Sp(f) & Ix # 0/ f(x) =Ax & Ker(f —Ald) # {0} & f — Ald non injectif (non bijectif si de plus 1 < dim(E) < 400).
0€Sp(A) & IXA0/ AX =085 Ker(A) {0} & A ¢ GL, (K).

A€ Sp(A) & IX#0/ AX =AX & Ker (A —AlLy) {0} & A — AL, ¢ GL, (K).

e Si f(x) = Ax. Alors, Vk € N, f*(x) = A*x. Si AX = AX. Alors, Vk € N, AKX = AkX.

‘ THEOREME. Une famille de vecteurs propres associés a des valeurs propres deux a deux distinctes est libre. ‘

DEFINITION. e Soit f € .Z(E). Soit A € K une valeur propre éventuelle de f. Le sous-espace propre de f associé a la
valeur propre A est Ex(f) = Ker (f — Aldg) e Soit A € .#, (K).

e Soit A € .# (K. Soit A € K une valeur propre éventuelle de A. Le sous-espace propre de A associé a la valeur propre
A est Ex(A) = Ker (A — AlL).

Si A n'est pas valeur propre de f (resp. de A), Ker(f —Ald) = {0} (resp. Ker (A —AL,) ={0}).
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Si A est valeur propre de f (resp. de A), Ker(f — Ald) (resp. Ker (A — ALy,)) est constitué du vecteur nul et des vecteurs
propres de f (resp. de A) associés a la valeur propre A.

La restriction de f & Ex(f) « est » ’homothétie de rapport A.

THEOREME. Une somme d’un nombre fini de sous-espaces propres associés a des valeurs propres deux a deux distinctes
est directe.

Endomorphismes ou matrices diagonalisables

DEFINITION. Si E un espace non nul de dimension quelconque et f € Z(E), f est diagonalisable si et seulement si il
existe une base de E constituée de vecteurs propres de f.

Si E un espace non nul de dimension finie et f € Z(E), f est diagonalisable si et seulement si il existe une base de E
dans laquelle la matrice de f est diagonale.

Si A € #,(K), A est diagonalisable si et seulement si A est semblable a une matrice diagonale.

THEOREME. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle puis f un endomorphisme de E.
f est diagonalisable si et seulement si E est somme directe des sous-espaces propres de f.

THEOREME. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n non nulle puis f un endomorphisme de E. Soient A7,
..., Ap, les éventuelles valeurs propres deux a deux distinctes de f. Pour i € [1,p], on pose ny = dim (E,,).

P
Alors, f est diagonalisable si et seulement si Z n; =n.

i=1

THEOREME. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n non nulle puis f € .Z(E).

Si f a n valeurs propres deux a deux distinctes, alors f est diagonalisable. De plus, dans ce cas, les sous-espaces
propres sont des droites vectorielles.

Polynéme caractéristique

DEFINITION. Soit A € ., (K).
Le polyndme caractéristique de la matrice A est xo = det (XI;, — A) (ou Pa = det (XI, —A)).

Si A =diag (A1,...,An), alors xa = (X — A7) ... (X —=Ap).

THEOREME. Soient A € ., (K) et A € K.

A € Sp(A) & xalA) =0.

DEFINITION. Soient A € .4 (K) puis A € K une valeur propre de A.
L’ordre de multiplicité de la valeur propre A est son ordre de multiplicité en tant que racine du polynéme caracté-
ristique de A.

Si A est racine simple de xa, on dit que A est valeur propre simple de A.
Si A est racine double de xa, on dit que A est valeur propre double de A ...
Si A est racine d’ordre au moins égal a 2 de xa, on dit que A est valeur propre multiple de A.

Le spectre d’une matrice ou d’un endomorphisme désigne aussi la famille des valeurs propres (A ..., Aq) ou chaque valeur
propre est écrite un nombre de fois égal & son ordre de multiplicité. On doit toujours préciser si la notation Sp(A) désigne
I’ensemble des valeurs propres ou la famille des valeurs propres.

THEOREME. Soit A € #»(K). deg (xa) =1 et dom (xa) =1 (xa est unitaire de degré n). ‘

THEOREME. Soit A € #»(K). A admet au plus n valeurs propres (en tenant compte de 'ordre de multiplicité).

Si de plus K = C ou si K = R et si xa est scindé sur K, alors A admet exactement n valeurs propres (en tenant
compte de lordre de multiplicité).

Si K = C ou bien si K =R et si xa soit scindé sur K, on peut écrire ou bien

XA =X—=A)...(X=2An)

ou A1, ..., An, sont les valeurs propres de A distinctes ou confondues, ou bien
XA = (X—=A)" L (X=Ap)7,
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ou cette fois-ci, A1, ..., Ap, sont les valeurs propres deux a deux distinctes de A et a1, ..., &p, les ordres de multiplicité
respectifs de ces valeurs propres.

THEOREME. Soit A € Ay (K). xa = X" — (Tr(A)) X1 + ...+ (=1)"det(A).
En particulier, pour A € .#>(K), xa = X? — (Tr(A)) X + det(A).

THEOREME. Soit A € .#,(C). Soit (A1,...,An) la famille des valeurs propres de A.

XA =X "= XV 4 (DR XM R 4 (—1)det(A) o

n n
ol 07 = Z Ak, On = H A et plus généralement, pour k € [1,n], oy = Z ALy oe A

k=1 k=1 1<i1<iz<...<ik<n

En particulier,

Tr(A) = A1 + .o+ An et det(A) = A7 X ... X An.

La trace (resp. le déterminant) d’une matrice est la somme (resp. le produit) de ses valeurs propres, chacune comptée un
nombre de fois égal & son ordre de multiplicité.

THEOREME. VA € .#»(K), XtA = XAa-
V(A,B) € (#n(K))*, XAB = XBA-

Deux matrices semblables ont méme polynoéme caractéristique.

Deux matrices qui ont le méme polynéme caractéristique ne sont pas nécessairement semblables. Par exemple, A =

( (]) } > et B= < (]) (]) > = I, ont méme polynéme caractéristique & savoir (X — 1)? et ne sont pas semblables.

DEFINITION. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle puis f un endomorphisme de E.
Le polynome caractéristique de f est x¢ = det (XIdg — f) (ou Py = det (XIdg — f)).

Le polynéme caractéristique de f est le déterminant de XI;; — A ou encore xa ot A est la matrice de f dans une base
donnée. Le résultat ne dépend pas du choix d’une base car deux matrices semblables ont méme polynoéme caractéristique.

Diagonalisation

THEOREME. On note o(A) l'ordre de multiplicité d’une valeur propre A.

e Soit f un endomorphisme d’'un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle. Soit A une (éventuelle) valeur propre
de f. Alors, 1T < dim (Ex(f)) < o(A).

e Soit A € #(K). Soit A une (éventuelle) valeur propre de A. Alors, 1 < dim (Ex(A)) < o(A).

THEOREME. Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle. Soit A une (éventuelle)
valeur propre simple de f. Alors, dim (E5(f)) = 1.

Soit A € 41 (K). Soit A une (éventuelle) valeur propre simple de A. Alors, dim (Ex(A)) = 1.

Ainsi, le sous-espace propre associé & une valeur propre simple est toujours une droite vectorielle.

THEOREME. (Une condition nécessaire et suffisante de diagonalisablité)

e Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle.
f est diagonalisable si et seulement si x¢ est scindé sur K et ’ordre de multiplicité de chaque valeur propre est égal a
la dimension du sous-espace propre correspondant.

e Soit A € 4y (K).
A est diagonalisable si et seulement si xa est scindé sur K et 'ordre de multiplicité de chaque valeur propre est égal
a la dimension du sous-espace propre correspondant.

THEOREME. (une condition suffisante de diagonalisablité)

e Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel de dimension finie n non nulle. Si f a n valeurs propres simples,
alors f est diagonalisable. De plus, les sous-espaces propres de f sont des droites vectorielles.

e Soit A € .#(K). Si A a n valeurs propres simples, alors A est diagonalisable. De plus, les sous-espaces propres de
A sont des droites vectorielles.
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Diagonaliser la matrice diagonalisable A, c’est trouver explicitement D = diag (A1,...,An), P € GL,(K) et P~ telles que
A =PDP .

Endomorphismes ou matrices trigonalisables

DEFINITION.

e Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle puis f un endomorphisme de E.
f est trigonalisable (ou triangulable) si et seulement si il existe une base de E dans laquelle la matrice de f est
triangulaire supérieure.

e Soit A € 4y (K).
A est trigonalisable (ou triangulable) si et seulement si A est semblable & une matrice triangulaire supérieure.

f est trigonalisable si et seulement si sa matrice dans une base donnée est trigonalisable. Dans la définition précédente, on
aurait pu remplacer triangulaire supérieure par triangulaire inférieure.

A] X X

) 0o . e

SiT= yalors X1 = (X — A1) ... (X =An).
o T x
0 ... 0 A,

THEOREME. (une condition nécessaire et suffisante de trigonalisablité)

e Soit f un endomorphisme d’'un K-espace vectoriel de dimension finie n non nulle. f est trigonalisable si et seulement
si xr est scindé sur K.

e Soit A € #,(K). A est trigonalisable si et seulement si xa est scindé sur K.
En particulier,

e Tout endomorphisme d’un C-espace de dimension finie non nulle est trigonalisable.

e Toute matrice & coefficients dans C est trigonalisable.

Quand on a triangulé et donc écrit A sous la forme A = PTP~!, on retrouve sur la diagonale de T la famille des valeurs
propres de A.

THEOREME. Soit A € .#,(C). Si Sp(A) = (A1,...,An), alors
vk € N*, Sp (A¥) = (AF,...,A%).
Soit A € GL,,(C). Si Sp(A) = (A1,...,An), alors

vk € Z, Sp (A*) = (A},...,A%).

THEOREME. Soit A € .#,(C). Si Sp(A) = (A1,...,An), alors
vk € N*, Tr (A¥) =AF +... 4+ A%,

Soit A € GL,,(C). Si Sp(A) = (A1,...,An), alors

Vk € Z, Tr (A¥) = A + ... +AX.

Polynémes d’endomorphismes, polynémes de matrices
L’algébre des polyndémes en f (ou en A)
p P
Soient f € .Z(E) puis P = Z arX® € K[X]. L’endomorphisme P(f) est P(f) = Z arf® = aolde + a1f+... + a,fP.
k=0 k=0

arA* = aoly + 1A+ ... + ap,AP.

M'd

De méme, si A € .#,,(K), la matrice P(A) est P(A) =
k
On note KIf] (resp. K[A]) ’ensemble des P(f) (resp. P(

2
o

) ot P est un élément de KI[X].
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THEOREME.

e Soit E un K-espace vectoriel puis f € Z(E).
Y(P, Q) € (KIX)?, (P+Q)(f) = P(f) + Q(f);
VP € K[X], VA € K, (AP)(f) = AP(f);

Y(P, Q) € (KIX)?, (P x Q)(f) = P(f) 0 Q(f).

e Soit A € 4 (K).
V(P,Q) € (KIX))?, (P+Q)(A) =P(A)+ Q(A);
VP € K[X], VA € K, (AP)(A) = AP(A);

V(P,Q) € (KIX))?, (P x Q)(A) =P(A) x Q(A).

Par exemple, si P = (X — 1)2(X +2) + 3X — 1, alors P(f) = (f — IdE)2 o (f+2Idg) + 3f — Idg.

THEOREME.

e Soit f € Z(E). KI[f] est une sous-algébre commutative de l'algébre (Z(E),+,.,0). De plus, l'application
e : KIX] — £(E) est un morphisme d’algébres.
P = P(f)

e Soit A € .#(K). K[A] est une sous-algébre commutative de Dalgebre (.#y(K),+,., x). De plus, 'application
oA : KX — #n(K) est un morphisme d’algébres.
P = P(A)

Deux polynémes en f commutent.

Commutant d’un endomorphisme ou d’une matrice

DEFINITION.

e Soient E un K-espace vectoriel puis f un endomorphisme de E.
Le commutant de f, noté C(f), est 'ensemble des endomorphismes de E qui commutent avec f.

C(f)={ge Z(E)/ gof=~fog}.

e Soit A € . (K).
Le commutant de A est ’ensemble des matrices carrées qui commutent avec A.

C(A)={B € #,(K)/B x A=A x B}.

THEOREME.
e Soit E un K-espace vectoriel puis f € .Z(E). C(f) est une sous-algebre de l'algébre (£ (E),+,.,0).
e Soit A € .#,(K). C(A) est une sous-algébre de 1’algébre (., (K),+, ., x).

THEOREME.
e Soit E un K-espace vectoriel puis f € .Z(E). K[f] est une sous-algébre commutative de I’algébre (C(f),+,.,0).
e Soit A € 4, (K). K[A] est une sous-algébre commutative de lalgébre (C(A), +, ., x).

Polynémes annulateurs d’un endomorphisme (ou d’une matrice)

THEOREME.

e Soient E un K-espace vectoriel puis f € Z(E). L’ensemble des polynomes P € K[X] tels que P(f) = 0 est un idéal de
Ianneau (K[X], +, x).

e Soit A € 4, (K). L’ensemble des polynémes P € K[X] tels que P(A) = 0 est un idéal de I'anneau (K[X], +, x).

Polynéme minimal d’un endomorphisme (ou d’une matrice)

THEOREME.

e Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie puis f € .Z(E). Il existe au moins un polyndéme non nul P tel que
P(f) =0.

e Soit A € ., (K). Il existe au moins un polynéme non nul P tel que P(A) = 0.

(© Jean-Louis Rouget, 2017. Tous droits réservés. 6 http ://www.maths-france.fr



THEOREME.

e Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie puis f € .Z(E). Il existe un polynéme unitaire Py et un seul tel que
Ker (@) = Py x K[X].
e Soit A € . (K). Il existe un polynéme unitaire Py et un seul tel que

Ker((pA) =Po x K[X]

DEFINITION.

e Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie puis f un endomorphisme de E. L’unique polynéme unitaire Py tel
que Ker (@) = Py x K[X] s’appelle le polynéme minimal de f et se note ps (ou Qg).

e Soit A € .4 (K).L'unique polynéme unitaire Py tel que Ker (pa) = Py x K[X] s’appelle le polynéme minimal de
A et se note pa (ou Qa).

Soit r le polynéome minimal de f (en cas d’existence). Par construction, on a les propriétés suivantes :

e s est le polynéme non nul unitaire de plus bas degré et annulateur de f.
e Si P est un polynéme annulateur de f, alors p¢ divise P ou encore, il existe un polynome Q tel que P = ps x Q.

Polynéme minimal et polynéme caractéristique d’un endomorphisme induit

THEOREME.

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie puis f € Z(E). Soient F un sous-espace vectoriel de E stable par f
puis fr ’endomorphisme de F induit par f. Alors

® X, divise X ;

o ¢, divise pr.

Le théoréme de CAYLEY-HAMILTON

THEOREME. (théoréme de CAYLEY-HAMILTON)

e Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle puis f € Z(E). Alors x¢(f) = 0.

e Soit A € .1 (K). Alors xa(A) =0.

ou aussi

e Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle puis f € Z(E). Alors p¢ divise Xs.

e Soit A € #,(K). Alors na divise xa.

Polyn6mes annulateurs et valeurs propres

THEOREME.

e Soient E un K-espace vectoriel puis f € Z(E). Soient x € E et A € K tels que f(x) = Ax. Alors, pour tout P € K[X],
P(f)(x) = P(A)x.

e Soit A € .4 (K). Soient X € .4, (K) et A € K tels que AX = AX. Alors, pour tout P € K[X], P(A)X = P(A)X.

THEOREME.

e Soient E un K-espace vectoriel puis f € Z(E). Soit P € K[X] un polynéme annulateur de f. Alors, pour toute valeur
propre A de f, on a P(A) = 0.

e Soit A € ., (K). Soit P € K[X] un polynéme annulateur de A. Alors, pour toute valeur propre A de A, on a P(A) = 0.

On retiendra

les valeurs propres d’un endomorphisme ou d’une matrice sont a choisir parmi les racines d’un polynéme
annulateur.
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THEOREME.

e Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle puis f € .Z(E). On suppose que Xs est scindé sur K et
s’écrit donc

P
xe = (xX=2a)*

i=1
ou les A; sont les valeurs propres deux a deux distinctes de f et les i sont des entiers naturels non nuls. Alors
s’écrit

ot pour tout 1 € [1,p], 1 < Bi < oy
e Soit A € .#,(K). On suppose que xa est scindé sur K et s’écrit donc

P
XA = H (X—=A)™

i=1
ou les Ay sont les valeurs propres deux a deux distinctes de A et les oy sont des entiers naturels non nuls. Alors pa
s’écrit

ou pour tout i € [1,p], 1 < i < .

Le théoréme de décomposition des noyaux

THEOREME.

e Soient E un K-espace vectoriel puis f € Z(E). Soient P et Q deux polyndémes premiers entre eux.
Ker ((P x Q)(f)) = Ker(P(f)) @ Ker(Q(f)).
e Soit A € . (K). Soient P et Q deux polynémes premiers entre eux.

Ker ((P x Q)(A)) =Ker(P(A)) @ Ker(Q(A)).
Plus généralement,

e Soient E un K-espace vectoriel puis f € .Z(E). Soient Pq, ... ,Py des polynomes deux a deux premiers entre eux.
Ker ((P1 x ... x P)(f)) =Ker (P(f)) @...® Ker(Px(f)).
e Soit A € 4 (K). Soient Py, ... Py des polynomes deux a deux premiers entre eux.

Ker ((P1 x ... x Pr)(A)) =Ker (P1(A)) @ ... D Ker(Pr(A)).

THEOREME.

e Soient E un K-espace vectoriel puis f € Z(E). Soient Py, ... Py des polynomes deux a deux premiers entre eux
puis P = Py x ... x Px. On suppose de plus que P est annulateur de f.

E =Ker (P1(f)) @ ... D Ker(Py(f)).

e Soit A € #,,(K). Soient Py, ... ,Px des polyndmes deux 4 deux premiers entre eux puis P =P; x ... X Px. On
suppose de plus que P est annulateur de A.

M1 (K) =Ker (P1(A)) & ... & Ker(Py(A)).
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Une caractérisation de la diagonalisabilité

THEOREME.

e Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle puis f € Z(E).
f est diagonalisable si et seulement si il existe un polynéme P non nul, scindé sur K & racines simples tel que P(f) = 0.

e Soit A € 4 (K).
A est diagonalisable si et seulement si il existe un polyndéme P non nul, scindé sur K a racines simples tel que P(A) = 0.

ou aussi

e Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle puis f € Z(E).
f est diagonalisable si et seulement si s est scindé sur K & racines simples.

e Soit A € 4y (K).
A est diagonalisable si et seulement si il existe pa est scindé sur K & racines simples.

On résume les différentes conditions nécessaires et suffisantes ou simplement suffisantes de diagonalisabilité ou de tri-
gonalisabilité pour un endomorphisme d’un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle. Dans ce qui suit, n est la
dimension de E, les oy sont les ordres de multiplicité des valeurs propres et les ny sont les dimensions des sous-espaces
propres associés.

f est diagonalisable & il existe une base Z de E constituée de vecteurs propres de f
& il existe une base de E telle que Mat(f) est diagonale
& E est somme directe des sous-espaces propres de

P
&Sn= Z ny
i=1
& xr est scindé sur K et Vi € [1,p], i = o
& il existe un polynéme P non nul, scindé sur K, a racines simples tel que P(f) =0

& s est scindé sur K a racines simples
& f a n valeurs propres simples ou encore X est scindé sur K a racines simples

D’autre part,

f est trigonalisable & x¢ est scindé sur K.

Les sous-espaces Ker ((f — A;Idg)™)
P
On suppose dim(E) = n < +o0. Soit f € Z(E) tel que X est scindé sur K. On pose xf = H (X =A™, o les Aq sont
i=1
o i
des nombres deux & deux distincts et les o« sont des entiers naturels non nuls tels que Z o =M.
i=1

e D’aprés le théoréme de décomposition des noyaux et le théoréme de CAYLEY-HAMILTON :
E= @ Ker(f—Alde)™ (x).
1<igp

o Fi = Ker (f —AIdg)™" contient le sous-espace propre Ejy, (f).

o F; = Ker(f—AIdg)™" est un sous-espace vectoriel de E stable par f ou encore f induit un endomorphisme de
Ker (f —A{Idg)™* que l'on note f.

e Dans une base adaptée a la décomposition (x), la matrice de f est diagonale par blocs.

e Pour i € [[],p]], posons di = }\iIdFi et ny = fi — di = fi — }\iIdE. Par définition de Fi = Ker (f—AiIdE)oﬁ, ni est un
endomorphisme de Ker (f — AiIdg)*, nilpotent, d’indice de nilpotence inférieur ou égal & o;. De plus,
fi=di +ny.

Ainsi, chaque f; est somme d’une homothétie qui est un endomorphisme diagonalisable d; et d’un endomorphisme nilpotent
ni. De phlS, di omny =mnyo di.

e f; admet exactement une valeur propre (éventuellement multiple) a savoir A;.

(© Jean-Louis Rouget, 2017. Tous droits réservés. 9 http ://www.maths-france.fr



Applications de la réduction
Calculs de puissances de matrices (ou d’endomorphismes)

Soit A € . (K) et on veut calculer les puissances positives de A. On fait ici la syntheése de quelques méthodes apparaissant
en classes préparatoires.

1lére méthode. Utilisation d’un polynéme annulateur.

Si on connait un polynéme non nul P annulateur de A et de degré d, la division euclidienne de X™ par P s’écrit :

X" =P x Qn+a, X+ +aMX+alV.

En évaluant en A, on obtient

A" =P(A) x QA) +a VAT 4+ aMA+ oV, = a M AT 4 aMA (V.

(n) (n)

a—1 : n
et les coefficients ay ', ..., ag_;.

Il n’y a donc qu’a calculer A°, ..., A
2éme méthode. Utilisation d’une réduction.

Si A = PBP', alors A™ = PB"P~'. Si le calcul des puissances de B est plus simple que celui des puissances de A, on
utilise cette réduction. C’est par exemple le cas si B est diagonale. Notons que cette méthode peut fournir aussi 'inverse
de A en cas d’inversibilité et plus généralement les puissances négatives de A.

3éme méthode. Utilisation d’un bindéme.

On rappelle que si deux matrices A et B commutent, alors

(A + B)n _ Z (E) Aan_k.

k=0

Si le calcul des puissances de A et celui des puissances de B est faisable, on peut choisir cette méthode pour calculer les
puissances C = A + B.

Calculs d’inverses de matrices inversibles (ou de réciproques d’automorphismes)

1lére méthode. Utilisation d’un polynéme annulateur.

d
On suppose qu’il existe un polynéome de degré d > 1 tel que P(A) = 0. En posant P = Z aX¥, on a donc

k=0
d
Z ClkAk =0.
k=0

On suppose de plus que le coefficient constant ap de P n’est pas nul. Alors,

a
ZakAk:0:> (—al (a11n+...+adAd_1)) X A=A X (—a]— (a11n+...+adAd_1)> =1,.
k=0 0 0

1
On en déduit que la matrice A est inversible et que A~" = . (a1 Ih+...+ adAd*]).
0

2 éme méthode. Inversion d’une matrice de passage.

Une matrice inversible A peut toujours étre interprétée comme une matrice de passage. L’inversion s’écrit alors

A=28 SA T =22,
Inverser A consiste donc & exprimer les vecteurs de % en fonction des vecteurs de %A’.
3 éme méthode. Utilisation de la définition de I’inverse.
Soit A € .#(K). Si on découvre B telle que A x B =B x A =1, alors A est inversible et B = A",
4 éme méthode. Utilisation d’un endomorphisme.

Si A = Matg(f) ot f € Z(E) et & est une base de E, alors A est inversible & f € GL(E) et dans ce cas, A~' = Mat (fq).
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