Résumeé ; développements limités, équivalents
I oetO

1) Définitions, généralités.

Up, = o(vn) (ouu, < vn)(:)u—n — 0&8Ve>0,dng e N/ (VneN), (m>=no= |unl <evn).
n—-+oo n—-+oo Vp N—+oo
f(x)

f =0 (g) (ouf =< g) & P s 0 (a réel ou infini).
n

u
U, = O(va)& | — | bornée.
n—-+oo Vn

f = 0O(g) & —bornée au voisinage de a (a réel ou infini).
XxX—a

2) Propriétés.

uUn = o(1) &u, e 0 et un T O(1) & (un) bornée.
f(x) = o(1) & f(x) = 0 et f(x) = O(1) & f bornée au voisinage de a (a réel ou infini).
o (o (un)) nﬂioo o (un) et O (O (un)) nﬂioo O (un).
o(o(f)) =0 (f) et O (O (1)) T O (f).
e 0 (un)+o(un) n—>:+oo o (un) et O (un) + 0O (un) o O (un).
o (f)+o(f) =0 (f) et O (f) + O (f) T O (f).
e VA £0, 0(Auy) T (un) et O (Aun) T O (un).
YA # 0, o (Af) =0 (f) et O (AT) . O ().
e 0 (up +o(un)) o o (un) et O (un + O (un)) oo O (un).
o(f+o(f)) L0 (f) et O (f+ O(f)) . O ().
Par exemple, 0 (3n? —n +3) + o0 (2n? +1) L0 (3n?) + o0 (2n?) L0 (n?) + o0 (n?) T (n?).

eVa>0,u, = ovp)=>ul = o).
n—-+oo n—-+oo
Voo >0, f(x) = o(g(x)) = f(x)* = o(g(x)*).
X—a . L Xx—a

II. Développements limités
1) Définition.
f admet un développement limité d’ordre n en 0 & il existe un polynéme P = ap + a1 X + ...+ a, X™ de degré inférieur
ou égal a n tel que

fx) P(x) +o0(x") =ao+ arx+...+apx™ +o (x").

ij
Plus généralement, f admet un développement limité d’ordre n en le réel xp & il existe un polyndéme
P=ao+ a1 X+...+ anX™ de degré inférieur ou égal a n tel que

f(x) :OP(x—xo)+o((x—x0)“) =ao+ai(x—xo)+...+an(x—=x0)" +0 ((x—x0)").

X—
On lit donc l'ordre du développement dans le o() et pas ailleurs.

3
X
sin(x) = x—— +o0 (x3) est le développement limité de sin en 0 & lordre 3 et sin(x) = x——+o0 (x4) est le
x—0 6 x—0 6
développement limité de sin en 0 a ’ordre 4.

Un développement limité est unique en cas d’existence ou encore on peut identifier les coefficients de deux développements
limités égaux. P(x) (resp. P (x —xo)) est la partie réguliére du développement limité a 'ordre n du développement limité
de f a Pordre n en 0 (resp. Xo).

Théoréme. Si f admet un DL d’orde n en 0 et est paire (resp. impaire), les coefficients azi1 (resp. azk) sont tous nuls.

Le premier terme non nul d’un développement limité fournit un équivalent simple.

x3 5 3

X
Par exemple, sinx —x Nt + 120 +0 (XS) fournit en particulier sinx — x o G



2) Formule de TAYLOR-YOUNG.

Théoréme. Si f est n fois dérivable en xo, f admet en xo un développement limité d’ordre n, son développement de
TAYLOR-YOUNG :

(n)
(x—x0)+...+f7(xo)(x—xo)"—l—o((x—xo)n).

flx) = f(xg) 4 LX) -

X—X0 ] !

La réciproque est fausse pour n > 2 ou encore une fonction peut admettre un développement limité d’ordre n > 2 en x¢ et

3 1 .
(x) six #0 admet un développement limité d’ordre

n’étre pas dérivable en x¢. Par exemple, la fonction x — xosm
0six=0
2 en 0 asavoir f(x) = = o (xz) mais n’est pas deux fois dérivable en 0 (& refaire). Par contre

x—0

Théoréme. f est dérivable en x¢ si et seulement si f admet en xo un développement limité d’ordre 1.
3) Techniques.
a) Troncature.

Si f admet un développement limité d’ordre n en x¢, alors pour tout p < n, f admet un développement limité d’ordre p

en xo dont la partie réguliere est la proie réguliére du développement limité a ’ordre n, tronquée a ’ordre p.

Par exemple, si f(x) = 1—x34+x*+o (x4), alors f admet en 0 un développement limité d’ordre 2 : f(x) = 1+o0 (xz)
X— X—

b) Développement limité d’une combinaison linéaire.

Pour obtenir le développement limité de Af + pg & Uordre n, on écrit f et g & 'ordre n.

Par exemple, un développement limité a 'ordre 4 en 0 de 2 sin x + cosx est
2 3 4
X

3
_x 4 _x_x — _xX _xX . x
2s1nx+cosxX: 2<x 6+0(x)>+<1 2+24+0( )) 1+ 2x 5 3—&-24—&-0( 4

et méme mieux

. x3 x2 x4 x2 x3 NG
251nx+cosxX:OZ<x—€>—|—<1— 3 —|—24>+0( )_]+2X_7_?+ﬂ+0( )

c) Développement limité d’un produit.

Pour obtenir le développement limité de f x g & 'ordre n, on écrit f et g & 'ordre n, on développe en ne gardant que les
termes de degré inférieur ou égaux a n (la partie réguliére du développement limité a Pordre n de f X g est le produit des
parties réguliéres des développements limités a l'ordre n de f et g, tronqué a l'ordre n).

Par exemple, un développement limité a 'ordre 3 en 0 de e* x /1 + x est

e xV1i+x = 1+x+ﬁ+£+o() 145 - = +o(x%)
x—0 2 6 2 ]6

e+
onl+x<1+%>+ <l+———> ( ]]_6>+O(X3)

S S P
N B T

Quand la valuation de la partie réguliére d’'une parenthése est supérieure ou égale & 1, on peut abaisser 'ordre de I'autre
parenthése. Par exemple, pour obtenir sinx x In(1T 4+ x) a 'ordre 4 en 0, on écrit

sin(x?) x In(1 +x) = (x* +0(x?)) <x— 2 + o(x2)> =x3 - % + 0 (x*)

2

On veut obtenir le développement limité de sin® x In*(1 4 x) (1 — cosx) a Pordre 8 en 0.

Pour obtenir 'ordre auquel effectuer sin, on écrit sin® x In?(1 + x) (1 — cosx) = sinx x sin® x In*(1 + x) (1 — cosx) avec
6 6
X

sin? xIn?(1 +x) (1 —cosx) ~ X On écrit donc sinx a l'ordre 2. De méme, sin® xIn(1 +x) (1 —cosx) ~ —— et on
x—0 2 x—0 2
écrit In(1 +x) a Pordre 2 puis sin® xIn?(1+x) o x> et on écrit T — cosx & l'ordre 3 ce qui donne
x—
© 31,2 2\)3 x? 2 s 3
sin® x In (1+x)(1—cosx)xi0(x+o(x )) x—7+o(x) 7—1—0(7{)
2\2 /.2
3 X X 8
x50 (x) <X_ 7) <7> +o (x7)
5 8
_ X2 3 8y _ _x 8
X:()z(x x°) + o (x%) =, 2+o(x)



Faire un développement limité de produit est plus difficile que faire un développement limité d’une combinaison linéaire.
Linéariser toujours au maximum un produit avant de se lancer. Moins il y a de produits, mieux c’est.

Exemple 1. On veut le développement a I'ordre 4 en 0 de cosx cos(3x). On écrit

1

cosx cos(3x) = 3 (cos(2x) + cos(4x))
1 x2 Xt 16x%  256x* 4
x:o§(1_?+ﬂ+1_ 2ty ol ))
17x%  257x* 4
ol T T o)

2
Exemple 2. On veut le développement & I'ordre 3 en 0 de In (#) On écrit

2
In X zln(z—l—x)—lnﬂ—x):1n2+1n(1—&—f)—ln(]—x)
1T—x 2
x x2 X3 x2 X3 3
X:01n2+§—§+ﬂ+x+7+?+o(x)

3x 33X X3 3
X:01H2+7+?+?+0(X).

Exemple 3. On veut le développement & 'ordre 2 en 0 de (e")z. On écrit

(e¥)? = e2* =, T+2x+2x* 40 (xz) .

x—
d) Développement limité d’une composée.

Si f(x) tend vers 0 quand x tend vers O et a un développement limité d’ordre n en 0 : f(x) o P(x) + o (x™) (le coefficient
constant de P est donc nul) et si g a un développement limité d’ordre n en 0 : g(y) W0 Q(y) +o(ym), alors gof a un
développement limité d’ordre n en 0 dont la partie réguliére est Q o P tronquée a 'ordre n.

x/(T—x

Par exemple, on veut e ) a Pordre 3 en 0.

ex/(lfx) — ex(1+x+xz+o(x2)) x+x2+x3+0(x3)

x—0

=e

= 1+ (x+x2+x3)—|—%(x+x2)2+%(x)3+o(x3) (car x +x% +x3 - 0)
3x? 133 5
o ltxt =5t + 0 (x%).

e) Développement limité d’un quotient.

1
On se rameéne aux deux paragraphes précédents a 'aide de ] =, T+u+...+u™+o(um).
—u u—

Par exemple, on veut tanx & 'ordre 5 en 0.

x— =+ 75540 (%)

tanx =
x—0 xz x4 (4)
— T_ﬂ +o0(x

x3 X 5 x2 x* X2\’ 4
X;Q(X—z-‘rm-‘ro(x))<]+(7—ﬂ)+(7) +0(X)
2

B _x3+x5 1+x +5x4 n (5) B +x3+2x5+ (5)
o \* 76 T 120 2 "2 )T ST s o

f) Intégration des développements limités.
Soit f admettant un développement limité d’ordre nen xo : f(x) = ao+a; (x —xo)+...+an (x —x0)" +0 ((x —x0)™).
X—Xo

Si F est une primitive de f, F admet en xp un développement limité d’ordre n + 1 obtenu « par intégration » sans oublier
la constante :



2 n+1
Fix) — F(xO)+ao(x_xo)+a1m+...+an(x"ff)1 o (lx—xo)"").

X—Xo 2
Exemple. Développement de Arcsin a 'ordre 2n + 1 en 0. On développe d’abord sa dérivée a 'ordre 2n en O :

1

- (1)
—X

X;(}i( 7) k_H)(in = 1—|—Z (

| —

) x** +o0 (x™),

=
[}

avec

1 1 1 1.3 2k —1
SOV (e 13 k-1
(—n“<_%)—<—nk< 1l ) B 5 S

k k! k!
ITx3x...x2k—=1) 1Tx2x3x4x...x(2k—1) x (2k)
- 2Kkl - 2%KI(2 x4 x ... x (2K))
(2K
= ST

1 gy = (2k)!
V1 —x2 x50 = 22kk|2

Donc, x?* 4+ 0 (xzn). Par intégration et en tenant compte de Arcsin (0) =0

2k+1

. _ 2n+1
Arcsin (x) = Arcsin (0) +x + Z ZZkk'z e +o(x )
n 2K+ .
— ° n
x50 gZZKk'22k+1+O(X )

Danger. En général, on ne dérive pas un développement limité. Si f est dérivable, il se peut que f ait un dévelop-
pement limité & un certain ordre n et que f’ n’admette pas de développement limité d’ordre n — 1. Par exemple,

. 1 .
si f(x) = x* sin (X_z) six #0 , alors f(x) = o (xz). D’autre part, f est dérivable sur R et pour tout réel x,
0six=0 X0
5 . 1 1 .
f'(x) = 3x7sin <x_2> —2cos <x_2) six#0 (& refaire). f’ n’a pas de limite réelle en 0 et donc f’ n’a méme pas
O0six=0

un développement limité d’ordre 0 en 0.

Par contre, si f’ admet en x¢ un développement limité d’ordre n, alors f admet en xo un développement limité d’ordre
n + 1, et le développement limité d’ordre n de f’ en xo s’obtient « en dérivant le développement limité » d’ordre n+ 1 de
f en xo.

g) Développement limité en un réel non nul.
On a deux techniques et souvent seule une des deux est utilisable.

Utilisation d’un changement de variables pour disposer du formulaire de développements limités en 0. Par exemple, on

U T T U
a lordre 2 en 3 On pose h =x — 3 ou encore X = 3 + h de sorte que x tend vers 3 si et seulement si h tend

2 2
1 2 1
hs0 /3 h 3h2 R h—0 /3 h
S 1+ ——h?+o0(h?
+‘2 > +‘0(h,) \/g ( )



On peut aussi utiliser directement la formule de TAYLOR-YOUNG. Par exemple, on veut f(x) = arctan(x) a Pordre 2 en 1.

1 -2
f'(x) = 5 et f(x) = 7)(2 On obtient
T+x (1+x2)

Arctan (x) f(+f'(Mx—=1)+ ()
I P N VSRTY 12
=27 ( ) 4(x D2 +o((x—1)7).

x—1

(x—1)2+0((x—1)%)

xiﬂ

N

I11. Equivalents
1) Définition.

Un
Up ~ v — = 1&v, = up+o(ug).
n—-+oo Vn m—+oo n—-+oo

f
<:>(—X) — 1&g = f+o(f) (aréel ou infini).
xXxX—a

x:m 9 g(x) x—a
2) Propriétés.

Théoréme. La relation u,, ~ v, est une relation d’équivalence.
n—-+oo

Théoréme. Si u,; a une limite non nulle ¢, alors u,, ~ £.
n—-+oo

Théoréme. Les équivalents fonctionnent trés bien avec produits, quotients, exposants fixes.

. n v‘n, . . o .
eSiu, ~ vhetw, ~ tg,alorsuyzw, ~ vpthpet— ~ — (on peut multiplier ou diviser membre
n—+oo n—+oo n—+oo Wy n—+too t,
a membre des équivalents).

eSiu, ~ wvp,alorsuy ~ v
n—-+o0 n—-+oo

x

% (on peut élever les deux membres d’un équivalent & un méme exposant fixe

(ne variant pas quand n varie)).

3) Les dangers des équivalents.

[ On nécrit jamais uy ~ 0 ou f ~ 0. Ca ne veut rien dire.

[] Les sommes. En général, on n’additionne pas membre & membre des équivalents.

Par exemple, sinx ~ x-+x? (carsinx ~ x ~ x+x%)et —In(1+x) ~ —x+x° (car —In(14+%x) ~ —x ~ —x+x°)
x—0 x—0 x—0 x—0 x—0 x—0

mais sinx — In(1 4 x) n’est pas du tout équivalent en 0 & x? + x°.

Pour obtenir, un équivalent de somme, on revient A =et o( ) (f ~ g& g = f+4o(f)). Par exemple,
XxX—a xXxX—a

) x? x?
sinx — In(1 + x) e (x—l— o (XZ)) — <x— > +o0 (x2)> o 7 +o0 (XZ) ,
2
et donc sinx — In(1 + x) SR
xX—

Par contre, on peut additionner des équivalents dans le cas particulier ou les équivalents principaux (les équivalents les
plus simples possibles) ne se simplifient pas. Par exemple, v4x2 —x+1+x ~ —2x+x=—x.
xX

——00

[l On ne passe pas un terme de 'autre coté d’un équivalent (c’est une variante du danger précédent).

L . x> . . x> o . x3 .
L’écriture sinx ~ X — — ne signifie pas sinx —x ~ —— ou encore l'écriture sinx ~ x — — ne signifie pas
x—0 6 x—0 6 x—0 6
. X 3\ T . e . . X 3
sinx = x——+4o0 (x ) L’écriture sinx ~ x — — a une signification bien moins forte que sinx = x——+o0 (x )

x—0 6 x—0 6 x—0 6
On a par exemple, sinx ~ x+x> (carsinx ~ x ~ x+x3) et pourtant, on n’a pas sinx = x+x>+o (x3).
x—0 x—0 x—0 x—0

Quand on n’écrit des équivalents, en général, on n’écrit un seul terme a savoir le terme prépondérant. Les autres termes
ne servent a rien.

[l Les logarithmes. Si u, et v, (ou f et g) sont soit des infiniment grands équivalents, soit des infiniment petits
équivalents, alors In (uy,) et (vy) (ou Inof et Inog) sont équivalents.
Par exemple, In | sin l ~ In{—|=-=InMn).

n n—-+oo n
Par contre, si u, et v, (ou f et g) sont équivalents et tendent vers 1, on ne doit surtout pas passer aux logarithmes. Par
exemple, cos(x) o 1 + x mais In(cosx) n’est pas équivalent a In(1 + x) car In(1 + x) X et

In(cosx) ~ cosx—1 ~ ——.
x—0 x—0 2



1
Par exemple, 1+ —

~

[] Les exponentielles. On ne passe pas aux exponentielles dans des équivalents ou encore 1,
Une variante est : on n’éléve pas les deux membres d’un équivalent & un méme exposant variable.
n

. "
TX_hLoo1ma1s (1—!—;) / ~

n—-+oo
1 =1 car
n—-+oo
1 " nln(1+l) n(lJro(l)) T+o(1)
1+—] =e n = e \n n = e ~ e
n n—-+oo n—-+oo n—-+oo
La bonne réegle est
e~ eV &vy,—u, — 0ouencoreetrtolll L eun
n—-+4oo n—-+4oo n—-+4oo
et aussi
ef ~ e9& g—f — 0ouencore el ~ ef
X—a X—a X—a
1 L.
Par exemple, pour trouver un équivalent simple de (1 +x)~Z en 0, on écrit
ot
1 1 x
(1+x)7F = exz B0+ — ex—3+o(l) o33 = 2~
x—0 x—0 \/E
(On a écrit un développement de 1'exposant jusqu’a o(1) puis on a effacé le o(1)).

Vi # eun

~

n—-+oo

eV n



