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I - Fonctions continues par morceaux sur un intervalle

Rappelons la définition d’une fonction continue par morceaux sur un segment.

DEFINITION 1. Soit f une fonction définie sur un segment [a, b] de R & valeurs dans K =R ou C.
On dit que f est continue par morceaux sur le segment [a, b] si et seulement si il existe une subdivision
a=x%x0<X] <...<Xpn_1<xXn=>0bdelab],neN* telle que

1) Vk € [0,n —1], f/1x, x. ., €st continue sur Jxi, Xi41[;

2) Vk € [0,n —1], f/1x, xi 11 5S¢ prolonge en une fonction continue sur [Xi, Xi41].

Commentaire 1. Dans la définition ci-dessus, la subdivision (xg,X1,...,Xn) n’est pas unique. Par exemple, on peut
. X0 + X X0 + X . R -
découper lintervalle [xg,x1] en {xo, OT1 e %,xl et on obtient une nouvelle subdivision de [a, b] vérifiant

aussi les propriétés 1) et 2). Toute subdivision vérifiant les propriétés 1) et 2) est appelée subdivision associée a la
fonction continue par morceaux f.

Commentaire 2. Dans la définition précédente, chaque restriction se prolonge en une fonction continue sur un segment
mais pas f. f est déja définie en xi et n’a pas & étre prolongée. La définition signifie que la restriction de f & Jxy,xx11[ a
une limite réelle (ou complexe) en x & droite et en xi1 & gauche.

Commentaire 3. La seule condition : Yk € [0,n — 1], f/, . ,,[ est continue sur Jxy, Xk 1[, ne suffit pas a faire d’une
fonction une fonction continue par morceaux. Il faut encore que Yk € [0,n — 1], f/x, . ,,[ ait une limite réelle (ou
complexe) en x a droite et xi1 & gauche.
1
) sin | — | six €]0,3] . . ) .
La fonction x — X est définie sur [0, 3], continue sur ]0, 3] mais n’est pas continue par morceaux sur

Osix=0

1
[0, 3] car sin (;) n’a pas de limite quand x tend vers 0.
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L
La fonction x — ¢ x % €10, 1]

Osix=0

est définie sur [0, 1], continue sur ]0, 1] mais n’est pas continue par morceaux sur [0, 1]

car — tend vers +oco quand x tend vers 0.
X

|
T

1

Rappelons ensuite la définition d’une fonction continue par morceaux sur un intervalle quelconque.

DEFINITION 2. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R a valeurs dans K = R ou C.

f est continue par morceaux sur I si et seulement si f est continue par morceaux sur tout segment de I.

Commentaire. Une fonction continue par morceaux sur un segment a nécessairement un nombre fini de points de
discontinuité mais ce n’est pas le cas d’une fonction continue par morceaux sur un intervalle quelconque. Par exemple, la

fonction x — E (—) est continue par morceaux sur ]0, 1] car continue par morceaux sur tout segment contenu dans ]0, 1].
X
1
Pourtant, cette fonction admet une infinité de points de discontinuités, tous les xp, = —, p € N*.
P

De méme, une fonction réelle continue par morceaux sur un intervalle ouvert peut avoir une limite infinie ou pas de limite
1

aux bornes de cet intervalle. Par exemple, la fonction x — sin <— est continue par morceaux sur ]0, 1] car continue par
X

morceaux (et méme continue) sur tout segment contenu dans ]0, 1].

Théoréme 1. Notons ¢}.m([a, b],K) (resp. €p.m (I, K) ot I est un intervalle de R) 'ensemble des fonctions continues
par morceaux sur [a,b] (resp. sur I) a valeurs dans K.

%p.m(la,b],K) (resp. €p.m(I,K)) est un K-espace vectoriel.

Démonstration. Montrons que ;. m([a, b],K) est un sous-espace vectoriel de (K[“’b], +, )
e 0 est une fonction continue par morceaux sur [a, b].

e Soient (f,g) € ¢p.m([a,b],K)? et (A,pt) € K% Sofent a =x0 <x1 <...<Xp=betyo <y <...<yp,=Db,neN
et p € N*, deux subdivisions de [a, b] associées & f et g respectivement. L’ensemble {xo,...,Xn,Yo,...,Yp} est constitué
d’au plus (n+1)+ (p+1) = n+p+2 nombres (en éliminant les doublons). On classe ces nombres en une liste strictement
croissante a = zp < z1...<zq = bou 1l < g < n+p+2. Cette derniére subdivision est associée a la fois a f et & g de sorte
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que chaque fonction (Af+ ug),),, -, [ est continue sur ]Jzy,zi 1] et se prolonge en une fonction continue sur [z, zyxy1].
Donc, la fonction Af 4 pug est continue par morceaux sur [a, b]. Ainsi, €,.m([a, b],K) est stable par combinaison linéaire.

On a montré que ¢,.m(la, b],K) est un sous-espace vectoriel de (K[a*bJ, +, )
Montrons que €. m (I, K) est un sous-espace vectoriel de (KI, —+, )
e 0 est une fonction continue par morceaux sur I.

e Soient (f,g) € €p.m(I,K)? et (A\,pu) € K2. D’aprés ce qui précéde, la fonction Af + pg est continue par morceaux sur
tout segment contenu dans [a, b]. Donc, la fonction Af + pg est continue par morceaux sur I.

On a montré que €p.m(I,K) est un sous-espace vectoriel de (KI, +, )

Notons qu’une fonction continue sur [a,b] (resp. I) est en particulier continue par morceaux sur [a,b] (resp. I) et donc
C° ([a, b],K) (resp. C°(I,K)) est un sous-espace vectoriel de (6p.m([a, b],K),+,.) (resp. (€p.m (L, K),+,.)).

IT - Intégrales convergentes, intégrales divergentes
1) Définitions

DEFINITION 3. Soit f une fonction définie et continue par morceaux sur un intervalle de la forme [a,b[ ot a est un

réel et b est un réel ou +oo et & valeurs dans K =R ou C. y

On dit que I’intégrale de la fonction f sur [a, b[ converge en b si et seulement si la fonction X — J f(x) dx a une
a
limite dans K quand X tend vers b. On dit que cette intégrale est divergente dans le cas contraire.

X b
En cas de convergence, on écrit lim J f(x) dx = J f(x) dx.
X—=b Jq a

1
Exemple 1. La fonction x — — est continue par morceaux sur [, 4oco[. Pour tout X > 1,
X

Quand X tend vers +oo, cette derniére expression tend vers 1. Donc,

—+00 +00 dX
J — est une intégrale convergente et J — =1
10X 10X
. 1 . .
1 4+ aire =1 — X 1 4 aire du domaine infini = 1

1
Exemple 2. La fonction x — — est continue par morceaux sur [1,+oo[. Pour tout X > 1,
X

X
J' dx = In(X).
1 X

Quand X tend vers +o0o, cette derniére expression tend vers +oo. Donc,

+oo
J — est une intégrale divergente.
1 X
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1 4 aire = In(X) 1 4 aire du domaine infini = 400

Exemple 3. La fonction x — est continue par morceaux sur [0, 1[. Pour tout X € [0, 1],

1
V1—x

J: \/% - [—zm}::pzm.

Quand X tend vers +o0o, cette derniére expression tend vers 2. Donc,

Toax . Toax
J est une intégrale convergente et J = 2.
0 1T—x 0 1—x
4 . 4 + .
y=1VT=x y=1/VT—x
3 3+
2 2 4
14 / aire =2 —2y/1-X 14 aire du domaine infini = 2
i
1 1
X 1

1

L’ecriture J peut choquer. Dans cette écriture, il faut comprendre que x ne prend jamais la valeur 1 (de méme

dx
0 \/1 —X

1 , . oo dx Todx (¢ dx
que — ne prenait pas la valeur +oo dans l'intégrale —2) en se rappelant que = lim . Notons
X 1 X 0 1 —x X—=1 Jo 1 —x
X<1
! d
L . o X
que l'intégrale J pourrait aussi s’écrire J .
0 1—x [0,1[ 1—x

DEFINITION 4. Soit f une fonction définie et continue par morceaux sur un intervalle de la forme ]a,b] ot a est un

réel ou —oo et b est un réel et a valeurs dans K =R ou C. .

On dit que ’intégrale de la fonction f sur ]a, b] converge en a si et seulement si la fonction X — J f(x) dx a une
X

limite dans K quand X tend vers a. On dit que cette intégrale est divergente dans le cas contraire.

b b
En cas de convergence, on écrit lim J f(x) dx = J f(x) dx.
X—a X a
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1
Exemple 1. La fonction x — —= est continue par morceaux sur ]0, 1]. Pour tout X €]0, 1],

/X

J] W yx]L =2-2vX

x Vx X '

Quand X tend vers 0 par valeurs supérieures, cette derniére expression tend vers 2. Donc,
T dx L T dx

—— est une intégrale convergente et | — = 2.

0 VX 0o VX

1
Exemple 2. La fonction x — < est continue par morceaux sur ]0, 1]. Pour tout X €]0, 1],
1
J dax = —1In(X).
x X

Quand X tend vers O par valeurs supérieures, cette derniére expression tend vers +oo. Donc,

1
J' — est une intégrale divergente.
o X

DEFINITION 5. Soit f une fonction définie et continue par morceaux sur un intervalle de la forme ]Ja,b[ ot a est un
réel ou —oo et b est un réel ou +o0o et a valeurs dans K =R ou C.

On dit que I’intégrale de la fonction f sur Ja, b[ converge en a en b si et seulement il existe un réel ¢ €]a, b tel que
c b

f(x) dx converge en a et 'intégrale J f(x) dx converge en b. On dit que cette intégrale est divergente
©

I'intégrale J
a
dans le cas contraire.

c Y b
En cas de convergence, on écrit lim J f(x) dx + lim J f(x) dx = J f(x) dx ou de maniére plus condensée,
X—a Jx Y—b Jc @

b Y
J f(x) dx = lim J f(x) dx.

@ X—a, X>a [x
Y—b, Y<Db

C

Commentaire. Le résultat précédent ne dépend pas du réel c. En effet, supposons qu’il existe ¢ €]a, b[ tel que J f(x) dx
a

b
et J f(x) , dx soient des intégrales convergentes. Soit d un autre réel de ]a, b[.
C

d c d d
Pour tout réel X de ]a, b[, d’aprés la relation de CHASLES, J f(x) dx = J' f(x) dX—I—J f(x) dx. Ceci montre que J f(x) dx
a & & ¢ b .
est une intégrale convergente en a et que J f(x) dx = J' f(x) dx +J f(x) dx. De méme, J' f(x) dx est une intégrale
a a c d

b b
f(x) dX+J f(x) dx. Enfin,

c

C

f(x) dx = J

convergente en b et J

d d

d c b c

b b
f(x) dx—}—J f(x) dx :J f(x) dx.

c

Jd f(x) dx + Jb f(x) dx = Jc f(x) dx-l—J

a d a c

f(x) dx+J f(x) dx-l—J

Cc

f(x) dx = J

d a

Exemple 1. La fonction x — est continue par morceaux sur R =] — oo, +ool.

0

1+x2

Pour tout réel X, J' T2 dx = — Arctan(X). Cette derniére expression a une limite réelle quand X tend vers —oo a
X X

Y

s
savoir 5 De méme, pour tout réel Y, J dx = Arctan(Y). Cette derniére expression a une limite réelle quand Y

0 ]+X2

+oo
s
tend vers oo & savoir 5 Donc, l'intégrale J T2 dx est une intégrale convergente en —oo et 400 et
X
—o00
J+Oo ! dx = T + T T
oo THX2 22 '
+o00 +oo 1
J ———5 dx est une intégrale convergente et J —— dx=m
oo X oo THX
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1
Exemple 2. La fonction x — —=——= est continue par morceaux sur J0, 1[. Pour tout (X,Y) €]0, 12,
X —X

Y Y X ! '
& — dx — | Arcsin | —2 = [Arcsin (2x — 1)]Y
2 2 2 X
XVETXE X N (] 3
2 X732 x

= Arcsin (2Y — 1) — Arcsin (2X —1).

Quand X tend vers 0 et Y tend vers 1, cette derniére expression tend vers Arcsin(1) — Arcsin(—1) = g — (—E) =T

2
J] dx t inté 1 te et f dx 7T
———— est une intégrale convergente e — =T
0 Vx—x2 8 8 0 Vx—x2
+oo X
@ Si J f(x) dx est une intégrale convergente, on peut obtenir sa valeur en calculant lim J f(x) dx. Par exemple,
o X—4o00 Y
Fee X x T m
J ——7 dx=_lim J 5 dx = lim (Arctan(X) — Arctan(—X)) = = — (——) .
Lo X5 1 X—+o0 | _x X+ 1 X—+o0 2 2
X +oo
Mais la seule existence de Xlim J f(x) dx ne suffit pas pour montrer la convergence de J f(x) dx. Par exemple,
—+o0 J_x oo

X X
lim J 5 dx= lim 0=0.
_xX +]

X—+o00 X—+o00
°© x 1 2 Yoox 1 2 teo x
Pourtant, N m dx = —z In (X -+ ]) X:oo —0o0 et . m dx = z In (Y + 1) ijoo —+o00. DOHC7 . XZ + 1 dx

est une intégrale divergente. On peut noter que pour tout k > 0,

lim
X—+4o0

kX 2y2
X o] koX2 +1
J dx= lim =1In (W) = ln(k))

_X x2+1 X—+o0 2
et donc en ajustant la maniére qu’ont les bornes de tendre vers —oco et 400, on peut trouver comme résultat n’importe
+oo

quel réel donné & ’avance. Pour analyser la convergence de J dx, il fallait analyser l'existence d’une limite réelle

x2 +1

—0o0

Y
X
pour J 1 dx quand X et Y tend vers respectivement vers —oco et +0o indépendamment.
X

Commentaire. Toutes les définitions qui ont précédé peuvent s’appliquer au cas particulier ou la fonction f est déja
continue par morceaux sur un segment [a,b] (auquel cas f est en particulier continue sur [a, b[ ou ]a, b]). Si f est une

fonction continue par morceaux sur le segment [a, b] & valeurs dans R ou C, on sait que la fonction X — J f(x) dx est

a

b b

f(x) dx converge en b. De méme, l'intégrale J f(x) dx converge

définie et continue sur [a, b]. En particulier, I'intégrale J
a

a
en a.

Inversement, si f une fonction continue par morceaux sur un intervalle de la forme [a, b[ ou b est réel et si f se prolonge
par continuité en b, alors f est la restriction a [a, b[ d’une fonction continue sur [a, b] et donc

Théoréme 2. Soit f une fonction continue par morceaux sur un intervalle de la forme [a,b[ ol a est réel et b est
réel (resp. Ja,b] ot a et b sont réels).
b

Si f se prolonge par continuité en b (resp. en a), J f(x) dx est une intégrale convergente.
a

On définit maintenant un vocabulaire permettant d’alléger les rédactions ultérieures pour des fonctions a valeurs réelles
positives :

DEFINITION 6. Soit f une fonction définie et continue par morceaux sur un intervalle de la forme I, & valeurs réelles
positives.

On dit que f est intégrable sur I si et seulement si J f(x) dx est une intégrale convergente.
I
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Nous reviendrons plus en détail sur la notion de fonction intégrable dans la section III.
2) Intégrales de référence

On fournit maintenant un stock d’intégrales dont la convergence ou la divergence sera dorénavant acquise.

Théoréme 3. Soit & € R.

+o0o
J — dx est une intégrale convergente si et seulement si o > 1.
X
! +o0o
etsiocé],J — dx = +o0.
1 X

X ox—1

+OO-I
Sioc>1,J — dx =
1

Démonstration. Soit X > 1.

X X
1 1 1 1
e Sia>1, J — dx=|—-——————=| =——|1———|. Cette derniére expression tend vers le réel
1 X® (x—Tx>T],  a—1 X1

1
quand
a—1
X tend vers 400 (car « —1 > 0).

X 1—a 71X
1 « 1
e Sia<l, J — dx = B{ } =3 (X'7%—1). Cette derniére expression tend vers +oo quand X tend vers +oo
1 X —o] —
(car T—a > 0).
X
eSia=1, J — dx = In X. Cette derniére expression tend vers +o0o quand X tend vers 4oo.
1 X

Théoréme 4. Soit o € R.

1
J — dx est une intégrale convergente si et seulement si o < 1.
o X

"1
Sia<T, J — dx =

0 X% 11—«

1
1
etsioc}],J — dx = +o0.
o X%

Démonstration. Soit X €]0, 1].

1 -
1 & 1
e Sia<l, J' — dx = x = (1 — XP“). Cette derniére expression tend vers le réel quand X tend
x X% T—oly 1T—« T—«
vers 0 (car 1 — o > 0).
" 1 ! 1 1
e Six>T, L = dx = [_W] . =7 <W — 1). Cette derniére expression tend vers +oco quand X tend
vers 0 (car o —1 > 0).
1
eSia=1, J < dx = —In X. Cette derniére expression tend vers +oco quand X tend vers 0.
X

Plus généralement, en adaptant la démonstration précédente, on obtient

Théoréme 5. Soit o« € R. Soient a et b des réels.

b
1
———— dx est une intégrale convergente si et seulement si o < 1.
( )&
xX—a
%
J CEE dx est une intégrale convergente si et seulement si & < 1.
o (b—

3) Utilisation des relations de comparaison pour des fonctions réelles positives

Théoréme 6. Soit f une fonction continue par morceaux et a valeurs réelles positives sur [a, b[ on a est réel et b est

réel ou +oo.
b X

J f(x) dx est une intégrale convergente si et seulement si la fonction X — J f(x) dx est majorée sur [a,b[.

a a

X b

f(x) dx n’est pas majorée sur [a,b[, on a J f(x) dx = 4o0.
a

Dans le cas ou la fonction X — J
a
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Démonstration. Puisque la fonction f est continue par morceaux et positive sur [a, b[, on sait que la fonction F : x

X
J f(x) dx est croissante sur [a, b[. On sait alors que la fonction F a une limite réelle en b si et seulement si cette fonction
a

est majorée sur [a, b[ et que dans le cas contraire, la fonction F tend vers 400 quand x tend vers b.

Théoréme 6 bis. Soit f une fonction continue par morceaux et a valeurs réelles positives sur ]a, b] ou a est réel ou

—oo et b est réel. .

b
J f(x) dx est une intégrale convergente si et seulement si la fonction X — J f(x) dx est majorée sur ]a, b].
a X

b

f(x) dx n’est pas majorée sur Ja, b], on a J f(x) dx = 4o0.
a

b

Dans le cas ou la fonction X — J
X

b

Démonstration. La fonction X — J f(x) dx est croissante sur ]a, b] et donc a une limite réelle en a si et seulement si
X
elle est majorée sur ]a, b].

Dans le cas oul a et b sont réels, on peut aussi appliquer le théoréme 6 a la fonction x — f(a + b — x), continue par
morceaux a valeurs réelles positives sur [a, bl.

Théoréme 7. Soient f et g deux fonctions continues par morceaux et a valeurs réelles positives sur [a,b[ ou a est
réel et b est réel ou +0o0. On suppose que pour tout réel x de [a,b[, on a f(x) < g(x).

b

b
Si J g(x) dx est une intégrale convergente, alors J f(x) dx est une intégrale convergente.

a a
b

b
Si J' f(x) dx est une intégrale divergente, alors J g(x) dx est une intégrale divergente.
a a

X

g(x) dx soit une intégrale convergente. Puisque la fonction X — J' g(x) dx tend vers
a

b

Démonstration. Supposons que J
a

b
le réel J g(x) dx en croissant, on sait que
a

X b
vX € [a, bl J g(x) dx gJ g(x) dx.

X X b

g(x) dx <J g(x) dx.

a

Puisque f < g, par croissance de l'intégrale, on a VX € [a, bl J f(x) dx < J

a a

b
g(x) dx. D’apreés le théoréme 5, J' f(x) dx est une

a

X b

La fonction X — J' f(x) dx est donc majorée sur [a, b[ par le réel J

a
intégrale convergente.

a

b b b

f(x) dx converge. Par contraposition, si J' f(x) dx diverge,

g(x) dx converge, alors J
a

On a montré que si l'intégrale J

a a

b
alors J g(x) dx diverge.

a

Commentaire. Le théoréme précédent est encore vrai quand on remplace U'intervalle [a, b[ par I'intervalle ]a, b].

Exemple. La fonction x — — est intégrable sur le

a1 est continue sur [0, +oo[. En particulier, la fonction x — 7
X

x*+1
segment [0, 1].

1
x4 41

est intégrable sur [1,+ool.

1 1
D’autre part, pour tout réel x de [1,4ool, 0 < < —;- La fonction x + — est intégrable sur [1,+oo[ car 4 > 1 et
X X

d’aprés le théoréme 3. Donc, la fonction x — ———
x4+ 1

+oo

1
1
Puisque la fonction x — ——— est positive, les intégrales J o dx et J dx sont des intégrales convergentes.
X 0o X

+1 x*+1

1

+oo
Finalement, J o dx est une intégrale convergente.
0 X
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1
On peut calculer cette intégrale. La fraction rationnelle R = X1 est sous forme irréductible. Ses poles sont simples :
ce sont les quatre racines 4-émes de —1 dans C. Puisque R est réelle et paire, sa décomposition en éléments simples sur C
s’écrit

A A A p
R= X — ein/4 + X —e-in/4 X I ein/4 % + e—in/4’
1 ein/4 ein/4
avec A = 3 = 7= . Donc,
4 (ei“/“) 4 (ei“/“) 4
1 eirt/4 efint/4 eirc/4 efint/4
R=-(-— — — —— + —— + .
4 ( X — e17r/4 X — e*lT[/4 X + 6171/4 X + el7‘[/4)

1 V2X+2  VaX=2 )\ 1 2X+2v2  2X=2V2
4\ X24+V2X+1 X2 —V2X+1 42 \X2+V2X+1 X2 —V2X+1
Y

1 2X 42 N V2 2X -2

2

SNl e <X+%>z+<%)2 XZ_\/ZX+]+<X_L2)2+<%>2

Par suite,

“+o00 1 X 1
e Ea— = 1' -
JO x4 +1 dx XiTOOJVO x4 +1 dx
2
In (X +ﬁx+]> +2 (Arctan (\/ZX—}— 1) + Arctan (\/zx— 1))]

X

lim

:4\/ZX~>+OO XZ—\/Zx+1

s (0-02((F+D)-G-D) -

0

On a montré que

J~+oo ] T
dx = .
o X1 2V2

+o0 X
Commentaire. L’étape de calcul J f(x) dx = lim J f(x) dx = lim [F(x)]é( peut étre allégée. On peut écrire plus
+oo
simplement J f(x) dx = [F(x)]5g*°.
0

Théoréme 8. Soient f et g deux fonctions continues par morceaux et & valeurs réelles positives sur [a, bl ot a est réel
et b est réel ou +o0o. On suppose que f(x) = O(g(x)) ou f(x) = o(g(x)).
xX— xX—

b

b
Si J g(x) dx est une intégrale convergente, alors J f(x) dx est une intégrale convergente.

a a
b

b
Si J' f(x) dx est une intégrale divergente, alors J g(x) dx est une intégrale divergente.
a a

Commentaire. Le théoréme précédent est encore vrai quand on remplace Uintervalle [a, b[ par l'intervalle ]a, b] et en
adaptant les hypothéses.

Démonstration. Supposons g intégrable sur [a, b[ et supposons que f(x) = O(g(x)). Il existe ¢ € [a,b[ et M € RT tel

x—
que Vx € [¢,b[, 0 < f(x) < Mg(x).

X X

Puisque la fonction X — J g(x) dx a une limite réelle en b, il en est de méme de la fonction X — J Mg(x) dx =

a a

X
MJ' g(x) dx ou encore la fonction Mg est intégrable sur [c, bl.

a

b b

f(x) dx est une intégrale convergente puis J' f(x) dx est une intégrale convergente.
a

D’aprés le théoréme 7, J

Cc

(© Jean-Louis Rouget, 2017. Tous droits réservés. 10 http ://www.maths-france.fr



b b

f(x) dx est une intégrale divergente, alors J g(x) dx est une intégrale divergente.

Par contraposition, si J
a

a

Supposons enfin que f(x) o(g(x)). On sait alors que f(x) = O(g(x)) et les résultats précédents restent valables.

x—b xX—

Commentaire. Le théoréme 8 est donné pour des fonctions a valeurs réelles positives. On admet momentanément que
ce théoréme reste valable pour des fonctions quelconques, & valeurs dans R ou méme C. Ceci sera analysé dans la section
IIT : fonctions intégrables.

+oo 1

Inx
Exemple. Montrons 'existence de 'intégrale J dx. La fonction f : x —
o XxX+er X+ e

est continue sur ]0, +ool.

Inx Inx )
~ —— =Inx. Deplus, v/xInx — 0 d’aprés un théoréme de croissances comparées.
X+eX x—o0 1 X0

Etude au voisinage de 0.

1 1 T 1
Donc, Inx =,0 (W) et finalement f(x) o © (W) Puisque J W dx est une intégrale convergente car 7 <1et

x— — 0

d’aprés le théoréme 4, il en est de méme de J f(x) dx.
0

Inx

Etude au voisinage de +oo0. ~ Inx e *. De plus, x?Inx e — 0 d’aprés un théoréme de croissances
X—+

X + eX x—+oo ——+o0
1 1 +oo
comparées. Donc, Inx e = o — | et finalement f(x) = o — |. Puisque — dx est une intégrale
X—r+00 Xz xX——+00 Xz 1 Xz

+o0
convergente car 2 < 1 et d’aprés le théoréme 3, il en est de méme de J f(x) dx.
1
1 400 “+o00

En résumé, | f(x) dx et f(x) dx sont des intégrales convergentes et finalement J f(x) dx est une intégrale
0 1 0
convergente. Il semble par contre difficile de calculer cette intégrale.

Théoréme 9. Soient f et g deux fonctions continues par morceaux et & valeurs réelles positives sur [a,b[ ou a est
réel et b est réel ou +oo. On suppose que f(x) . g(x).
xX—

b b

g(x) dx est une intégrale convergente ou encore J f(x) dx

b
J f(x) dx est une intégrale convergente si et seulement si J
a

a a

b
et J' g(x) dx sont des intégrales de méme nature.
a

Commentaire. Le théoréme précédent est encore vrai quand on remplace l'intervalle [a, b[ par Uintervalle ]a, b] et en
adaptant les hypothéses.

Démonstration. Si f(x) ~ g(x), alors en particulier f(x) = O(g(x)) et g(x) = O(f(x)).
x—»}‘? x—b b x—b
f(x) dx est une intégrale convergente, alors J g(x) dx est une intégrale convergente et
a

D’aprés le théoréme 8, si J
a
réciproquement.

Commentaire. Le théoréme 9 est donné pour des fonctions a valeurs réelles positives. On admet momentanément que
ce théoréme n’est plus valable pour des fonctions quelconques, & valeurs dans R ou C. Ceci sera analysé dans la section
IIT : fonctions intégrables. Néanmoins, le théoréme 9 reste valable pour des fonctions a valeurs réelles négatives ou plus
généralement pour des fonctions a valeurs réelles de signe constant au voisinage de b.

Analysons maintenant deux piéges usuels concernant les intégrales généralisées. On est bien stir tenté de faire le paralléle
entre les résultats précédents et les définitions et premiers résultats concernant les séries numériques.
+oo
e Comme pour les séries numériques, le résultat « f = o(1) = J f(x) dx est une intégrale convergente » est un
X—+00
1
1
résultat faux. Par exemple, la fonction x — — est continue sur [1,+ool, tend vers 0 quand x tend vers +oo et pourtant
X
+oo 1 too
— dx = 400 (de méme que — — Oet — = +00).
J, 3 ormoo Gemtmeque T o ot 3 oo

1 n=1
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e Plus surprenant est le fait que la réciproque de 'implication précédente est aussi une implication fausse. Le résultat

+oo
« J f(x) dx est une intégrale convergente = f = o(1) » est un résultat faux.
1 xX—+00
On va construire une fonction continue, positive et intégrable sur [0, +oco[ et non bornée sur [0, +ool.

1 1 1 1
Pour tout n > 2 et tout x € [n 3,n—|— —3} on pose f(x) = n* (x—n+ —3) si x € {n——yn} et f(x) =
n n n
. 1 1 1 . .
—Nn"[x—Mm——%|sixe nn+ 3 (sur |n— SR n+ 3| f est la fonction continue et affine par morceaux telles que

f (n — n_) ( ) =0 et f(n) =n). Pour tout autre réel positif, on pose f(x) = 0.

La fonction f est définie et continue sur [0, +o00[, non bornée sur [0, +oo[ (en particulier, f ne tend pas vers 0 quand x tend
+oo

vers +00) car pour tout n > 2, f(n) = n. Maintenant, J f(x) dx est 'aire du domaine D = {(x,y) € R?/ 0 <y < f(x)}
0
2
— xn
exprimée en unités d’aire. D est une réunion de triangles. Le triangle général a pour aire - 5

1
= ? DOHC,
+oo +oo 2
1 s
JO f(X)dX: E pzf—]<+00.
f est donc intégrable sur [0, +ocol.
4) Propriétés des intégrales généralisées

Les intégrales généralisées conservent toutes les propriétés usuelles des intégrales de fonctions continues par morceaux sur
un segment.

4-a) Linéarité

Théoréme 10 (linéarité de l’intégrale). Soient f et g deux fonctions continues par morceaux sur un intervalle I
de R a valeurs dans K = R ou C et soit (A, n) € K2.

Si J f(x) dx et J g(x) dx sont des intégrales convergentes, alors J (Af(x) + ng(x)) dx est une intégrale convergente et
I I I

L(?xf(x) +uglx)) dx = )\J

f(x) dx + uJ g(x) dx.
I I

Démonstration. Si par exemple, I = [a,b[ ou b est réel ou infini, pour tout X € [a, b],

X X

f(x) dx + uJ g(x) dx.

a

JX(Af(x) + ug(x)) dx = )\J

a a
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Ceci montre que J (Af(x) + ng(x)) dx est une intégrale convergente. De plus, quand X tend vers b, on obtient
1

L(?xf(x) + ug(x)) dx = )\J f(x) dx + uL g(x) dx.

I

Théoréme 10 bis. L’ensemble E des fonctions f continues par morceaux sur un intervalle I de R a valeurs dans K = R

telles J f(x) dx soient une intégrale convergente est un K-espace vectoriel et I'application f — J f(x) dx est une forme
I I

linéaire sur E.

Commentaire. Comme pour les séries numériques, on ne peut « séparer une intégrale » en une combinaison linéaire
d’intégrales que si chacune des intégrales écrites converge.

. X
Par exemple, la fonction x —

x —
est continue sur ]0, 1[, prolongeable par continuité en O (car tend vers 0 quand

1

X — X —
x tend vers 0) et prolongeable par continuité en 1 (car tend vers 1 quand x tend vers 1). Donc J —— dx est une
0
Ty L 1
intégrale convergente. Néanmoins, on ne peut pas écrire J dx = J' — dx —J —— dx car chacune des deux
0 nx 0 Inx o X

intégrales du second membre est divergente (1— > 0 et la fonction x —

~ n’est pas intégrable sur un
nx x—1 x—1 X —

1
X
voisinage de 1). Plus précisément, J' — dx=—0c0 = J' — dx.
0 Inx 0 Inx

4-b) Positivité, croissance

Théoréme 11 (positivité de l’intégrale). Soit f une fonction continue par morceaux sur un intervalle I de R a

valeurs dans R. On suppose que | f(x) dx est une intégrale convergente.
1

Si f est positive, alors J f(x) dx > 0.
I

X
Démonstration. Si par exemple, I = [a,b[ ou b est réel ou infini, pour tout X € [a, b], J f(x) dx > 0. Quand X tend

a
b

vers b, on obtient J f(x) dx > 0.

a

On dispose aussi de ’amélioration usuelle pour les fonctions continues :

Théoréme 12. Soit f une fonction continue sur un intervalle I de R & valeurs dans R et positive sur 1. Alors

Jf(x) dx=0&f=0.
I

On en déduit que :

e 'intégrale d’une fonction continue, positive et non nulle, est strictement positive ;
e une fonction continue, positive et d’intégrale nulle, est nulle.

Démonstration. Si f =0, alors J f(x) dx = 0.
I
Réciproquement, supposons par exemple que I = [a, b[ onl b est réel ou +o0o puis que f est une fonction continue, positive

et non nulle sur [a,bl. Il existe xo € [a,b[ tel que f(xo) > 0. Soit [c,d] un segment de longueur strictement positive,

contenu dans [a, b[ et contenant xo. Puisque f est une fonction continue, positive et non nulle sur le segment [c, d], on sait
d

depuis le cours de maths sup que J f(x) dx > 0. Mais alors, pour tout X de [d, bl,

c

X c d X d
J f(x) dx :J f(x) dx+J f(x) dx—l—J f(x) dx > J f(x) dx > 0.
a a c d c
b d
f(x) dx > J f(x) dx > 0.

c

Quand X tend vers b, on obtient J

a
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Théoréme 13 (croissance de ’intégrale). Soient f et g deux fonctions continues par morceaux sur un intervalle I

de R a valeurs dans R. On suppose que | f(x) dx et | g(x) dx sont des intégrales convergentes.
I I

Sif < g, alors J f(x) dx < J g(x) dx.

I 1

Démonstration. La fonction g — f est positive sur I et donc J

g(x) dx—J f(x) dx:J (g(x) —f(x)) dx = 0.
I I

I

4-¢) Relation de CHASLES

On suppose que J f(x) dx est une intégrale convergente. Si I = [a,b[ ou ]a,b] ou ]a, b[, a et b étant suivant les cas réels
I

x y
ou infini, pour tout (x,y) € [a,b]?, on pose J f(t) dt = —J f(t) dt sauf dans le cas ou x et y sont tous deux égaux a
y x
une méme borne non comprise de I. Par passage  la limite, on démontre alors facilement que pour tout (x,y,z) € [a,b]?

tels que x et y ou x et z ou y et z ne soient pas égaux a une borne non atteinte de I, les intégrales ci-dessous existent et

Jy f(t) dt+ r f(t) dt = JZ f(t) dt.

x y Yy
p 1JO L ax= Jm LN 'rm L dx—J] L dx+J+oo LN
ol eXCHpIe, e X2 T Ty X2 T 7 oA o X241 T o x2 41 X2+ 1
b
5) Dérivation de la fonction X HJ f(x) dx
X

On suppose que I = [a, bl ou ]a,b[ oi b est réel ou +00. On se donne f une fonction définie et continue sur I & valeurs
dans R ou C.

X b
On sait que la fonction x — J f(x) dx, xo € I donné, est de classe C! sur I. On suppose alors que I'intégrale J f(x) dx
X0 X0
est une intégrale convergente. Pour tout X de I, on peut écrire
b X b
J f(x) dx:—J f(x) dx—l—J f(x) dx.
X X0 X0
b X
J f(x) dx est une constante quand X varie et d’autre part, la fonction X — J' est de classe C! sur I de dérivée f. On en
X0 b X0
déduit que la fonction F : x +— J f(x) dx est de classe C! sur I et que F/ = —f.
X

De méme, si I =]a,b] ou Ja,b[ o a est réel ou —oco et f est une fonction définie et continue sur I & valeurs dans R ou C

la fonction F : x — J f(x) dx est de classe C! sur I et F/ = f.

a

+o0

Par exemple, la fonction F; : x — J' et” dt est de classe C! sur R et pour tout réel x, Fj(x) = e, F1 est en fait la

x
primitive de la fonction f; : x — —e*” sur R dont la limite en +oo est nulle.

X
De méme, la fonction F, : x +— J et” dt est de classe C! sur R et pour tout réel x, Fj(x) = e’ F2 est en fait la
—00

primitive de la fonction f; : x — eX” sur R dont la limite en —oo est nulle.
6) Sommation des relations de comparaison pour des fonctions réelles positives

On rappelle que quand la série de terme général u,, n € N, converge, pour tout entier naturel n, on peut définir
+oo
Rn = Z ux = S—S;, le reste a 'ordre n de la série de terme général u,, et que Ry, tend vers 0 quand n tend vers +oo
k=n+1

(car S — Sy tend vers S—S =0).

On a une notion équivalente pour les intégrales sans avoir 1’équivalent du vocabulaire « reste & I'ordre n ».
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Théoréme 14. Soit I = [a,b[ ot b est réel ou +oco. Soit f une fonction continue par morceaux sur [a,b[ & valeurs
b

dans R ou C. On suppose que J f(x) dx est une intégrale convergente.
a
b
Alors, pour tout x de [a, b[, J f(t) dt est une intégrale convergente et de plus

X

b
lim J f(t) dt =0.

x—b Jy

b b

f(t) dt est une intégrale convergente, on sait déja que pour tout réel de [a, bl J f(t) dt est une

Démonstration. Si J
X

a

b b

intégrale convergente et que J f(t) dt = J f(t) dt + J f(t) dt. Mais alors
a a xX
b b X
Vx € [a, bl, J f(t) dt =J f(t) dt—J f(t) dt.
x a a
X b b

Quand x tend vers b, J f(t) dt tend vers J f(t) dt et donc J f(t) dt tend vers 0.

a a X

Commentaire. On a un énoncé analogue si I =]a, b].
“+oo 5 X 5

Exemple. J e'” dt tend vers 0 quand x tend vers +oo0 et J e'” dt tend vers 0 quand x tend vers —oo.
X —00

Théoréme 15. Soit I = [a,b[ ot b est réel ou +oo. Soient f et g deux fonctions continues par morceaux sur I a
valeurs réelles positives sur I. On suppose que f = o(g).

b b
e Si J g(t) dt converge, alors J f(t) dt converge et

a a

b b
e Si J f(t) dt diverge, alors J g(t) dt diverge et

a a

Démonstration. On suppose que f = o(g).
x—

b b b

f(t) dt converge puis que pour tout x de [a, bl, J f(t) dt et

X

e Supposons que J g(t) dt converge. On sait déja que J

a a

b b b
J g(t) dt sont des intégrales convergentes et enfin que lim J f(t) dt=0= linij g(t) dt.
X—

x x—b

X X

Soit ¢ > 0. Puisque f = o(g), il existe xo € [a, bl tel que Vt € [xo,b[, 0 < f(t) < eg(t).
xX—

Soit x € [xg, b[. Par positivité et croissance de 'intégrale, on a

b b

0< J f(t) dt < sJ g(t) dt.
X x

b b

f(t) dt < &J g(t) dt et donc que

X X

E) f(t) dx O <£J g(t) dt) .

b X b
f(t) dt diverge. On sait déja queJ g(t) dt diverge puis que que lim J f(t) dt = +o00 = lim J g(t) dt.

a x—b Jq a—=x Jy

On a montré que Ve > 0, Ixg € [a,b[/ Vx € [xo,b[, 0 < J

b
e Supposons que J

a

Soit ¢ > 0. Puisque f = o(g), il existe xo € [a, bl tel que Vt € [xo,b[, 0 < f(t) < %g(t).

X—
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Soit x € [xo, b[.

X0

f(t) dt + =

0< JX f(t) dt = ro f(t) dt + JX f(t) dt < JXO f(t) dt + %JX g(t) dt < J 5

a a X0 a X0

JX g(t) dt.

a a

X X0

2
g(t) dt > EJ f(t) dt et

a

X
Ensuite, puisque lim J g(t) dt = 400, il existe x1 € [xo, b[ tel que pour tout x € [x1,bl, J

x—b Jq a

X

X0
donc J f(t) dt < %J g(t) dt. Pour x € [x1,b[, on a

a a
X

g(t) dt = sJ g(t) dt.

a

X X

o<rf(t) dtg%J gt) dt+§J

a a

X X

f(t) dt < £J g(t) dt et donc que

J: f(t) dx X:ab ) <E g(t) dat) .

Théoréme 16. Soit I = [a,b[ ot b est réel ou +oo. Soient f et g deux fonctions continues par morceaux sur I a
valeurs réelles positives sur I. On suppose que f = O(g).

On a montré que Ve > 0, Ixq € [a,b[/ Vx € [x1,b[, 0 < J

b b
e Si J g(t) dt converge, alors J f(t) dt converge et

a a E, f(t) dx T O <E g(t) dt) .
b

b
e Si J f(t) dt diverge, alors J g(t) dt diverge et

a a

Démonstration. On suppose que f = O(g).
xX—

b b b

f(t) dt converge puis que pour tout x de [a, bl, J f(t) dt et

X

e Supposons que J g(t) dt converge. On sait déja que J

a a

b b b
J g(t) dt sont des intégrales convergentes et enfin que lim J f(t) dt =0 = lim J g(t) dt.

x x—b Jy x—b Jy

Puisque f = O(g), il existe xo € [a,bl et M € RT* tels que Vt € [xo, b[, 0 < f(t) < Mg(t).
x—

Pour x € [xp,b[, on a

f(t) dt < MJ g(t) dt et donc que

e = o[ st o).

b b

a—x

X b
e Supposons queJ f(t) dt diverge. On sait déja que J g(t) dt diverge puis que que linil[ f(t) dt = +oo = lim J g(t) dt.
X— a

a a

Puisque f = 0O(g), il existe xo € [a,b[ et M € RT* tels que Vt € [xg, bl, 0 < f(t) <

x—b

Soit x € [xo, b[.

M
79(’()-

X X

f(t) dt + %J g(t) dt.

a

X0 X0

0< r f(t) dt = JXO f(t) dt + JX f(t) dt < J

a X0

M
f(t) dt + 7J

X0

g(t) dt < J

a a
X X 2 X0

Ensuite, puisque linil[ g(t) dt = +oo, il existe x1 € [xo, b[ tel que pour tout x € [x1, bl, J g(t) dt > MJ f(t) dt et

X=b Jq a a
X

X0 M
donc J f(t) dt < 7J g(t) dt. Pour x € [x1,b[, on a

a a
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X

o< [ race ™

a

) g(t) dt + % L g(t) dt = ML g(t) dt.

X X

f(t) dt < MJ g(t) dt et donc que

a

On a montré que Ix7 € [a,b[/, IM € RT/ ¥x € [x1,b[, 0 < J

a

J: f(t) dx i O <J: g(t) dt) .

Théoréme 17. Soit I = [a,b[ ou b est réel ou +00. Soient f et g deux fonctions continues par morceaux sur I &
valeurs réelles strictement positives sur I. On suppose que f > g.

b b

f(t) dt et J g(t) dt sont des intégrales de méme nature et

a

Alors, J

a

b
e Si J f(t) dt converge,

a

x—=b Jy

b b
J f(t) dx ~ J g(t) dt.
b
e Si J f(t) dt diverge,

fo(t) dt ~ ng(t) dt.

a x—b Jq

Démonstration. On suppose que f(x) . g(x) ou encore que f(x) — g(x) el o(f(x)).
X— X—

b b b

g(t) dt converge puis que pour tout x de [a, bl J f(t) dt et

X

e Supposons que J f(t) dt converge. On sait déja que J

a a

b b b
J g(t) dt sont des intégrales convergentes et enfin que thJ f(t) dt =0 = lim J g(t) dt.
x—

x x x—b Jy
Soit ¢ > 0. Puisque f; g, il existe xo € [a, b[ tel que Vt € [xo, b[, [f(t) — g(t)] < ef(t).
Soit x € [xg, b[.

b b b
J f(t) dt—J glt) dt <J If(t)—g(t)\dtgsj f(t) dt.

X X

b b
< eJ' f(t) dt et donc queJ' f(t) dt —

X

On a montré que Ve > 0, Ixo € [a,bl/ Vx € [xo, bl,

b
L g(t) dt =0 <

b
J f(t) dt) ou encore que

X

Jb f(t) dx ~ Jb g(t) dt.

x x—b Jy

b b X

b
g(t) dt diverge puis que que lirrtJ f(t) dt = +o00 = lim J g(t) dt.
x—

a a—x x

e Supposons que J f(t) dt diverge. On sait déja que J

a a

Soit ¢ > 0. Puisque f; g, il existe xo € [a, bl tel que Vt € [xo, b[, |f(t) — g(t)] <
Soit x € [xo, b[.

X

ORI dt‘ + [ - g(o ar <

a X0

X

J " (F(t) — g(1)) dt‘ n %J f(t) dt

X0

JX f(t) dt—JXg(t) dt‘ <

a a

<

j " (#(1) — g(1)) dt’ + gj {0 at.

X X

f(t) dt = +o0, il existe xq € [xg, b[ tel que pour tout x € [x1, bl, J f(t) dt >

a

G S]

ORI dt}

Ensuite, puisque lim J
x—b a

et donc Jxo(f(t) —g(t) dt' < %JX f(t) dt. Pour x € [x1,b[, on a

a a
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JX f(t) dt — r glt) dt‘ < % r f(t) dt + = JX f(t) dt = ¢ r f(t) dt.

a a

On a montré que Ve > 0, Ix; € [a,b[/ Vx € [x1,bl,

X
t

Exemples. Déterminons un équivalent simple de J et” dt quand x tend vers +oo (étant acquis le fait que la fonction
1
f oot et” nlest pas intégrable sur [1, +oo[).
tZ
e
La fonction g : t+— > est dérivable sur [1,4+oo[ et pour tout t € [1,+oo0l,

2tet” e’ 2 1
/ _Le et o
9'(t) = e ¢ (1 th) '

4] — ot? _ L - t?
On note que g’'(t) =e (1 2t2> i € f(t).
Ainsi,
e La fonction f est continue, positive et non intégrable sur [1,+oo[;
I
o flt) _~ gt
D’aprés un théoréme de sommation des relations de comparaison,

x x x 21" x2 x2
2 , e e e e
e dt=| f(t)dt ~ Ddt= || =2-_¢& . <.
L L t) Hng” [Zt]] 2x 2 x—too 2x
+o0o 5 2
Déterminons un équivalent simple de e ' dt quand x tend vers +oo (étant acquis le fait que la fonction f : t+— et
xX
est intégrable sur [T, +o0l).
La fonction g : t+— — est dérivable sur [1,+o0o[ et pour tout t € [1, 400,
et et 2 1
/ —t
t)=——+—=5=¢ 14+ —
9'(t) 2t 2t2 2t2
: !/
puis g’(t) e f(t).
Ainsi,
e La fonction f est continue, positive et intégrable sur [1,4ool[;
I
o f(t) _~ g'lt).
D’aprés un théoréme de sommation des relations de comparaison,
+o0 —x?
e
J e*tz d =
« 2x
7) Comparaison séries-intégrales
00 +o0o
Séries et intégrales ont des points communs. Par exemple, Z — <t a>Tet J — dx <400 a>1.0na
n 1 X
n=1

analyse précisément cette situation dans un cas particulier :
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Théoréme 18. Soit f une fonction continue par morceaux sur [0, +oo[ & valeurs réelles positives et décroissante sur

[0, ool
n
Alors, la série numérique de terme général <J f(t) dt> — f(n), € N*, converge
not “+o00
En particulier, la série de terme général f(n), n € N, et I'intégrale J f(t) dt sont de méme nature.
0

n
Démonstration. Pour n € N*, posons u,, = (J f(t) dt) — f(n). Puisque la fonction f est continue par morceaux et
n—1

décroissante sur [0, +oo[, pour tout entier naturel non nul n, f(n) < J f(t) dt < f(n—1) puis
—1
" n
0< (J f(t) dt) —fn)=u, <f(n—1) —f(n).
n—1

Pour tout N € N*,

N n N
o< ([ mwat) =) < X (tn—1) = sn)
n=1 n-1 n=1
=1(0) — f(N) (somme télescopique)
< f(0).
n
Ainsi, pour tout n € N*, u, > 0 et de plus la suite des sommes partielles (Z uk> est majorée. On sait alors que la
k=1 nenN

série de terme général u,, converge.

N n N N N N
Maintenant, pour N € N*, 3 (<J f(t) dt> — f(n)> =y J f(t) dt— ) f(n)= J f(t) dt— ) f(n).
n=1 n=1 n=1

=1 n—1 n—1 0
N N N N
Puisque la suite <J f(t) dt — Z f(n)) converge, les suites (J f(t) dt) et <Z f(n)) ou encore la
0 n=1 0 NeN* n=1 NeN*

N
suite <J f(t) dt) et la série de terme général f(n), n € N, sont de mémes natures.
NeN*

NeN*

0
X
Enfin, puisque la fonction f est positive sur [0, +ool, la fonction x — J f(t) dt est croissante sur [0, +oo[. On en déduit
0
X

N
que la suite <J' f(t) dt) converge si et seulement si la fonction x — J' f(t) dt a une limite réelle quand x tend vers
NeN~

0 0
+oo
400 ou encore si et seulement 'intégrale J f(t) dt est une intégrale convergente.
0
+o0 “+o00o
Ceci montre que Z f(n) < +o0 & J f(t) dt < +oo0.
n=0 0

Exemple. La fonction f : x +— est continue, positive et décroissante sur ]1,4oo[. Donc la série de terme général

xInx
1 +oo
, N> 2, et Uintégrale J sont de mémes natures.
nlnn > xlnx
X dx X dx
Or, pour tout X € [2,+o0], J —— =In(InX) —In(In2) puis lim J = +4o00.
5> xInx X—+o0 |, XxInx
“+00 dX “+oo
Ainsi, J = 400 et donc aussi Z = 4o00.
> xlnx = nlnn
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8) Intégration par parties. Changements de variables

8-a) Intégration par parties

Théoréme 19. Soient f et g deux fonctions de classe C' sur [a, b[, b réel ou infini, & valeurs dans K = R ou C. On
suppose que %ini [f(x)g(x)]ﬁ existe dans K (et on note dans ce cas [f(x)g(x)]?1 cette limite).
—

b b

f(x)g'(x) dx et J f/(x)g(x) dx sont de méme nature. De plus, en cas de convergence,
a

Alors, les intégrales J
a
b

b
j f(x)g’(x) dx:mx)g(xnz—J f(x)glx) dx.

a a

Démonstration. Soit X € [a, b[. Les deux fonctions f et g sont de classe C! sur le segment [a, X]. On peut donc effectuer
une intégration par parties et on obtient

X X

VX € [a, bl J f(x)g'(x) dx = [f(x)g(x)]é —J f'(x)g(x) dx.
a a

X X

Puisque [f(x)g(x)]x a une limite dans K quand X tend vers b, les fonctions X — | f(x)g’(x) dx et X — J f'(x)g(x) dx

a

a a
sont ou bien toutes convergentes en b ou bien toutes deux divergentes en b. De plus, en cas de convergence, quand X tend
vers b, on obtient

+oo

Exemple 1. Pour n € N, posons I,, = J x"e ™ dx. Soit n € N.
0

1

La fonction f, : x — x™e™* est continue sur [0, oo et négligeable en +oco devant = d’aprés un théoréme de croissances
X

comparées. Donc, I,, existe dans R.

Les deux fonctions x — x™t71 et x — —e* sont de classe C! sur [0, +0o[. Au vu de la convergence de toutes les expressions
considérées, une intégration par parties fournit

+o00o +o0o +oo
I = J xMHe ™ dx = [x™*] (—e"‘)};m —J (Mm+1x™(—e ) dx=(n+ UJ x"e * dx
0 0 0
=(n+DIl,.
+oo oo
Ainsi, Yn € N, [;47 = (n+ 1)L;,. En tentant compte de [ = J e X dx = [—e*"]o = —0+1 =1, on obtient par
0

récurrence

Commentaire. Dans 'exemple précédent, I'intégration par parties était simple a effectuer et a rédiger car les différentes
limites se calculaient immédiatement. Quand l'intégration par parties est un peu délicate a gérer, le plus propre est de
revenir & une intégration par parties sur un segment puis de gérer individuellement chaque probléme de limite.

+oo

Exemple 2. Démontrons que 'intégrale J —— dx est une intégrale convergente.
0 X

1
Soient € et A deux réels tels que 0 < ¢ < A. Les deux fonctions x +— 1 — cosx et x — — sont de classe C' sur le segment
X

[e, Al. On peut donc effectuer une intégration par parties qui fournit

A B A A
J sinx o _ []ﬂ} _J (1 — cosx) X <_l2) dx
e X X . . X

1—cosA 1—cose JAl—cosx
= — + ——— dx

A € . x2
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A sinx L . sin x L
° J dx est une intégrale convergente car la fonction x — est prolongeable par continuité en 0. D’autre part,
X

0 X
. 1—cose 1 —cose 3 o A1 —cosx L
lim ——— =0car ——— ~ =. On en déduit que ——5— dx est une intégrale convergente et de plus, quand
£—0 £ £ £—0 0 X
¢ tend vers 0, on obtient
A A
sin x 1 —cosA 1 —cosx
VA €]0, +oo], J X = J 5 dx.
0o X A o X
1 —cosA 2 1 —cosA 1 —cosx 1 T 1 —cosx
e Puisque |———| < —, lim ——— = 0. D’autre part, ——— = O — | et donc ———— dx est
4 A ‘ T AT Asteo P x2 x—+00 (xz) JO x2
T ginx
une intégrale convergente. Mais alors J —— dx est une intégrale convergente et de plus, quand A tend vers +oo0, on
0 X
obtient

dx.

T ginx T 1 —cosx
X 2
0 X

On a montré que

J+°° sin x

0

dx est une intégrale convergente.

8-b) Changements de variables

Théoréme 20. Soit f une fonction continue sur ]a, bl, a et b réels ou infinis, a valeurs dans K = R ou C.
Soit ¢ une fonction définie sur Jo, B[, & et B réels ou infinis, de classe C' sur Ja, B[, strictement croissante sur ], B[
et bijective de ], B[ sur ]a, b[.

b B
f(x) dx et J flo(x))e’(x) dx sont de méme nature. De plus, en cas de convergence,

[0

Alors, les intégrales J'

a

b B
J f(x) dx =J flp(x))e’ (x) dx.

a x

Démonstration. Soit (X,Y) €lx, B[* tel que X < Y. Puisque ¢ est de classe C' sur ]&, B[ & valeurs dans ]a, b[, on peut
poser t = @(x) et donc dt = ¢’(x) dx sur le segment [X, Y] et on obtient

Y @ (Y)
| flotnemax=[" s a
X @ (X)
Maintenant, puisque @ est strictement croissante sur Jo, B[ et bijective de Je, B[ sur ]a, bl >}im e(X)=aet )}ur%s @(X) =b.
—x —
b B
Ceci montre que les intégrales | f(x) dx et J flo(x))@’(x) dx sont de méme nature et de plus, en cas de convergence,
&

a
quand X tend vers o« et Y tend vers {3, on obtient

Commentaire. On a un théoréme analogue si le changement de variables @ est strictement décroissant sur J«, B[ auquel

b o
cas la conclusion est J f(x) dx = J flo(x))e’(x) dx.
a B
“+o00 ]
Exemple. [ = J' —— dx existe dans R car la fonction x — ——— est continue sur [0, +00[ et négligeable devant =
o xX3+1 x3+1 X

en +oo.

1
La fonction @ : x — — =t est une bijection de classe C' de ]0, +oo[ sur lui-méme, strictement décroissante sur ]0, +ool.
1
En posant t = — et donc x = n puis dx = n dt, on obtient une nouvelle intégrale convergente. Plus précisément,
X
+oo 1 0 1 dt +o00 t
o X341 oo L t o 1
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Par suite,

33

III - Fonctions intégrables
1) Définition

DEFINITION 7. Soit f une fonction continue par morceaux sur un intervalle I de R a valeurs dans K =R ou C.
On dit que f est intégrable sur I si et seulement si J [f(x)| dx < +o0.

1
Il revient au méme de dire que f est intégrable sur I si et seulement si [f| est intégrable sur 1.

Quand J [f(x)| dx est une intégrale convergente, on dit que | f(x) dx est une intégrale absolument convergente.
I I

b

Commentaire 1. On verra plus loin que si f est intégrable sur [a, b[ par exemple ou encore si J [f(x)| dx est une intégrale

a
b

convergente, alors J f(x) dx est une intégrale convergente.
a

Commentaire 2. On déja eu 'occasion de dire que si f est une fonction a valeurs réelles positives sur I, alors

f est intégrable sur I si et seulement si J f(x) dx est une intégrale convergente.
1

sinx sinx 1
Exemple 1. Pour x > 1, posons f(x) = e f est continue sur [1, 400l et pour tout réel x € [1,4ool, 2| S a2
+oo . .
s x L . smXx -
Donc, J 5—| dx est une intégrale convergente ou encore, la fonction x — —— est intégrable sur [1,+ool.
1 X X
ix eix
Exemple 2. Pour x > 1, posons f(x) = —5 . T est continue sur [1, 400l et pour tout réel x € [1,+ool, — | = =5 Donc,
X X X
ix
la fonction x — —5 est intégrable sur [1,4ocol.
X

eix ix
Exemple 3. Pour x > 1, posons f(x) = —. f est continue sur [1,+oo[ et pour tout réel x € [1,+ool,
X

= —. Dong, la
X
ix
fonction x — — n’est pas intégrable sur [1, +ool.
X
2) Fonctions a valeurs réelles intégrables
Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R & valeurs dans R. On définit les fonction f* et f~ par

pour tout x de I, f*(x) = Max{f(x), 0} = { g(;(i)fs(;g(g()) 0
et

—f(x) si f(x) <0

f~(x) = —Min{f(x), 0} = Max{—f(x),0) = { 0si f(x) = 0
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On a immédiatement les résultats suivants :

Théoréme 21. Soit f une fonction continue par morceaux sur I & valeurs dans R.
of=f"—f et|f|=f"+1;
1 1
fr=—(fl+f) et = =(If| —1);
o 5 =S (Ifl+ 1) et £ =2 (1l = 1);

e fT et f~ sont continues par morceaux a valeurs réelles positives.
e 0K fH flet 0K <]

Puis on a le théoréme :

Théoréme 22. Soit f une fonction continue par morceaux sur I & valeurs dans R.

f est intégrable sur I si et seulement si f* et f~ sont intégrables sur I.

Démonstration. Si f est intégrable sur I, alors |f| est intégrable sur I puis f* et f~ sont intégrables sur I car continues
par morceaux, & valeurs réelles positives et majorées sur I par la fonction intégrable |f|.

Réciproquement, si f* et f~ sont intégrables sur I, alors |f| = f* — f~ est intégrable sur I.

Théoréme 23. Soit f une fonction continue par morceaux sur [a, b[ (ou ]a, bl ou ]a, b[), & valeurs dans R.

b

Si f est intégrable sur [a, b[ alors J f(x) dx est une intégrale convergente.
a

Démonstration. Si f est intégrable sur [a,b[, alors f* et f~ sont intégrables sur [a,b[ d’aprés le théoréme précédent.
Pour tout X de [a,b[, on a

X X

JX f(x) dx = JX (fr(x) = (x) dx = J fT(x) dx —J f~(x) dx.
b ) b ) ab

Par hypothése, J fT(x) dxet | f (x) dx sont des intégrales convergentes. Donc, J f(x) dx est une intégrale convergente.
a

a

a a
De plus quand X tend vers b, on obtient

T ginx

Commentaire. La réciproque du théoréme précédent est fausse. Par exemple, on a déja vu (page 21) que J dx

0 X

sinx
est une intégrale convergente. Vérifions que la fonction f : x — —— n’est pas intégrable sur ]0,+oo[ ou encore que

T gin x L . T |ginx
dx est une intégrale divergente ou encore que dx = +4o0.
0 0
Soit n € N*.
oo lsinx (D7 ginx
J d >J dx
0 X 7 X
_ = J“‘*”” sinx dx = iJn \siljt(t—;kﬂﬂ gt — iJ” tsin(‘:) dt
= Jkm X — Jo + km o t+km
n 7t . n
sin(t) 2 1
>y | ==Y oy
=lo (k+1N)m nk:]k+1
2 &1
>0 %
k=1
+00 | o3 n
X 2 1
Ainsi, Yn € N*, J s dx > — Z —. Quand n tend vers 400, on obtient
0 X Tt k
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+oolsinx
dx = +o0.
0 X
T ginx L T sinx L T | ginx
dx est un exemple d’intégrale telle que —— dx est une intégrale convergente et dx est une
0 X 0 X 0

intégrale divergente. Une telle intégrale est dite semi-convergente.
3) Fonctions a valeurs complexes intégrables

Si f est une fonction a valeurs dans C, |ﬂ = [f]. Donc,

Théoréme 24. Soit f une fonction continue par morceaux sur I & valeurs dans C.

f est intégrable sur I si et seulement si f est intégrable sur 1.

Théoréme 25. Soit f une fonction continue par morceaux sur I & valeurs dans C.

f est intégrable sur I si et seulement si Re(f) et Im(f) sont intégrables sur I.

_ 1 _
(f+1) et Im(f) = 5 (£ )

f) sont intégrables sur I car

N —

Démonstration. Supposons f est continue par morceaux et intégrable sur I. Alors Re(f) =

—

sont continues par morceaux sur I. D’autre part, |f| est intégrable sur I puis Re(f) et Im
[Re(f)] < [f] et [Im(f)] < [f].

Réciproquement, si Re(f) et Im(f) sont intégrables sur I, alors [f| est intégrable sur I car |f| < |[Re(f)] 4 [Im(f)].

Théoréme 26. Soit f une fonction continue par morceaux sur [a, b[ (ou ]a, b] ou ]a, b[), a valeurs dans C.

b

Si f est intégrable sur [a, b[ alors J f(x) dx est une intégrale convergente.
a

Démonstration. Si f est intégrable sur [a, b[, alors Re(f) et Im(f) sont intégrables sur [a, b[ d’apreés le théoréme précédent.
Pour tout X de [a,b[, on a

X X

Re(f(x)) dx+iJ Im(f(x)) dx.

a

X X
J f(x) dx = J (Re(f(x)) + iIm(f)(x)) dx = J

a a a

b b b
Par hypotheése, J' Re(f(x)) dx et J' Im(f(x)) dx sont des intégrales convergentes. Donc, J' f(x) dx est une intégrale

a a a
convergente. De plus quand X tend vers b, on obtient

b b b

(Re(f))(x) dx—i—iJ (Im(f))(x) dx

a

f(x) dx = J

a

et donc aussi

b b

(Re(f)) ™ (x) dx—l—iJ' (Im()) " (x) dx—iJ

a

a

4) L’espace L'(I,K)

Notation. L’ensemble des fonctions continues par morceaux sur I, intervalle de R, & valeurs dans K = R ou C et intégrables
sur I se note L'(I,K) (L est I'initiale du mathématicien LEBESGUE).

Théoréme 27. (L] (I, K), +, ) est un K-espace vectoriel.

De plus, f+— | f(x) dx est une forme linéaire sur cet espace vectoriel.
I

Démonstration. Montrons que L' (I, K) est un sous-espace vectoriel de (€p.m (I, K),+,.).

L L1 (I,K) C Cgpm(I)K)
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e 0cL'(I,K).
e Soient (f,g) € (L'(I,K))? et (A, n) € K2. La fonction Af + ug est continue par morceaux sur I et de plus

IAf + ngl < Al + [uligl.

Puisque la fonction |A[[f] + |pllg| est réelle, positive et intégrable sur I, il en est de méme de la fonction |Af 4+ pgl. Mais
alors, par définition, la fonction Af 4+ png est intégrable sur I.

f(x) dx+uJ g(x) dx.

On sait alors que J' (Af(x)4pg(x)) dx est une intégrale convergente et que J (AMf(x)+pg(x)) dx = 7\J
I I I

I

Théoréme 28. Soit f € L'(I,K). Alors,

L f(x) dx

< L [£(x)] dx.

Démonstration. Puisque f est dans L' (I, K)

J'I f(x) dx

est vraie sur tout segment ] contenu dans I. On obtient alors I'inégalité a démontrer par passage a la limite.

et J [f(x)] dx existent dans R. De plus, I'inégalité & démontrer
I

5) Produit de fonctions intégrables. L’espace 1*(1,K)
Tout d’abord, il ne faut pas croire que le produit de deux fonctions intégrables est une fonction intégrable. Par exemple,

1 1

la fonction f : x — 7 est intégrable sur ]0, 1] mais la fonction f X f : x +— — n’est pas intégrable sur ]0, 1].
X X

Notation. L’ensemble des fonctions f continues par morceaux sur I, intervalle de R, & valeurs dans K = R ou C telles que

2 soit intégrable sur I se note L?(I,K) (quand f? est intégrable sur I, on dit que « f est de carré sommable sur I »).

Théoréme 29. Soit (f,g) € (LZ(I,K)). Alors, f x g est intégrable sur I.

Démonstration. Soient f et g deux éléments de L2(I,K). En particulier, f et g sont continues par morceaux sur I et donc
f X g est continue par morceaux sur I.

Ensuite, si « et B sont deux nombres complexes, alors (|a| — HSI)2 > 0 et donc

1

Bl < 5 (I +1BI).

N

1
Mais alors, [f x g] < 3 (h“l2 + Ig\z). Comme les fonctions |f|? et |g|? sont intégrables sur I, il en est de méme de la fonction

1
3 (\f|2 + \gIz) puis de la fonction |f X g|.

Théoréme 30. (LZ(I, K), +, ) est un K-espace vectoriel.

Démonstration. Montrons que L?(I,K) est un sous-espace vectoriel de (€¢p.m (LK), +,.).

e L’(I,K) C %p.m(],K).
e 0c?(I,K).
e Soient (f,g) € (L2(I,K))? et (A, u) € K2. La fonction Af + ug est continue par morceaux sur I et de plus

IAf + ugl? = A?If2 + 2Re (ATEFG) + ullgl < AP + 2]MlIulfllgl + |wl2lgl.

Les fonctions |f|? et |g|> sont intégrables sur I par définition et la fonction [fg| est intégrable sur I d’aprés le théoréme
précédent. Donc, la fonction [A[?[f|]2 + 2|Al|ul[fllg] + [w|?|g|* est intégrable sur I puisque L' (I, K) est un K-espace vectoriel.
Mais alors, la fonction |Af + ugI2 est intégrable sur I ou encore la fonction Af 4 ug est dans L%(I, K).

On a montré que L?(I,K) est un sous-espace vectoriel de (€¢p.m(L,K)y+,.).
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Théoréme 31. (inégalité de CAUCHY-SCHWARZ)

Soit (f,g) € (I2(L,R))*. Alors

< \/JI 2(x) dx x \/L gz(x) dx.

Démonstration. Pour A € R, posons P(A) = J (Af(x) — g(x))? dx.
I

L f(x)g(x) dx

e Puisque f est g sont dans L?(I,R) et que (LZ(I,R), -+, ) est un R-espace vectoriel, pour chaque réel A, Af(x) — g(x) est
dans L?(I,R) et donc P(A) existe dans R.

e Pour tout réel A, P(A) > 0 par positivité de 'intégrale.

e Pour tout réel A, P(A) = AZJ 2 (x) dx —ZAJ f(x)g(x) dx +J g% (x) dx.

I I I

ler cas. Supposons J 2(x) dx # 0 (et donc J 2(x) dx > 0). P est un trinéme du second degré de signe constant sur R.
I I
Son discriminant réduit est donc négatif ou nul. On en déduit que

2
r_ _ 2 2
0>A = (J'I f(x)g(x) dx) (J'I (x) dx) (L g-(x) dx) ,
2 2
< \/L = (x) dx\/JI g-(x) dx.

2éme cas. Supposons J 2(x) dx = 0. P est alors une fonction affine de signe constant sur R. Le coefficient de A doit donc

I < \/L 2(x) dx\/JI g% (x) dx.

et donc

JI f(x)g(x) dx

étre nul ce qui fournit J f(x)g(x) dx = 0. Mais alors, dans ce cas aussi on a
I

L f(x)g(x) dx

Nous reparlerons de I’espace L?(I,R) dans le chapitre « espaces préhilbertiens réels ».
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