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I - Rappels des différents résultats de maths sup

1) Orthogonalité. Bases orthonormales

e Un espace euclidien est un R-espace vectoriel de dimension finie muni d’un produit scalaire.

e Si (E,(|)) est un espace euclidien de dimension finie non nulle, il existe au moins une base orthonormée de E.
n n

o Si A= (ei)1<ign est une base orthonormée de E, alors pour tous vecteurs x = inei ety = Zyiei,

i=1 i=1

vie [1,n], xi = (xlei) (xly) = inyi x|l =
i1

e Si F est un sous-espace vectoriel de E, on a toujours

-E=F®F. On peut dire que F- est le supplémentaire orthogonal de F.
- la dimension de F* est n — dim(F).

P
- si (ei)1gigp est une base orthonormée de F, pour tout x de E, pr(x) = Z (x|e;) eq
i=1

- (FL)l =F
2) Automorphismes orthogonauzx. Matrices orthogonales

e Soit (E, (|)) un espace euclidien. Soit f € .Z(E). f est un automorphisme orthogonal ou encore une isométrie vectorielle
si et seulement si f est un automorphisme qui conserve la norme. L’ensemble des automorphismes orthogonaux se note

O(E).

vfe Z(B), (f € O(F) & vx € E, [[f(X]] = [Ix]]).

e Un automorphisme f est orthogonal si et seulement si f conserve le produit scalaire.

vf e Z(E), (f € O(E) & V(x,y) € E?, (f()If(y) = (xly)).

e Un automorphisme f est orthogonal si et seulement si I'image d’une base orthonormée de E est une base orthonormée
de E.

e O(E) est un sous-groupe de (GL(E),o). Idg est un automorphisme orthogonal. Une composée d’automorphismes or-
thogonaux est un automorphisme orthogonal et la réciproque d’'un automorphisme orthogonal est un automorphisme
orthogonal.

e Soit A € .#,(R). A est une matrice orthogonale si et seulement si tAA = A*A = I,,. Il revient au méme de dire que A
est inversible et que A~ = *A. L’ensemble des matrices orthogonales de format n se note On (R).

VA € #n(R), A € On(R) & 'AA = A'A =1,
S A eGLy(R) et AT =tA.

e Soit A € .#,(R). A est une matrice orthogonale si et seulement si les colonnes de A constituent une base orthonormée de
M1 (R) muni du produit scalaire canonique. A est une matrice orthogonale si et seulement si les lignes de A constituent
une base orthonormée de .#7 »(R) muni du produit scalaire canonique.

V3o

. . . 1 1 .
Ainsi, % f/g est une matrice orthogonale mais ( 01 ) n’est pas une matrice orthogonale.

2 2
e O, (R) est un sous-groupe de (GLy (R), x). I;; est une matrice orthogonale. Un produit de matrices orthogonales est une

matrice orthogonale et I'inverse d’'une matrice orthogonale est une matrice orthogonale.

e Soient (E,(])) un espace euclidien de dimension n € N* puis % une base orthonormée de E. Soient %’ une famille de
n vecteurs de E puis A = Matg (£').

A’ est une base orthonormée de E si et seulement si A est une matrice orthogonale.

Les matrices orthogonales sont donc les matrices de passage d’une base orthonormée a une autre base orthonormée.

e Soient (E, (| )) un espace euclidien de dimension n € N* puis % une base orthonormée de E. Soient f un endomorphisme
de E puis A = Matg (f).

f est un automorphisme orthogonal si et seulement si A est une matrice orthogonale.

Les matrices orthogonales sont donc les matrices d’automorphismes orthogonaux dans une base orthonormeée.
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e Si A € On(R), det(A) € {—1,1}. Si f € O(E), alors det(f) € {—1,1}.
La réciproque est fausse. Une matrice de déterminant +1 n’est pas nécessairement une matrice orthogonale.

Par exemple, ) est une matrice de déterminant 1 mais n’est pas une matrice orthogonale.

1

0 1
Une matrice orthogonale de déterminant 1 (resp. —1) est une matrice orthogonale positive (resp. négative). L’ensemble
des matrices orthogonales positives se note O} (R) (resp. O, (R)). O, (R) est un sous-groupe de (On(R), X) et aussi un
sous-groupe de (SLy(R), x) (groupe spécial linéaire constitué des matrices de déterminant 1). O, (R) est également noté
SO (R) (groupe spécial orthogonal).

Un automorphisme orthogonal de déterminant 1 (resp. —1) est un automorphisme orthogonal positif (resp. négatif).
L’ensemble des automorphisme orthogonaux positifs se note O (E) (resp. O~ (E)). O (E) est un sous-groupe de (O(E), o)
et aussi un sous-groupe de (SL(E),0). O"(E) est également noté SO(E) (groupe spécial orthogonal).

cos® —sinb a —b
-o;(R)_{<Sine c01sn6 ),eem}_{<b . ),(a,b)eRz, a2+b2_1}.
e cos®  sin0 - a b > 212
osm={ (0 8 Y oca)={('8 ® ) b em, e ruin)

0,(R) = {( cosf  —esin® ) 0 R, se{—],]}} _ {( : —eb ) (a,b) €R2, a2 + b2 =1, se{—],]}}.

sin® ecosO ea

cos® —sinb

. est la matrice de la rotation vectorielle d’angle 0
sin® cos©

e O" (E3) est constitué des rotations vectorielles. (

cos® sin®

dans une base orthonormée directe. O (E2) est constitué des réflexions. Si 0 ¢ n+27Z, ( SN0  —cos0

> est la matrice
L - , . \ . 0 . ,
dans une base orthonormée directe de la réflexion d’axe la droite d’équation y = tan 5 x. (D est la droite d’« angle

0
polaire » 5 ce qui reste vrai si 0 € 7w+ 2nZ).

II - Endomorphismes symétriques. Matrices symétriques réelles
1) Définition

DEFINITION 1. Soient (E, (| )) un espace euclidien puis f un endomorphisme de E.

f est symétrique si et seulement si V(x,y) € E2, (f(x)ly) = (xIf(y)).
L’ensemble des endomorphismes symétriques de E se note .7 (E).

Exemple 1. Soient A € R puis f = Aldg. Pour x et y éléments de E,

(FO)ly) = Alxly) = (x[f(y)).

Donc, les homothéties vectorielles sont des endomorphismes symétriques.

Exemple 2. Soient F un sous-espace vectoriel de E puis pr la projection orthogonale sur F. Pour x et y éléments de E,

(Pr(x)ly) = (Pr()ly —Pr(y) +Pr(y)) = | Pr(X) [y —Pr(y) | + (Pr(X)IPr(y)) = (Pr(x)Ipr(y)) .
€F €F+

Par symeétrie des roles de x et y (x[pr(y)) = (pr(X)Ipr(y)) = (pr(x)ly). Une projection orthogonale est un endomorphisme
symétrique.

Exemple 3. Soient 6 € R \ Z puis rg la rotation vectorielle d’angle 6. Soit (e7,ez) une base orthonormée directe du
plan euclidien orienté P.

(ro (e1)]e2) = ((cos(B)eq + sin(B)ez) le2) = sin(6)
et

(e1lrg (e2)) = (e1| (—sin(0)er + cos(B)ez)) = —sin(0).

Puisque 0 € 1Z, (rg (e1) le2) # (e1]re (e2)). Donc, une rotation vectorielle distincte de +Idp n’est pas un endomorphisme
symétrique.

Théoréme 1. Soient (E,( | )) un espace euclidien puis f un endomorphisme de E. Soient # = (ei)lgign une base
orthonormée de E puis A = Matg(f).

f est symétrique si et seulement si A est symétrique.
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Démonstration. Posons A = (ai ), j<n:
XM=

e Supposons f symétrique. Soit (i,j) € [1,n]?. Puisque la base % est orthonormée,

ai; = (eilf(e5)) = (f(ei) lej) = aj .

Donc, la matrice A est symétrique.

n n
e Supposons A symétrique. Soient x = Z xiei et y = Zyiei deux éléments de E.
i=1 i=1

n n
> xif(ed)| ) uje;
i=1 j=1

Z xyj (f (ei)|ej) = Z ai jxiyj (car # est orthonormée)

(f(x)ly)

1<i,j<n 1<i,j<n
= E aj iXiyj = E xiyj (f(ej)lei)
1<4,jsn 1<i,j<n

= leeJZy; (e5) | = (xIf(y)).

Donc, f est symétrique.

On sait que I'application f — Matg(f) est un isomorphisme de .Z(E) sur .# (R). Du théoréme précédent, on déduit

nmn+1)
2

Théoréme 2. .(E) est un sous-espace vectoriel de (Z(E),+,.) de dimension (ou n = dim(E)).

Exemple. Soient F un sous-espace vectoriel de E puis s¢ la symétrie orthogonale par rapport a F. Puisque s = 2pr —Idg
et que pr et Ide sont dans .%(E), on en déduit que sr est un endomorphisme symétrique. Toute symétrie orthogonale est
un endomorphisme symétrique.

2) Le théoréme spectral

Le résultat central de ce paragraphe est le fait qu'un endomorphisme symétrique d’un espace euclidien diagonalise dans
une base orthonormée de cet espace ou encore quune matrice symétrique réelle est orthogonalement senblable & une
matrice diagonale réelle. On prépare le terrain en établissant d’abord deux résultats préliminaires.

Théoréme 3.

e Soit A € ., (R). Alors xa est scindé sur R.
e Soit f un endomorphisme symétrique d’'un espace euclidien non réduit a {0}. Alors X est scindé sur R.

Démonstration. e Soit A € .7, (R) C .#,,(C). Soit A € C une valeur propre de A. Il existe X = (Xk)lgkgn € A1 (C)\{0}
tel que AX = AX. On note tout d’abord que

n n
XX =) am=) bl >o0.
k=1 k=1

Ensuite,

AEXX = F(AX)X = HAX)X = EXEA X

et donc (7\ — X) XX = 0. Puisque *XX # 0, on en déduit que A — A = 0 et donc que A est un réel.

Ainsi, toute valeur propre de A dans C est réelle ou encore xa est scindé sur R.
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e Soit f un endomorphisme symétrique d’un espace euclidien non réduit a {0}. Soit A la matrice de f dans une base
orthonormée de E. D’aprés le théoréme 1, A est une matrice symétrique réelle et donc x¢f = xa est scindé sur R.

Théoréme 4. Soit f un endomorphisme symétrique d’un espace euclidien (E, (| )) non réduit & {0}. Soit F un sous-
espace vectoriel de E.
Si F est stable par f, alors F' est stable par f.

Démonstration. Soit (x,y) € F- x F. Par hypothése, f(y) € F et donc

(fx)ly) = (xIf(y)) =0.

Ainsi, Vx € F4, f(x) € FX ou encore F- est stable par f.

On peut alors passer au théoréme central du paragraphe, le théoréme spectral.

Théoréme 5. (théoréme spectral pour les endomorphismes)

Soit f un endomorphisme d’un espace euclidien (E, ( | )) non réduit a {0}. f est symétrique si et seulement si il existe une
base orthonormée de E constituée de vecteurs propres de f ou encore f est diagonalisable dans une base orthonormée
de E.

Démonstration. On note E,, un espace euclidien de dimension n. On montre par récurrence sur n = dim(E,,) > 1 que
tout endomorphisme symétrique de E;, diagonalise en base orthonormeée.

e (k1) = Z (k1) = {Aldg, }. Donc, tout endomorphisme de E; est diagonalisable dans une base orthonormée de E; et
en particulier, tout endomorphisme symétrique de E; est diagonalisable dans une base orthonormée de E;.

e Soit 1 > 1. Supposons que tout endomorphisme symétrique d’un espace euclidien de dimension n soit diagonalisable en
base orthonormée.

Soit f un endomorphisme symétrique de E;, .1, un espace euclidien de dimension n + 1. D’apreés le théoréme 3, x¢ est
scindé sur R. f admet donc au moins une valeur propre A; (A; est un réel). Soit e un vecteur propre associé a A;. Alors

e; = — e} est un vecteur propre unitaire associé a Ap.

el
Soit D = Vect (e7). D est stable par f et donc D+ est stable par f d’aprés le théoréme 4. f induit donc un endomorphisme
de D+, endomorphisme que 'on note fp.. fpo vérifie ¥(x,y) € (DJ-)Z, (fpr(x)ly) = (x[fpr(y)). Donc fpoL est un
endomorphisme symétrique de D+ qui est un espace euclidien de dimension n. Par hypothése de récurrence, il existe une
base orthonormée (ey,...,en 1) de D constituée de vecteurs propres de fip1 et donc de f.

e est unitaire et orthogonal a chacun des ei, 2 <1 < n+ 1. Donc, (e7,e2,...,en+1) est une base orthonormée de E,
constituée de vecteurs propres de f.

Le résultat est démontré par récurrence.

Réciproquement, soient n > 1 puis f un endomorphisme de E,; tel qu’il existe une base orthonormée 4 = (eq,...,en)
n

de E constituée de vecteurs propres de f. Soit (A1,...,An) la famille des valeurs propres associées. Soient x = Z xiei et
i=1

n
y= Zyiei deux éléments de E. Puisque la base % est orthonormeée,

i=1

n n n
(f(x)ly) = Z Aixiel Zyjej = Z AiXiYi.
iz i=1

j=1

En échangeant les roles de x et y, on a

(Fy) = D Aixays = (fy)lx) = (xIf(y)).
i=1

Donc, f est un endomorphisme symétrique.
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Théoréme 6. (théoréme spectral pour les matrices symétriques réelles)

Soit A € 1 (R). A est symétrique si et seulement si A est orthogonalement semblable & une matrice diagonale réelle
ou encore si et seulement si

3P € O (R), 3D € Z,(R)/ A = PD'P.

Démonstration. Soit A € #,(R). Soit f 'endomorphisme de R™ canoniquement associé¢ & A. On munit R™ de sa
structure euclidienne canonique et on note # la base canonique (de sorte que 4 est orthonormée et que A = Matg(f)).

Si A est symétrique réelle, alors f est symétrique et il existe une base orthonormée %’ de R™ constituée de vecteurs
propres de f. Mat g/ (f) est une matrice orthogonale D et d’autre part, P = 9{‘% est une matrice orthogonale car matrice
de passage d’une base orthonormée a une autre. Les formules de changement de base fournissent

A =PDP ! =PD'P.
A est donc orthogonalement semblable & une matrice diagonale.
Réciproquement, s’il existe P € O, (R) et D € Z,(R) telles que A = PD'P, alors
tA=" (tP) 'D'P =PD'P = A,

et A est symétrique réelle.

Commentaire. Le théoréme spectral affirme en particulier qu'une matrice symétrique réelle est diagonalisable. Le résultat
ne se généralise pas aux matrices symétriques complexes.

(]) Z]i ) Alors xa = X2 —2iX —1 = (X —1)2. Si A était diagonalisable, A serait semblable a

diag(i,i) = il2 et donc égale a il ce qui n’est pas. Donc A est une matrice symétrique complexe non diagonalisable. [

Par exemple, soit A =

3) Projections orthogonales. Symétries orthogonales

3-a) Projections orthogonales

Théoréme 7. Soit (E, (| )) un espace euclidien. Soit p une projection de E

P est une projection orthogonale si et seulement si Vx € E, ||p(x)]| < ||x|-

Démonstration.

e Supposons que p soit une projection orthogonale. Soit x € E. D’aprés le théoréme de PYTHAGORE,

P02 = Il =[x — P12 < IIxI2,
et done [[p(x)]| < ||

e Soient F et G deux sous-espaces supplémentaires puis p la projection sur F parallélement a G.
Supposons que Vx € E, |[p(x)| < x|

Soit (x,y) € F\ {0} x G\ {0}. Alors, pour tout A € R, p(x + Ay) = x. Par hypothése, pour tout A € R,

Il = 1Ip (e + Ay)||? < [Ix +Ay||? = [[x]1* + 2A(xly) + A%y
et donc, pour tout A € R, A2|ly||? + 2A(xly) = 0. Puisque [|y||? # 0, A — A?||y||? + 2A(x|y) est un trindéme du second degré

de signe constant sur R. Son discriminant réduit est donc négatif ou nul ce qui fournit 0 > (xJy)? puis (xly) = 0.

Ainsi, tout vecteur non nul de F est orthogonal a tout vecteur non nul de G. Ceci montre que G C F*+. D’autre part, G et
FL sont deux supplémentaires de F. Donc, F* et G ont méme dimension finie.
On en déduit que G = F* et donc que p est une projection orthogonale.

Théoréme 8. Soit (E, (| )) un espace euclidien. Soit p une projection de E

p est une projection orthogonale si et seulement si p est un endomorphisme symétrique.

Démonstration.

e Soit F un sous-espace vectoriel de E. Supposons que p soit la projection orthogonale sur F. Soit (x,y) € E2.
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(PX)y) =Py —ply) +pry) = PXE) |y —py) + PE)PY) = (PHE)PY)).
\ef €F+

En échangeant les roles de x et y, on obtient (p(x)ly) = (p(x)Ip(y)) = (xlp(y)). On a montré que p est un endomorphisme
symétrique de E.

e Soient F et G deux sous-espaces supplémentaires puis p la projection sur F parallélement a G.
Supposons que p soit un endomorphisme symétrique. Soit (x,y) € F x G. Alors, p(x) = x et p(y) =0 puis

(xly) = (p(x)ly) = (xlp(y)) = (x|0) = 0.

Ainsi, tout vecteur de F est orthogonal a tout vecteur de G. Ceci montre que G C F*. D’autre part, G et F- sont deux
supplémentaires de F. Donc, F- et G ont méme dimension finie.
On en déduit que G = F* et donc que p est une projection orthogonale.

Théoréme 9. Soit (E, (| )) un espace euclidien. Soit f un endomorphisme de E. Soient % une base orthonormée de E
puis A = Matg(f).

f est une projection orthogonale si et seulement si A2 = A et 'A = A.

Démonstration. On sait déja que f est une projection si et seulement si A2 = A. D’autre part, puisque % est orthonormée,
f est symétrique si et seulement si A est symétrique d’aprés le théoréme 1.

D’aprés le théoréme précédent, f est une projection orthogonale si et seulement si f est une projection et f est symétrique
ce qui équivaut 4 A2 =A et A = A.

3-b) Symétries orthogonales

Théoréme 10. Soit (E, (| )) un espace euclidien. Soit s une symétrie de E

s est une symeétrie orthogonale si et seulement si Vx € E, ||s(x)|| = ||x|| (& s € O(E)).

Démonstration.
e Soit F un sous-espace vectoriel de E. Supposons que s soit la symétrie orthogonale par rapport a F. Soit x € E. Posons
X =x1 +%x2 ot X1 € Fet xo € F-. D’aprés le théoréme de PYTHAGORE,
2 2 2 2 2 2
IsCIN? = lxt = x2lI” = Ixa 1™+ l=x2ll” = [xa|* + x| ™ = [xr +x2l " = [Ix[|.
e Soient F et G deux sous-espaces supplémentaires. Supposons que s soit la symétrie par rapport a F parallélement a G et
que pour tout x de E, ||s(x)|| = ||x]|. Alors, pour tout (x1,x2) € F X G,
0 = [x1 +x2]* = [Is (1 +x2)[|* = [Pr +x2* = [x1 —x2[|* = 4 (x1]x2)

et donc (x1]x2) = 0. Ceci montre que G C F* puis que G = F! par égalité des dimensions. Ainsi, s est une symétrie
orthogonale.

Théoréme 11. Soit (E, (| )) un espace euclidien. Soit s une symétrie de E.

s est une symétrie orthogonale si et seulement si s est un endomorphisme symétrique.

Démonstration. Soient F et G deux sous-espaces supplémentaires puis p la projection sur F parallélement & G et s la
symeétrie par rapport a F parallélement & G. Puisque s = 2p — Idg et aussi p = 7 (s + Idg), que (S (E),+,.) est un espace

vectoriel et que Idg est un endomorphisme symétrique,
s est symétrique si et seulement si p est symétrique.

D’apreés le théoréme 8, s est symétrique si et seulement si G = F- ce qui équivaut au fait que s est une symétrie orthogonale.
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Théoréme 12. Soit (E, (| )) un espace euclidien. Soit f un endomorphisme de E. Soient % une base orthonormée de
E puis A = Matg(f).

f est une symétrie orthogonale si et seulement si A2 =1, et tA = A.

Démonstration. Comme pour le théoréme 9, f est symétrique si et seulement si A = A et f est une symétrie si et
seulement si A2 = I,.

IIT - Réduction des automorphismes orthogonaux.

Comme pour les endomorphismes symétriques, I’établissement du résultat principal (théoréme 16) est préparé par ’éta-
blissement de trois résultats préliminaires (théorémes 13, 14 et 15).

Théoréme 13. Soit (E, ( | )) un espace euclidien de dimension non nulle. Soit f € O(E). Toute valeur propre éventuelle
de f appartient a {—1,1}.

Démonstration. Soit A € R une éventuelle valeur propre de f. Il existe x € E \ {0} tel que f(x) = Ax. Puisque f € O(E),

(el = G = lIAx]] = Al
et donc [A| =1 car ||x|| # 0. Par suite, A € {—1,1}.

U
Commentaire. L’exemple de la rotation vectorielle d’angle 5 dans R? montre qu’il est possible qu'un automorphisme

orthogonal n’admette pas de valeur propre. a

Théoréme 14. Soit (E,(|)) un espace euclidien de dimension non nulle. Soit f € O(E). f admet au moins une droite
stable ou un plan stable.

Démonstration. Si xr admet au moins une racine réelle A, alors A est valeur propre de f. Soit x un vecteur propre associé.
D = Vect(x) est une droite vectorielle stable par f.

Sinon, xf n’a pas de racine réelle ce qui impose dim(E) > 2. Dans ce cas, la décomposition de xs en produit de facteurs
irréductibles s’écrit

k
xe =[O +aX +1b:)
i=1
ot les a; et les by réels tels que (1i2 —4b; < 0. L’un au moins des endomorphismes 2+ aif+bildg aun noyau non réduit a
k
{0}. En effet, dans le cas contraire, chaque 24 a;if+b;ldg est un automorphisme de E puis H (fz + a;if + biIdE)

i=1

= x+(f)

o
i

est un automorphisme de E ce qui contredit I’égalité x¢(f) = 0.

Soit donc 1 € [1,k] tel que Ker (fz + aif + biIdE) =#{0}. Soit x un vecteur non nul de ce noyau puis P = Vect(x, f(x)).
f(x) n’est pas colinéaire & x car f n’a pas de valeur propre. Donc, P est un plan vectoriel. De plus,

f(P) = Vect (f(x), f*(x)) = Vect (f(x), —bix — a;f(x)) C Vect(x, f(x)) = P.

Donc, P est un plan stable par f.

Commentaire. Le résultat précédent est valable pour tout endomorphisme d’un R-espace vectoriel de dimension finie
non nulle. a

Théoréme 15. Soit (E, (| )) un espace euclidien de dimension non nulle. Soit f € O(E). Soit F un sous-espace vectoriel
de E.

Si F est stable par f, alors F- est stable par f. De plus, f induit un automorphisme orthogonal de F et un automorphisme
orthogonal de F*-.

Démonstration. Soit F un sous-espace vectoriel de E stable par f. On a donc f(F) C F puis f(F) = F par égalité des
dimensions de F et f(F) (f étant un automorphisme) puis f~'(F) = F (en prenant I'image des deux membres par f~).

Soit x € F-. Soit y € F. Soit z = f~'(y) de sorte que z € F et y = f(z). Alors,
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(fX)ly) = (f(X)If(z)) = (xlz) = 0.
Ainsi, f(x) est orthogonal & tout élément de F et donc f(x) € F-. On a montré que F' est stable par f.

Enfin, f induit un endomorphisme de F (resp. F) qui conserve la norme et donc f induit un automorphisme orthogonal
de F (resp. F1).

Théoréme 16. (Réduction des automorphismes orthogonaux)

Soit (E,( | )) un espace euclidien. Soit f € .Z(E).  est un automorphisme orthogonal si et seulement si il existe une
base orthonormée de E dans laquelle la matrice de f est une matrice diagonale par blocs du type

R (07)

ot pour 0 € R, R(0) = ( cos(0) —sin(0) >

sin(0)  cos(0)

Démonstration. Une matrice du type (x) est orthogonale car ses colonnes forment une base orthonormée de .#: 1(R)
muni du produit scalaire canonique. Donc, si la matrice d’un certain endomorphisme f dans une certaine base orthonormée
d’un espace euclidien est du type (x), alors f est un automorphisme orthogonal.

On montre la réciproque de ce résultat par récurrence sur n = dim(E) > 1. On note E,, un espace euclidien de dimension
n.

e O (Ey) ={—Idg,, Idg, }. Le résultat est donc vrai quand n = 1.
e Soit . > 1. Supposons le résultat acquis pour tout k € [T1,n]. Soit f € O (En41).

ler cas. Si f admet une valeur propre A, alors A € {—1,1}. Il existe un vecteur propre unitaire e; associé a cette valeur
propre. D’aprés le théoréme 15, puisque D = Vect (e7) est stable par f, D+ est stable par f et la restriction de f & D+ induit
un automorphisme orthogonal de D. Puisque dim (DL) =n, ’hypothése de récurrence nous fournit une base orthonormée
PB' = (ez,...,ens1) de D+ dans laquelle la matrice de cette restriction est du type (x). Quite & réordonner les vecteurs
de la base orthonormée (eq,e2,...,en11), on obtient une base orthonormée de E dans laquelle la matrice de f est du type

().

2éme cas. Si f n’admet pas de valeur propre, f admet au moins un plan stable P. f induit un automorphisme orthogonal
f de P qui n’a pas de valeur propre (car le polyndome caractéristique de f divise le polynome caractéristique de f). Les
automorphismes orthogonaux d'un plan euclidien sont les rotations et les réflexions. Puisque qu'une réflexion admet une
valeur propre, f est une rotation. Soit (e7,ez) une base orthonormée de P. La matrice de f dans (e7, e2) est R(6) pour un
certain 0 € R. Si n =1 de sorte que n+ 1 = 2, le résultat est établi. Sinon, n + 1 > 3.

D’aprés le théoréme 15, PL est stable par f et la restriction de f a4 PL induit un automorphisme orthogonal de PL. Puisque
dim (PL) = n — 1, ’hypothése de récurrence nous fournit une base orthonormée (e3,...,ens 1) de P+ dans laquelle la
matrice de 'automorphisme orthogonal induit par f est du type (). Mais alors (e7, e2,...,en41) est une base orthonormée
de E dans laquelle la matrice de f est du type (x).

Le résultat est démontré par récurrence.

A l'aide du théoréme précédent, on peut maintenant décrire les automorphismes orthogonaux positifs d’'un espace euclidien
de dimension 3. Un automorphisme orthogonal f de E3 a une matrice du type (*) (voir théoréme 16) dans une certaine
base orthonormeée. Avec les notations du théoréme 16, det(f) = (—1)9. Par suite, f € SO (E3) & q est pair. Deux types de
matrices de format 3 correspondent & cette situation :

cos(0) —sin(0) 0 10 0
o | sin(0) cos(0) O |, 0€Retenparticulierlz=[ 0 1T 0 | (quand q=0)
0 0 1 0 0 1
1 0 0
e 0 -1 O (quand q = 2).
0o 0 -1
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1 0 0
Mais si la matrice de f dans une certaine base orthonormée (eq, ez, e3) est 0o -1 0 , (e2,e3,e1) est une autre
0o 0 -1
-1 0 0 cos(mt) —sin(m) 0
base orthonormée dans laquelle la matrice de f s’écrit 0 —1 0 | =1 sin(mr) cos(m) 0O
0o 0 1 0 0 1

Ainsi, dans tous les cas, si f est un automorphisme orthogonal positif de E3, il existe une base orthonormée de E3; dans
cos(0) —sin(0) 0
laquelle la matrice de f est sin(0) cos(0) 0 |.Réciproquement, cette derniére matrice est orthogonale positive et
0 0 1
donc si la matrice de f dans une certaine base orthonormeée est de ce type, f est un automorphisme orthogonal positif de
E3. On peut donc énoncer

Théoréme 17. (Automorphismes orthogonaux positifs d’un espace euclidien de dimension 3)

Soit (E,( | )) un espace euclidien de dimension 3. Soit f € Z(E). f est un automorphisme orthogonal positif si et
seulement si il existe une base orthonormée de E dans laquelle la matrice de f s’écrit

cos(0) —sin(0) O
sin(0) cos(®) O |, 0 €R.
0 0 1

cos(0) —sin(0) O
Soit f de matrice sin(0) cos(0) 0 dans une certaine base orthonormée (e1,ez,e3) ou 0 ¢ 27Z. Si on oriente
0 0 1
P = Vect (e1,e2) de telle sorte que (e7,ez) soit une base orthonormée directe de P, la restriction de f & Vect (e, ez)
« est » la rotation d’angle 0. D’autre part, f laisse invariant tout vecteur de P+ = Vect (e3). Pour cette raison, on dit alors
que f est une rotation autour de e3 et méme la rotation d’angle 0 autour de e3. On a démontré que

tout automorphisme orthogonal positif d’un espace euclidien de dimension 3, distinct de 'identité, est une rotation.
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