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A - Le premier ordre

I - Equations différentielles linéaires scalaires du premier ordre (rappels de sup)

On rappelle les principaux résultats de maths sup. On se donne deux fonctions a et b définies sur un intervalle I de R, de
longueur non nulle, & valeurs dans K = R ou C. On veut résoudre sur I ’équation différentielle

y'+ay=>b (E).

Une solution de cette équation différentielle est une fonction f dérivable sur I vérifiant

vx € 1, f'(x) + a(x)f(x) = b(x).

Résoudre 'équation différentielle (E) sur I, c’est trouver toutes les solutions de (E) sur I. Les graphes des solutions
s’appellent les courbes intégrales de ’équation (E).

I’équation différentielle homogeéne associée a I'équation (E) est

y'+ay=0 (En).

On rappelle maintenant la résolution de (E) sur I dans le cas ou de plus les fonctions a et b sont continues sur 1. La
méthode utilisée est la méthode de LAGRANGE. On fixe un réel xo de L.

La fonction a est continue sur I et par suite, la fonction a admet des primitives sur I. Soit A une primitive donnée de la
X

fonction a sur I. On peut par exemple prendre A : x — J a(t) dt, ou encore on peut choisir pour A la primitive de la
X0

fonction a sur I qui s’annule en xo.

Soit alors f une fonction dérivable sur I.

f solution de (E) sur I & ¥x € I, f’( ) a(x)f(x) = b(x)
svx el AN (x) 4+ a(x)e? ( ) = b(x)er™
(

avxel, (M) (x) =bx)er

&3ICeK/ el erf(x)=C +J b(t)ert) dt
X0
X

& dCeK/vx e, f(x) = Ce_A(X) + e—A(X)J b(t)eA(t) dt

X0

X
Puisque la fonction t — b(t)e*(t) est continue sur I, les fonctions x — Ce A() 4 e*A(X)J b(t)er) dt, C € K, sont

X0
effectivement dérivables sur I et finalement solutions de (E) sur I. Donc, les solutions de (E) sur I sont les fonctions de la
forme
X

x — Ce A 4 e*A(")J b(t)er® dt, C e K.

X0

Le cas particulier b = 0 fournit les solutions sur I de I’équation homogéne associée : ce sont les fonctions de la forme
X

x — Ce A C € K. Pour x € I, posons fo(x) = e A et f1(x) = e*A(X)J b(t)e*?) dt et . La fonction fy est I'une
X

des solutions de I’équation (E) sur I ou encore la fonction f; est une solutionoparticuliére de (E) sur I. D’autre part, la
fonction fy est une solution non nulle de (Ey) sur I et les solutions de (Ey) sur I sont les Cfy, C € K, ou encore la solution
générale de (Ep) sur I est Cfp, C € K. Avec ces notations, les solutions de (E) sur I s’écrivent f = Cfo + f1, C € K. On
obtient donc le théoréme suivant, exposé en maths sup :
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Théoréme 1. Soient a et b deux fonctions continues sur un intervalle de longueur non nulle I de R, & valeurs dans
K =R ou C. Soient (E) I’équation différentielle y’+ ay = b puis (Ey) : y’+ ay = 0 I'équation différentielle homogene
associée.

X

e Les solutions de (E) sur I sont les fonctions de la forme x — Ce AX) 4 e=AX) J b(t)eMY dt, C € K, ou A est une
X0

primitive quelconque fixée de la fonction a sur I.

Les solutions de (Ej) sur I sont les fonctions de la forme x +— Ce™

fixée de la fonction a sur I.

AX) C € K, ot A est une primitive quelconque

e Les solutions de (Ey,) sur I constituent un K-espace vectoriel de dimension 1.

Les solutions de (E) sur I constituent un K-espace affine de dimension 1 et de direction 1’espace vectoriel des solutions
sur I de ’équation homogeéne associée.

Dit autrement, les solutions de (Ey ) sur I sont de la forme Cfy, C € K, ou fo est une solution non nulle de (Ey,) sur I
et les solutions de (E) sur I sont de la forme Cfy + f1, C € K, ol fy est une solution non nulle de (Ep) sur I et f1 une
solution de (E) sur L.

Dit autrement, la solution générale de (E) sur I est la somme d’une solution particuliére de (E) sur I et de la solution
générale de (Ep) sur L.

En choisissant la constante C de sorte que f (xo) = Yo, on obtient le

Théoréme 2. (théoréme de CAUCHY).

Soient a et b deux fonctions continues sur un intervalle de longueur non nulle I de R, & valeurs dans K =R ou C.
Soient (E) équation différentielle y’ + ay = b.

Pour tout (xo,yo) € I x K, il existe une et une seule solution f de (E) sur I vérifiant de plus f (xo) = yo.

La solution de (E) sur I prenant la valeur yo en xo est la fonction x — yoe A1) 4 e=AK) J b(t)e) dt o, pour

X0
X

tout x de I, A(x) :J a(t) dt.

X0

y'+ay=">b
Y (x0) = Yo
Commentaire 1. Le théoréme de CAUCHY ci-dessus ne dit absolument pas que toute équation différentielle admet une

solution et une seule vérifiant une condition initiale donnée. Le théoréme ci-dessus ne parle que des équations différentielles
du type y’ + ay = b ou a et b sont deux fonctions continues sur un intervalle I.

On rappelle que le probléme { s’appelle le « probléme de CAUCHY en (xo,Yo) ».

Considérons par exemple 'équation différentielle (E7) : xy’ —y = 0 sur I = R. C’est une équation différentielle linéaire
homogéne du premier ordre mais, sur I = R, elle n’est pas du type précédent (par contre sur I =]0, +o0[ ou I =] — o0, 0],

1
elle peut s’écrire y’ — —y = 0 et dans ce cas, elle rentre dans le champ d’application des deux théorémes précédents).

Les fonctions f : x — 0 et la fonction g : x — x sont deux solutions distinctes de (E) sur I = R, vérifiant de plus
f(0) = g(0) = 0. Le probléme de CAUCHY en (0,0) a donc ici plusieurs solutions.

Considérons maintenant 1’équation différentielle (E2) : xy’ —xy = 1 sur I = R. C’est une équation différentielle linéaire
homogéne du premier ordre mais, sur I = R mais cette équation n’a pas de solution sur R car si f est une éventuelle
solution de (E) sur R, on doit avoir 0 x f/(0) + 0 x f(0) = 1 ce qui est impossible.

Considérons encore I’équation différentielle (E3) : y = y’? sur I = [0, +oo[. C’est une équation différentielle non linéaire
2

X
du premier ordre. Cette équation admet sur [0, 400l les deux solutions distinctes f : x = Oet g : x — T et ces deux

solutions vérifient f(0) = g(0) = 0. Il n’y a donc pas unicité au probléme de CAUCHY en (0,0). a

Commentaire 2. Un cas particulier important est le cas de ’équation homogeéne y’ + ay = 0 ot a est une fonction
continue sur un intervalle I. Le théoréme de CAUCHY permet d’affirmer qu’une solution de cette équation qui s’annule au
moins une fois est nécessairement la fonction nulle ou encore qu’une solution non nulle de cette équation sur I, ne s’annule
pas sur I. a

Commentaire 3. Si on connait une solution non nulle de (Ey) sur I et une solution de (E) sur I, I'équation (E) est
immédiatement résolue. C’est le cas dans 'exercice suivant. d

Exercice 1. Résoudre sur ]0, +o0o[ I'équation différentielle xy’ —y =1 (E). ‘

Solution 1. Sur I =]0, +ool, 'équation différentielle (E) est équivalente a I’équation différentielle y’ — —y = —. Puisque
X X
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1 1
les deux fonctions a : x — 3 etb : xm— - sont continues sur 'intervalle I, les solutions de (E) sur I constituent un
R-espace affine de dimension 1 et de direction ’espace vectoriel des solutions sur I de I’équation homogéne associée
(En) :xy’'—y=0.

La fonction fo : x +— x est une solution non nulle de (Ey) sur I et la fonction f; : x +— —1 est une solution de (E) sur I.
Donc, les solutions de (E) sur I sont les fonctions de la forme f : x — Cx—1, C € R.

Dans les théorémes 1 et 2, il y a deux mots clés, les mots « continu » et « intervalle ». Si I'un de ces deux mots n’est plus
vrai, les théoréme 1 et 2 ne sont plus valables. C’est le cas d’une équation différentielle du type ay’+by =cou a, b et ¢
sont trois fonctions continues sur un certain intervalle I. Si la fonction a ne s’annule pas sur I, on est effectivement dans

o . : b ¢ : : :
la situation des deux théorémes en écrivant I’équation sous la forme y’ + —y = — (cette derniére équation est dite résolue
a a

en y’). Si par contre la fonction a s’annule une ou plusieurs fois sur I'intervalle I, les théorémes 1 et 2 ne s’appliquent plus
et il est possible par exemple que ’équation n’ait pas de solution. Les points en lesquels a s’annule créent des intervalles
d’étude sur lesquels on résout classiquement ’équation différentielle puis il s’agit ensuite de « recoller » les solutions. C’est
ce qui se passe dans l'exercice suivant :

Exercice 2. Soit (E) 'équation différentielle 2x(1 — x)y’ + (1 — x)y = 1. Résoudre I'équation différentielle (E) sur
chacun des intervalles suivants : 10, 1[, ] — 00,0[, ] — oo, 1[, R

Solution 2.
e Soit I I'un des deux intervalles | — oo, O[ ou ]0, 1[. Sur I, I’équation différentielle (E) s’écrit :

’+l —;
YT T 2x(1—x)°

1 1
Les deux fonctions a : x +— I etb : x+— m sont continues sur 1. Donc, les solutions de (E) sur I constituent
X x(T—x

un R-espace affine de dimension 1 et de direction ’espace vectoriel des solutions de I’équation homogéne associée.

e Résolution de (E) sur ]0, 1[. Soit f une fonction dérivable sur ]0, 11.

1 1 1 §in(x)
f solution de (E) sur 10, 1] & Wx €10, 1], f/(x) + =—f(x) = ——— & wx €]0, 1], eF )¢/ (x) 4 —eT ) g(x) = _
2x 2x(1 —x) 2x 2x(1 —x)
& wx €0, 1], (vxf)' (x L<:>vxeo1 [, (Vxf)' (x 1 ).
(1 —x) 2Vx(0—x)
1

Déterminons une primitive sur 0, 1[ de la fonction x +— . En posant t = /x (de sorte que t décrit |0, 1[) et

2y/x(1=x)

donc x = t? puis dx = 2tdt, on obtient

] 1 ] 10/ 1 ]
i — ot | dt e
JZﬁﬂ—x) dx JZtU—tz) tdt J1—t2 at ZJ( —t+1+t>dt

Z%(—lnﬂ —t/+n1+t)+C=

Revenons a (*).

f solution de (E) sur ]0, 1[ & Vx €]0, 1], (\/—f)

& 3C e R/ Wx €0, 1], \/if(x)_%1n<t£>+c
& 3C e R/ Vx €0, 1], f(x)_Z]WmC“/’—‘

e R.

Les solutions de I’équation (E) sur ]0, 1[ sont les fonctions de la forme x — ——=1In <
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e Résolution de (E) sur ] — 0o, 0[. Soit f une fonction dérivable sur | — oo, O[.

. B - , 1 B
f solution de (E) sur ] — 00,0[ & Vx €] — 00,0], f'(x) + zxf(x) N —x)
1 1 e ()
& Vx €] —00,0[, ez XN/ (x) 4 —ezInlixlf(x) =
2x 2x(1 —x)
vV—x
= Vx E (\/ —Xf) m
1
v V—xf .
& Ve el o0, 0l (VX0 (0 = —3=r— 4
Déterminons une primitive sur ] — oo, 0[ de la fonction x — —=——=—————_ En posant t = y/—x et donc x = —t? puis
2¢/—x(1 —x)
dx = —2tdt, on obtient
J—; dx = J —; (=2t)dt = J # dt = Arctant + C = Arctan (\/—x) +C
2V=x(1—=x) = ) 2t(1+41t2) )1+t -
On termine alors la résolution :
1
f solution de (E) sur ] — 00, 0[ & Vx €] — 00, 0], (\/—xf) ' (x) = —m

& 3C € R/ Vx €] — 00,0[, vV—xf(x) = Arctan (v/—x) 4+ C

& 3C e R/ Vx €] — 00,0], f(x) = Arctan (\/:() . C

V—x V=
. . ) Arctan (\/—x) C
Les solutions de I’équation (E) sur | — oo, O[ sont les fonctions de la forme x +— + ,CeR.
V—x V—x

e Résolution de (E) sur | — oo, 1[. Soit f une éventuelle solution de (E) sur ] — oo, 1[.
La restriction de f & ]0, 1[ est solution de (E) sur ]0, 1[ et donc il existe un réel C; tel que, pour tout x de ]0, 11,

(14 G

De méme, la restriction de f a ] — 0o, 0[ est solution de (E) sur ] — oo, 0[ et donc il existe un réel C; tel que, pour tout x
Arctan (v/— C
de ] — 00,0, f(x) = i an( X) + =

RV —X
Enfin, 0 x £/(0) + 1 x £(0) = 1 et donc f(0) = 1.

[0

Ainsi, si f est solution de (E) sur ] — oo, 1], il existe nécessairement (Cy, C2) € R? tel que, pour tout x de ] — oo, 1],

Arctan (\/—x) C,

ix <0
\/—_x +\/__X51x
f(x) = 1six=0

2\]/_ (]+§)+W51O<x<1

Réciproquement, soit f une telle fonction. f est dérivable sur ] — oo, 0[ et sur ]0, 1[ et solution de (E) sur chacun de ces
deux intervalles et si de plus, T est dérivable en 0, f est dérivable sur ] — oo, 1[ et solution de (E) sur ] — oo, 1[. En résumé,
f est solution de (E) sur ] — oo, 1] si et seulement si f est dérivable en 0.

C 1 (v=x)* 3
x) x—>0,:x<0 \/_Z—X + \/T_X <\/—_X— 3 +o0 ((\/—_X) ))

(v=)’
V=x

+1+= +0( ) (car —

x—0, x<0 \/_x - (\/__X)Z =—(—x)=x)

et
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flx) = ((1+\/_)—1n(1—\/_))
(( T L) (A e ()

x—0, x>07_+] + )

Si C; #0o0u Cy #0, f n’a pas de limite réelle en 0 et en particulier, f n’est pas dérivable en 0. Dans ce cas, f n’est pas
solution de (E) sur ] — oo, 1[. Si C; = C; =0, en tenant compte de f(0) =1, on a

X
f(x) o 1+ 3 + o(x).

Dans ce cas, f admet un développement limité d’ordre 1 en 0 et donc f est dérivable en 0 (et en particulier continue en
0). D’aprés la remarque initiale, f est solution de (E) sur ] — oo, 1[. Finalement, ’équation (E) admet sur | — oo, 1[ une et
une seule solution & savoir la fonction f définie par

Arctan (v/—x)

— six <0
Vx €] —oo,1[, f(x) =< Tsix=0
1 T+ vx\ .
——1n 1
NG (1_\/_> si0<x <

e Résolution de (E) sur R. Si f est une solution de (E) sur R, alors en évaluant en 1, on obtient 0 x /(1) +0 x f(1) =1
ce qui est impossible. L’équation (E) n’admet pas de solution sur R.

On revient a 1’équation différentielle ay’ + by = ¢ ou a, b et ¢ sont trois fonctions continues (ou méme juste définies) sur
un intervalle I de R & valeurs dans R ou C. Certains résultats du théoréme 1 restent tout de méme vrais :

e I'ensemble %, des solutions de (Ey,) : ay’+by = 0 sur I est un K-espace vectoriel. En effet, 0 € %, et si f et g sont
des solutions de (Ey) sur I, alors, pour (A, u) € K2,
ax (AMf+pug) +bx (M +ug) =A(af’ +bf) + nlag’ +bg) =0,

et donc Af 4 ug € #,. Ceci montre que .%, est un sous-espace vectoriel de 2" (I, K). Par contre, on ne peut rien dire
de la dimension de .#},. C’est ce qu’on analysera dans l’exercice suivant.

e I’ensemble .# des solutions de (E) : ay’+by = c sur I, s’il n’est pas vide, est un sous-espace affine de D' (I, K), de
direction .%,. En effet, si 1 est une solution de (E) sur I,

f solution de (E) sur I & af’ + bf =c & af’ +bf = af] +bf; & a(f—f1) +b(f—f) =0
Sf—-frepefefi+

et donc & = f1 + .%},. Par contre, .% peut étre vide comme ’a montré I'exercice précédent.

Exercice 3. Déterminer la dimension de ’espace vectoriel des solutions sur R de 1’équation différentielle (E) dans
chacun des cas suivants :

1) (B) : xy'+y=0,

2) (E) : xy’ =y =0,
2) (E) : xy’' —2y =0.

Solution 3. On note .¥ ’ensemble des solutions de (E) sur R.

1) Les solutions de (E) sur | — 0o, 0[ ou sur ]0,+oo[ sont les fonctions de la forme x — %, C € R (car par exemple,

xy’ +y =0& (xy)’ =0). Dong, si f est une solution de (E) sur R, nécessairement il existe (C1,Cz) € R? tel que, pour
“Lsix<0

tout x de R, f(x) = Oxsi x =0 . Réciproquement, une telle fonction f est solution de (E) sur R si et seulement si f
G six >0

est dérivable en 0. *
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Si Cy # 0 ou Cy # 0, la fonction f n’a pas de limite réelle en 0 et en particulier, n’est pas dérivable en 0. Dans ce cas, f
n’est pas solution de (E) sur R.

Si C; = C2 = 0, on obtient la fonction nulle sur R qui est effectivement solution de (E) sur R. Ainsi, .¥ = {0} et en
particulier, .% est un espace de dimension 0.

2) Les solutions de (E) sur ] —oo, 0[ ou sur ]0, +oo[ sont les fonctions de la forme x — Cx, C € R. Dong, si f est une solution

Cixsix<0 Cixsix <0
de (E) sur R, nécessairement il existe (Cy, C2) € R? tel que, pour tout x de R, f(x) =< 0six =0 = 7 .
. Coxsix >0
Coxsix>0

Réciproquement, une telle fonction f est solution de (E) sur R si et seulement si f est dérivable en 0 ce qui équivaut a
Cy =Cs.

Les solutions de (E) sur R sont les fonctions de la forme x — Cx, C € R, ou encore . = {x — Cx, C € R}. En particulier,
. est un espace de dimension 1.

3) Les solutions de (E) sur ] — 0o, 0[ ou sur ]0, +oo[ sont les fonctions de la forme x — Cx?, CeR (la fonction x — x2

étant bien str une solution non nulle de (E) sur 'un ou 'autre de ces intervalles). Donc, si f est une solution de (E)
Cix?six <0

sur R, nécessairement il existe (Cy,C,) € R? tel que, pour tout x de R, f(x) = { 0six =0 = {
Cox?six >0

Réciproquement, une telle fonction f est solution de (E) sur R si et seulement si  est dérivable en 0.

Or, pour tous réels Cq et Cy, la fonction f ci-dessus est dérivable en 0 avec f/(0) = 0 (car f(x) o 0(x)). Les solutions de

Cix?six<0
CoxZsix >0 -

) CixZsix<0 5 [ 0six=0
(E) sur R sont les fonctions de la forme x — { Cox2six >0 (Cq,C2) € R%. Pour x € R, posons fi(x) = Leix<0
xZsix >0 ) .
et fa2(x) = Osix<0 - La solution générale de (E) sur R s’écrit alors f = C1f; + C,f2 ou encore

7 ={Cif1 + Cafz, (C1,C2) € R?} = Vect (f1,2).

Vérifions que la famille de fonctions (fq,f2) est libre. Si C; et C, sont deux réels tels que Cify + Caofy = 0, alors
Cif1(—=1)+ Caf2(—1) =0 et donc C; =0 et C1f1(1) 4+ Caf2(1) =0 et donc C2 = 0. Ainsi, la famille (fq,f2) est libre. En
particulier, .% est un espace de dimension 2.

| | | ! ! l
T T I I I

I
-2 -1 1 2 -2 -1
Graphe de f; Graphe de f»

1
Ci-aprés une courbe intégrale un peu générale (Cy = —3 et C2=1):
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Enfin, on rappelle la méthode variation de la constante :

Théoréme 3. (méthode de variation de la constante).

Soient a et b deux fonctions continues sur un intervalle I de R. Soit fo une solution non nulle de (Ey,) : y'+ay =0
sur L.

11 existe une solution particuliére de (E) : y’ + ay = b sur I de la forme f; : x +— C(x)fo(x) ou C est une fonction
dérivable sur I.

Exercice 4. Soit (E) I’équation différentielle y’ + th(x)y = x th(x). On note (Eyn) I'équation différentielle homogene
associée.

1) Résoudre l'équation (Ep) sur R.
2) Déterminer une solution particuliére de (E) sur R par la méthode de variation de la constante.

3) Résoudre (E) sur R.

Solution 4. Les fonctions a : x — th(x) et b : x — xth(x) sont continues sur R. Donc les solutions de (E) sur R
constituent un R-espace affine de dimension 1 et de direction ’espace vectoriel des solutions de (Ey) sur R.

1) Soit f une fonction dérivable sur R.

2}

h(x
ch(x
& ¥x € R, ch(x)f’(x) +sh(x)f(x) = 0 (car Vx € R, ch(x) # 0)
&SVx eR, (chxf)/(x) =0& 3IC € R/ Vx € R, ch(x)f(x)=C

—

f solution de (Ey,) sur R & ¥x € R, f/(x) +

f(x) =0

—_—

C
&S 3IACeR/Vx e R, f(x) =
ch(x)
. , C
Les solutions de (Ep) sur R sont les fonctions de la forme x +— m, CeR
1
2) On pose pour tout réel x, fo(x) = —— de sorte que les solutions de (Ey) sur R sont les fonctions de la forme Cfy,

ch(x)
CeR.

Il existe une solution de (E) sur R de la forme f; = Cfy ot C est une fonction dérivable sur R.
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Vx € R, f1(x) 4+ th(x)f1(x) = xth(x) & Vx € R, C’(x)fo(x) + C(x)f(x) + th(x)C(x)fo(x) = x th(x)
& Vx e R, C'(x)fo(x) + C(x) (f5(x) + th(x)fo(x)) = x th(x)
& Vx € R, C/(x)fo(x) = xth(x)
& Vx € R, C'hd _ xth(x) & Vx € R, C'(x) = xsh(x).
ch(x)

De plus,

sth(x) dx = xch(x) — J ch(x) dx = x ch(x) —sh(x) + A.
On peut prendre pour C la fonction x — x ch(x) — sh(x) et on obtient la solution particuliére 1 : pour tout réel x,

f1(x) = C(x)fo(x) = %&fh(x) — x —th(x).

3) Les solutions de (E) sur R sont les fonctions de la forme Cfp + f1, C € R, on encore, en notant . ’ensemble des
solutions de (E) sur R,

C
Y—{x»—)m

+ x — th(x), CGR}.

IT - Systémes différentiels linéaires du premier ordre a coefficients constants
1) Systémes différentiels linéaires du premier ordre a coefficients constants homogénes
a) Différentes présentations du probléme

On se donne n? éléments de K notés aij, (i,j) € [1, nJ2. On cherche tous les n-uplets (x1,...,%,) de fonctions dérivables
sur R a valeurs dans K vérifiant

xi(t) = ar1xq (t) + Cl]szz(t) +...+ ahnxn(t)

!
1
x5(t) = az,1x1(t) + azox2(t) + ...+ az n(t)xn(t)
vVt € R, . (S).

Xrll(t) = an,1X1 (t) + an,ZXZ(t) +...F an,nxn(t)

Le systéme ci-dessus est un systéme d’équations différentielles linéaires, du premier ordre, a coefficients
constants et homogéne. Résoudre le systéme (S), ¢’est trouver tous les n-uplets (x1,...,xn) de fonctions dérivables sur
R a valeurs dans K solutions de (S). Les solutions d’un tel systéme sont des n-uplets de fonctions de R dans K du type
t— (X1 (t))XZ(t)) o 'axn(t))-

X1

X2

On a une écriture matricielle du systéme (S). On pose A = (a; ;) et X = . . A est un élément de ., (K) et

1<i,j<n

Xn
X est un élément de 2! (R, #n,1(K)). Le systéme (S) s’écrit alors

vt € R, X'(t) = AX(t) ou encore, plus simplement, X' = AX (&).

L’équation (&) est une équation différentielle du premier ordre, linéaire et homogéne (4 n dimensions) mais
peut continuer aussi a s’appeler systéme d’équations différentielles linéaires du premier ordre homogéne. Les solutions de
Iéquation (&) sur R sont les fonctions vectorielles X : R — .#,1(R) , dérivables sur R, vérifiant

t - X(t)

vVt e R, X/'(t) = AX(1).

Une équation différentielle linéaire a encore une autre présentation. On se donne (E,|| ||) un K-espace vectoriel normé
de dimension finie puis a une endomorphisme de E. On cherche toutes les fonctions x de R dans E, dérivables sur R et
vérifiant

Vvt € R, x'(t) = a(x(t)) ou encore, plus simplement, x’ = a(x) (&').
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Si on fixe une base % de E et si on note A la matrice de I’endomorphisme a dans £ et pour tout t € R, X(t) la matrice
de x(t) dans %, I’équation (&) « devient » I'équation (&).

x'=—x—y

y' =6x+4y
inconnues. On cherche deux fonctions x et y, dérivables sur R, ou plutot on cherche un couple de fonctions (x,y), vérifiant
x'(t) = —x(t) —y(t)
y'(t) = 6x(t) +4y(t)
sont des solutions de ce systéme sur R.

On note que le systéme s’écrit matriciellement X’ = AX ou X = ( ;( > et A = ( _61 _4] >

Exemple 2. Soient A € K puis h 'homothétie de rapport A de E = K™. On considére I’équation différentielle

Exemple 1. { est un systéme différentiel linéaire du premier ordre homogéne a deux équations et deux

pour tout réel t, { . Les fonctions t — (x(t),y(t)) = (e', —2e") ouaussi t — (e + e, —2e' — 3e?!)

x' =h(x)
ou cette fois-ci x désigne une fonction de R dans E, dérivable sur R. Si on pose X = (X1,...,Xn), ona x’ = (x{,...,x}) et
I’équation différentielle x’ = h(x) s’écrit encore

X] = Axq

X5 = Ax2

X = Axn

At oAt At
ye2eM L eneM), (c1,c2,. .. 0n) €K™ a

Les solutions de ce systéme sont les fonctions de la forme t — (c1 e
Dorénavant, nous n’étudierons plus que la présentation matricielle : X’ = AX.
b) Résolution de X'(t) = AX(t) par la méthode de LAGRANGE. Théoréme de CAUCHY

Soit A = (aij)i< j<n € A (K). On considére 1’équation différentielle linéaire homogéne du premier ordre

X' =AX (&)

d’inconnue X ot X est un élément de 2! (R, .#y1(K)). Dans les calculs qui suivent, on utilise des formules de dérivation
exposées dans le chapitre « Fonctions vectorielles ». La définition et les propriétés usuelles de ’exponentielle d’une matrice
ont quant a elles été exposées dans le chapitre « Suites et séries de matrices ou d’endomorphismes ».

Soit X une fonction dérivable sur R & valeurs dans .# 1(K). Sous 'hypothése de dérivabilité,

X solution de (E) sur R & Vt € R, X'(t) — AX(t) =0
SYteR, e AX/(t) —Ae " X(t) =0
(car Vt € R, e " € GL,(K) et car Vt € R, A et e~ ** commutent)
&Vt € R, % (e™X) (1) =0& 3C € M1 (R)/ VLER, e "X(t)=C
& 3C € Mn 1 (R)/ VYVt € R, X(t) = e C.

Les fonctions X obtenues étant toutes dérivables sur R, elles sont toutes solutions de (E) sur R et on peut donc énoncer :

Théoréme 4.
1) Soit A € 4, (K). Les solutions sur R de I’équation différentielle X’ = AX, ot X est une fonction dérivable sur R a
valeurs dans .#y1(K), sont les fonctions de la forme

t— e'*C, C e Mn1(R).

2) Soient (E,|| ||) un espace vectoriel normé de dimension finie puis a € Z(E). Les solutions sur R de I’équation
différentielle x” = a(x), ot x est une fonction dérivable sur R a valeurs dans E, sont les fonctions de la forme

t— e'(c), c € E.

Commentaire. On rappelle que si a est un endomorphisme de E, alors e'® est un endomorphisme de E puis si ¢ € E,
et?(c) est un élément de E. Qa

On a aussi le théoréme de CAUCHY :
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Théoréme 5. (théoréme de CAUCHY).

1) Soient A € #,(K), to € R et Xo € #n,1(K). Il existe une et une seule solution sur R de 'équation différentielle
X’ = AX vérifiant de plus X (to) = Xo a savoir la fonction

t— e(titO)AXo.
2) Soient (E, || ||) un espace vectoriel normé de dimension finie puis a € .Z(E). Soient to € R et xo € E. Il existe une

et une seule solution sur R de I’équation différentielle x’ = a(x) vérifiant de plus x (top) = xo & savoir la fonction

t s eltmtola

(x0).

Démonstration. Soient C € #;, 1(K) puis X : t+— e*AC.

X(to) =Xo & €AC =Xo & C=e 02X, &Vt € R, X(t) = elt tIAX,,

Le théoréme 4 fournit déja une premiére technique de résolution de I'équation X’ = AX : on calcule e**. C’est ce que I'on
met en ceuvre dans l’exercice suivant. On reprend l'exemple 1 de la page 9.

Exercice 5. Résoudre sur R le systéme différentiel x , Xy
y'=6x+4y

-1
6
que les solutions sur R de 'équation (&) sont les fonctions de la forme X : t+— e'AC, C € #,,1(R).

Calculons e pour t réel donné. Soit t € R. xa = X? — Tr(A)X +det(A) = X> —3X +2 = (X —1) (X —2) (X désignant
ici un polynome et non pas un vecteur colonne). D’aprés le théoréme de CAYLEY-HAMILTON, on a XA( ) 0.

Solution 5. On pose A = ( _41 ) et X = ( ; ) de sorte que le systéme proposé s’écrit X’ = AX (&). On sait

Soit n € N. La division euclidienne de X™ par xa s’écrit X™ = Q x XA + anX + by () ot Q € R[X] et (an,bn) € R?. En
évaluant en A, on obtient A™ = a, A + b, 1;.
Déterminons a,, et by,,. En évaluant en 1 et en 2 les deux membres de ’égalité (x), on obtient { gg +_’_bg :j on puis
n n —
an =2"—1et by =—2"+ 2. Donc,
vneN, A" =2"—1)A+ (2" +2) 15.
On en déduit que
A +oo tn +oo tn
— n __ mn n
et=) SAT=) S (2"-DA+(-2"+2)L)
n=0 n=0
+00 +00 +oo too
(2t)m t" (2t)m t" 5 5
= =) A+~ - +ZZm L= (e* —e') A+ (—e?* +2eY)
n=0 n=0 n=0 n=0
= (e* —e') < _6] _4] ) + (—e”t +2e') < (]) (1) )
[ —2e?t 3¢t —e?ttet
T 6e?t —6et 3e?t —2et
On en déduit les solutions de I'équation (E) : ce sont les fonctions de la forme X : t — e*AC ot C est une élément

donné de .#yn 1(R). Plus explicitement, en posant C = < 8 > ou a et b sont deux réels, on obtient le forme générale des

—2e2t + 3e —e?t et a

6e’t 3e?t — 2et b
a(— 2eZt + 3e') +b(—et +et)

a (6e’t —6e') +b (3e?t — 2et)

B —2e2t 4 3et +b —e?t et
T et — et 3e2t —2et )
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solutions :



o e o a(—2e* +3e') + b (—e’t +e') 5
Les solutions du systéme sur R sont les fonctions de la forme t — ( a(6e2t — 6et) + b (3e2t —2¢t) ) (a,b) € R-.

t

On note que a =1 et b = —2 fournit la solution t — < —ezet > qui avait déja été signalée dans I’exemple 1, page 10.

c) Structure de l’ensemble des solutions

Théoréme 6.

1) Soit A € ., (K). L’ensemble des solutions sur R de 1’équation différentielle X’ = AX est un K-espace vectoriel de
dimension n.

2) Soient (E,| ||) un espace vectoriel puis a € Z(E). L’ensemble des solutions sur R de ’équation différentielle
x’ = a(x) est un K-espace vectoriel de dimension n.

Démonstration. Soit A € .#,,(K). On note .# ’ensemble des solutions sur R de I’équation X’ = AX. . est une partie
de 2" (R, Mn1(K)).

e La fonction nulle est un élément de ..
e Si (A u) € K2 et (X1,Xz) € 2, alors
(AX7 + puXa) = AX] + uX, = AAXy + uAXs = A (AXy + pXa),
et donc AXy + uX; est un élément de .&.
Ceci montre que . est un sous-espace vectoriel du K-espace vectoriel (.@] (R, M1 (K)),+, )

Déterminons alors la dimension de .#. Soit ¢ : ¥ — .#n1(K) . L’application ¢ est linéaire car si (A, n) € K? et
X = X(0)
(X1,X2) € 72, alors

@ (AX7 + uX2) = (AXy 4+ uX2) (0) = AX1(0) + uX2(0) =A@ (X1) + pne (X2) .

Le théoréme de CAUCHY (théoréme 5, page 11) montre que @ est une bijection et finalement, @ est un isomorphisme de
S sur Mn,1(K). On en déduit que dim(.) = dim (A1 (K)) =n.

DEFINITION 1.

1) Soit A € #n(K). Une base de 'espace vectoriel des solutions sur R de Péquation différentielle (&) : X’ = AX,
s’appelle un systéme fondamental de solutions de (&).

2) Soient (E, || ||) un espace vectoriel puis a € .Z(E). Une base de l'espace vectoriel des solutions sur R de ’équation
différentielle (&) : x’ = a(x), s’appelle un systéme fondamental de solutions de (&).

x'=—x—y

Par exemple, dans l'exercice 5, page 11, on a trouvé qu'un systéme fondamental de solutions du systéme { Y’ = 6x + 4y

R . _zeZt +3€t _eZt 4 et
est (X7,X2) on, pour tout réel t X;(t) = ( et — get ) et Xa(t) = < 32t _ et |-

d) Wronskien

DEFINITION 2.

Soit A € 1 (K). Soit (X1,...,Xy) une famille de n solutions sur R de I’équation différentielle X’ = AX. Le wronskien
de cette famille est la fonction W définie sur R par

Vt € R, W(t) = det (X1 (t), ..., Xn(t)).

!

Exemple. Pour le systéme ;(, : gj—:fy de l'exercice 5, page 11, un systéme fondamental de solutions est (X7, X2) o1,
92t t _ o2t ot
pour tout réel t X;(t) = ( 6%;; —+63;‘ ) et Xa(t) = ( 3e§t _+2eet ) . Calculons le Wronskien de ce systéme fondamental

de solutions. Pour t € R,
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—2e2t 4 3et —e?t 4 et

Wit) = ‘ Ge2t —get 32t — et

= (—ZeZt +3e') (3eZt —2e') — (6eZt —6e') (—eZt +e') = e3t.

a
Calculons maintenant le wronskien dans le cas général. Soit (Xj,...,X;) une famille de n solutions sur R de ’équation
différentielle X’ = AX. Pour t € R, posons W(t) = det (X;(t),...,Xn(t)). La fonction W est dérivable sur R et pour tout
réel t,

W (t) =) det (Xi(t),...,Xp(t), ..., Xn(t) = D det (Xq(t),..., AXic[t), ..., Xn(t)).
k=1 k=1

Calculons maintenant cette derniére somme. Considérons pour cela @ :  (#n 1(K))" — K
n
X1y, Xn) = Y det (Xay..y AXiy .oy Xn)
k=1

L’application @ est linéaire par rapport a chacun des vecteurs colonnes Xy, ..., Xy, par linéarité de I’application X — AX
et n-linéarité du déterminant. Soit alors (Xj,...,X;) un n-uplet de vecteurs colonnes tel qu’il existe deux indices 1 et j
tels que i < j et X; = Xj.

© (X1y...,Xn) = Z det(X],...,AXk,...,Xn)+det(X],...,AXi,...,Xj,...,Xn)+det(X],...,Xi,...,AX]‘,...,Xn)

1<k<n : . .
S o

=0+det (X1y..oy AXiyeeny Xiy ooy Xn) +det (X9, .y Xiy v oy AXey vy Xnn)
=det (X1, ) AXpy e v oy Xiy oo oy Xn) — det (X1, e ey AXiy ey Xiy o v vy X
=0.

Dans le calcul ci-dessus, quand k ¢ {i,j}, le déterminant det (Xj,...,AXy,...,Xn) est nul car deux de ses colonnes sont
égales. D’autre part, le déterminant est anti-symétrique et donc
det (Xq,..0y Xiy ooy AXqy ooy X)) = —det (X1, oy AX ooy Xiy o ey X ).

On a montré ci-dessus que 'application ¢ est une forme n-linéaire alternée sur .#41(K) qui est un K-espace vectoriel de
dimension n. On sait, d’aprés le cours de maths sup, qu’il existe A € K tel que @ = A det ou encore

MEK/V(X1y.. o, Xn) € (M (KD, @ (X1y.oy Xn) = Adet (X1, ..., Xn).

En prenant pour (Xj,...,Xy) la base canonique (erq,...,en) de #n,1(K), on obtient (puisque det (er,...,en) =1)

n
)\:(p(e1,...,en):Zdet(e1,...,Aek,...,en).
k=1

Soit alors k € [T,1]. Aex est la k-éme colonne de A puis (produit de deux blocs triangulaires)

T 0 ... 0 ajx 0 ... ... 0
0 ) )
0
T ax—1x
det (e1,...,A€ky...,en) = 0 agx O = ay,k.
1
0
: N O
0 0 anx O ... 0 1

n
Finalement, A = Z ak,k = Tr(A) puis, pour tout (Xi,...,Xn) € (Mn,1(K)",
k=1

n
D det (Xiy..y AXigy ooy Xn) = Tr(A)det (X, ..., Xn)
k=1

On en déduit que, pour tout réel t,
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W' (t) = Tr(A) x det (X7 (t),...,Xn(t)) = Tr(A)W(t).

et finalement que

vt e R, W(t) = W(0)et™A),

On peut énoncer :

Théoréme 7. Soit A € .#,,(K). Soit (X1, ..., Xy ) une famille de n solutions sur R de I’équation différentielle X’ = AX.
Soit W = det (Xj,...,Xn). Alors,

vt e R, W(t) = W(0)et™A),

Une utilisation du wronskien est fourni par le théoréme suivant :

Théoréme 8. Soit A € .#(K). Soit (X1,...,Xn) une famille de n solutions sur R de ’équation différentielle (&) :
X" = AX.

(X1y...,Xn) est un systéme fondamental de solutions de (&) sur R si et seulement si Vt € R, W(t) # 0.
(X1y...,Xn) est un systéme fondamental de solutions de (&) sur R si et seulement si Ity € R, W (tg) # 0.

Démonstration. Soit (Xj,...,X;) une famille de n solutions sur R de 1’équation différentielle (&) : X’ = AX.

e Supposons que pour tout réel t, tel que W (t) # 0. Alors il existe un réel ty tel que W (to) # 0.
Réciproquement, supposons qu’il existe un réel to tel que W (to) # 0. Alors, W(0) = W (to) e to™™
réel t, W(t) = W(0)et™(A) £ .

(A) £ 0 puis pour tout

e Montrons maintenant que (Xj,...,Xy) est un systéme fondamental de solutions de (&) sur R si et seulement si Ity €
R, W (tg) # 0. Puisque card (Xi,...,X) = n = dim(.¥), (Xj,...,X) est un systéme fondamental de solutions de (&)
sur R si et seulement si la famille (X3, ..., X,) est une famille libre de I'espace 2! (R, #y,1(K)).

n

Soit (A1y...,An) € K™ Puisque I’ensemble des solutions de (&) sur R est un espace vectoriel, Z A Xy est encore une
k=1
solution de (&) sur R. D’apreés le théoréme de CAUCHY,

n n
D MXu=0&VteR, > ANXi(t) =0
k=1 k=1

& Z AXi (to) =0.
k=1

(D’aprés le théoréme de CAUCHY, une solution de (E) sur R s’annulant en to est la fonction nulle et réciproquement).

n

Maintenant, Z McXx (to) = 0 est un systéme de n équations linéaires & n inconnues A1, ..., Ap, homogéne. Ce systéme
k=1
admet I'unique solution (A1,...,An) = (0,...,0) si et seulement si son déterminant est non nul ou encore la famille de

fonctions (Xi,...,Xy) est libre si et seulement si W (to) # 0.

Par exemple, en haut de la page 13, on a obtenu un wronskien égal & e3t. Ce wronskien est effectivement non nul pour tout
t (ce qui redémontre que la famille (X7,X2) de solutions correspondantes est libre et donc est un systéme fondamental de
solutions de ’équation proposée). On note qu'il n’était pas possible d’obtenir un wronskien égal & e3* — et par exemple
car cette derniére expression s’annule en 0 mais n’est pas nulle.

e) Expression des solutions dans le cas ou A est diagonalisable

Dans ce paragraphe, on suppose qu'il existe P € GL,(K) et D = diag (A1,...,An) € Zn(K) telles que A = PDP~! (ou
encore, on suppose que A est diagonalisable). Soient X une fonction dérivable sur R a valeurs dans .#n 1 (K) puis Y = P-1X
de sorte que X = PY.

X' =AX& X' =PDP 'X & P 'X' =DP'X
& (P_]X)/ =D (P_]X) (car la matrice P~ est constante quand t varie)
&Y =DY.
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Ainsi, X est solution sur R de I’équation X’ = AX si et seulement si Y est solution sur R de I’équation Y’ = DY. Posons

Y1
alors Y = : . Le systéme Y’ = DY est facile & résoudre car est constitué de n équations différentielles linéaires
Yn
homogénes & une une seule inconnue et a coefficients constants :
Yyl =My creMt
Y =DY&( S 3(ery...,cn)/VEER, Y(t) = :
YL =AnYn cpetnt
Mais alors
c1 e)\] t c1 e)\] t
X' =AX & 3(cry...,cn)/ VEER, PTIX(t) = : & 3(cry...,cn)/ VEER, X(t) =P x :
cnetnt cpetnt
Notons alors (V1,...,Vy) les colonnes de la matrice P. (Vi,...,Vy) est une base de .#,,1(K) constituée de vecteurs
propres de la matrice A et associée & la famille de valeurs propres (Aq,...,An) de A. Pour tout réel t,
c1 e)\] t c1 e)\] t
P x : =(Vi ... Va)x : =MV 4. cne™ V.
cpetnt cpetnt

On a donc résolu 'équation X’ = AX. On doit noter que dans la résolution précédente, il est inutile de calculer P~ 1.

On peut donc énoncer :

Théoréme 9. Soit A € .#;(K). On suppose que A est diagonalisable et donc que A est semblable a4 une matrice
diagonale D = diag (A1,...,An).

Les solutions sur R de I’équation X’ = AX sont les fonctions de la forme t — c1eM*Vi+.. . 4cne?tV, ot (c1,...,cn) €
K™ et (V1,...,Vn) est une base de vecteurs propres de A associée a la famille de valeurs propres (A1y...,An).

x'=—x—y

y' = 6x+4y La matrice A de ce systéme est

On reprend l'exercice n°5, page 11. On veut résoudre le systéme {

A= _6] _4] ) On avuque xa = X2 —3X+2=(X—-1)(X=2),, que E;(A) = Vect (V1) et E2(A) = Vect (V) ot

Vi = ( _]2 ) et V) = ( _13 ) Les solutions sur R du systéme proposé sont les fonctions de la forme

1 1 cret +cye?t
t—cret ( ) > +cye’t < 3 ) = < —2(11€t—§02€2t , (c1,c2) € R
f) Exemples de résolution

Les principales techniques pour résoudre une équation du type X’ = AX sont :

e Réduction de la matrice A
e Calcul de e*? (principalement utilisé quand A n’a qu'une valeur propre)
e Utilisation de combinaison linéaire intéressante des équations.

On met en ceuvre ces techniques dans les trois exemples qui suivent.

x'=x+2y+2z 12 2
Exemple 1. Soit (S): { y'=2x+y+2z .Onpose A= | 2 1 2 |.La matrice A est symétrique réelle et donc est
2/ =2x+2y+z 2 21

diagonalisable dans R d’aprés le spectral. —1 est valeur propre d’ordre 3 —rg (A + I3) = 2. La derniére valeur propre A est
fournie par la trace de A : =1 —14+ A =3 et donc A = 5. Ainsi, xa = (X + 1)2(X =5).

1 1

E_1(A) est le plan d’équation x +y + z = 0. Une base de ce plan est (V7,V2) ou V7 = | —1 et Vo = 0
0 —1
Es(A) est 'orthogonal de E_1(A) pour le produit scalaire canonique (les sous-espaces propres d’une matrice symétrique
1
réelle sont orthogonaux) et donc Es(A) = Vect (Vz) ou V3 = | 1
1

(© Jean-Louis Rouget, 2017. Tous droits réservés. 15 http ://www.maths-france.fr



1 1 1
Finalement, A = PDP~! avec D = diag(—1,—1,5) et P=| —1 0 1 (on rappelle que le calcul de P~ est inutile).
0o -1 1

Soient alors X une fonction dérivable sur R a valeurs dans .4 1(R) puis Y = P~'X de sorte que X = PY.

X'=AX & X' =PDP X & (P7'X) =D (P7'X) & Y' = DY

aet

& 3(a,b,e) eR3/VEER, Y(t)= | bet
cedt
1 1 1 aet
& 3(a,bye) eR3/VEeR, X(t)=[ =1 0 1 bet
0 -1 1 cedt
(a+ble t +cedt
& 3(a,b,c) e R/ VEe R, X(t) = —ae 't +cet
—be t +cet
x'=4x+y+z 4 1 1
Exemple 2. Soit (S): { y'=6x+4y+2z . On pose A = 6 4 2 |.En développant suivant la premiére
2/ =—10x —4y — 2z -10 -4 =2
colonne, on obtient
X—4 -1 -1
XA=| -6 X-—4 =2 :(X—4)(X2—2X)+6(—X+2)+1O(X—2)=(X—2)(X(X—4)—6+10)

10 4 X+2
= (X=2) (X2 —4X +4) = (X—2).

On est dans le cas ot A n’a qu’une seule valeur propre. On sait que le calcul de e*? est rapide en profitant du fait que
(A — 213)3 = 0 grace au théoréme de CAYLEY-HAMILTON :

et = etAT213) 23 (car les matrices t (A — 213) et 2tI3 commutent)

2
— 2t (13 +t(A—2I3)+ % (A—213)2)

21 1 21 1 0 0 0
avec (A —213)% = 6 2 2 6 2 2 |= 4 2 2 |etdonc
~10 —4 —4 ~10 —4 —4 4 -2 2
2t+1 t t

eth =2t 22 +6t t242t+1 t2 42t
22— 10t —t2—4t —t2—4t+1

Les solutions du systéme proposé sont alors les fonctions du type

2t +1 t t a (2a+b+c)t+a)e?t
X :tetAC =e?t 22 +6t tPH2t+1 t2 4+ 2t b | = ((2a+b+c)t? + (6a+2b+ 2c)t + b) e?*
2210t —t2—4t —t2—4t+1 c ((—2a—b—c)t? 4+ (—10a — 4b — 4c)t + ¢) e**
ou (a,b,c) € R3.
. X' =x4+2y
Exemple 3. Soit (S) : { Y =24y
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! / ! ! __
(x,y) solution de (S) surR(:}{ X' =x+2y <:>{ x'+y’=3x+3y <:>{ (X‘_HJ) =3(x+vy)

y'=2x+y X' —y'=-—x+y
x(t) +y(t) = ae3t

&3(a,b) eR?/ VLR, { x(t) —y(t) = be

x(t) = % (ae’t +be )
&3 (a,b) e R?/ Vit € R,

y(t) = % (ae’t —be )

(t) =cre3t +cret
t

2 X

& d(c1,c2) € R7/ YVt €R, { y(t) —cie3t —cre™
b

(car (a,b) décrit R? si et seulement si (%, E) décrit R?). On a résolu le systéme en additionnant et en retranchant les

deux équations. Ici, les combinaisons linéaires intéressantes étaient faciles a deviner. Dans le cas général, les coefficients de
combinaisons linéaires intéressantes sont les composantes de vecteurs propres de 'A (*A ayant les mémes valeurs propres
que A).

2) Systémes différentiels linéaires du premier ordre a coefficients constants avec second
membre

a) Résolution de X'(t) = AX(t) + B(t) par la méthode de LAGRANGE. Théoréme de CAUCHY

Soient A = (aij);<; j<n € M (K) et B= (bi)lgign une fonction de I, intervalle de R, dans .#, 1 (K), continue sur I. On
considére I'équation différentielle linéaire homogéne du premier ordre

X'=AX+B (&).
On cherche donc les fonctions X, éléments de 2! (I, .4y 1(K)), vérifiant

vt eI, X'(t) = AX(t) + B(t).

Le systéme ci-dessus est un systéme différentiel d’ordre 1 & coefficients constants (car la matrice A est constante quand t
varie). Le second membre est la fonction B. Le systéme est homogéne si et seulement si B = 0.

Soit X une fonction dérivable sur I a valeurs dans .#4 1(K). Soit to un réel fixé de I. Sous 'hypothése de dérivabilite,

X solution de (E) sur I & Vvt € I, X'(t) — AX(t) = B(t)
evtel, e X/ (1) — Ae " X(t) = e "AB(t)

(carVt e I, e " € GL.(K) et car Vt € R, A et e~ ** commutent)
t

e vtel, % (e""X) (t) =e "B(t) & 3IC € M1 (R)/ VL ER, e *X(t) =C +J e " B(u) du
to

t

& 3C € Mn1(R)/ VL ER, X(t) =eAC + etAJ e “AB(u) du.

to

Puisque la fonction u — e “AB(u) est continue sur I, les fonctions X obtenues sont toutes dérivables sur I et donc toutes
solutions de (E) sur I. On peut énoncer :

Théoréme 10.

1) Soit A € #»(K) et soit B une fonction définie et continue sur un intervalle I de R a valeurs dans .#y 1 (K). Les
solutions sur I de I'équation différentielle X’ = AX + B, ot X est une fonction dérivable sur I & valeurs dans .#; 1 (K),
sont les fonctions de la forme

t
t— erC+ etAJ e “AB(u) du, C € #n1(R).
to
2) Soient (E,|| ||) un espace vectoriel normé de dimension finie puis a € Z(E) et b une fonction continue sur un
intervalle I de R a valeurs dans E. Les solutions sur I de I’équation différentielle x’ = a(x) + b, ou x est une fonction
dérivable sur I & valeurs dans E, sont les fonctions de la forme

t et(c) +et? <Jt e 4% (b(u)) du> ,c€eEL.

to
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Commentaire. Dans la derniére formule du théoréme 10, pour t fixé, e'® est un endomorphisme de E, de méme que
t

e " e M (b(u)) est a u fixé un vecteur élément de E puis J e “%(b(u)) du est un vecteur élément de E dont on calcule
to

ensuite l'image par I’endomorphisme e, d

On a aussi le théoréme de CAUCHY :

Théoréme 11. (théoréme de CAUCHY).

1) Soient A € .#,(K), B une une fonction continue sur un intervalle I de R a valeurs dans ., 1(K), to € I et
Xo € An,1(R). 11 existe une et une seule solution sur I de I’équation différentielle X’ = AX + B vérifiant de plus
X (to) = Xo & savoir la fonction

t
t o eltto)AX, 4 etAJ e “AB(u) du.
to
2) Soient (E,|| ||) un espace vectoriel normé de dimension finie puis a € .Z(E) et b une fonction continue sur un
intervalle I de R a valeurs dans .#4 1 (K). Soient to € I et xo € E. Il existe une et une seule solution sur I de I’équation
différentielle x’ = a(x) + b vérifiant de plus x (tp) = xo a savoir la fonction

£ e 8)% (xo) £ et (J e 9 (b(w)) du) :

to

t
Démonstration. Soient C € .#, 1(K) puis X : t— e"AC+ etAJ e “AB(u) du.
to
t
X(to) =Xo & ePAC=Xo+0& C=eAX, &Vt e R, X(t) = et tIAX, + etAJ e “AB(u) du.

to

b) Structure de l’ensemble des solutions

Théoréme 12. .

1) Soient A € .#:,(K), B une une fonction continue sur un intervalle I de R & valeurs dans .#;, 1 (K). L’ensemble des
solutions sur I de I’équation différentielle X’ = AX + B est un K-espace affine de dimension n et de direction I'espace
des solutions de I’équation homogeéne associée X’ = AX.

2) Soient (E,|| ||) un espace vectoriel normé de dimension finie puis a € Z(E) et b une fonction continue sur un
intervalle I de R & valeurs dans .#y 1 (K). L’ensemble des solutions sur I de I'équation différentielle x’ = a(x) + b est
un K-espace affine de dimension n et de direction I’espace des solutions de I’équation homogéne associée x’ = a(x).

Démonstration. On note (&) 'équation X’ = AX+ B, (&) 'équation X’ = AX, . I’ensemble des solutions de (&) sur I
et “h 'ensemble des solutions de (&},) sur 1. D’aprés le théoréme 6, page 12, %4 est un K-espace vectoriel de dimension
n.

Le théoréme 10 montre en particulier que I'équation (&) a au moins une solution sur I. Soit donc X une solution de
I’équation (&) sur 1. Soit X une fonction dérivable sur 1.

X solution de (&) surI& X' —AX =B & X' —AX =X{ —AXo & (X—Xo) = A (X —Xo)
& X — X solution de (&) sur 1.

Donc, . = Xo + % ce qui démontre le théoréme.

c) Méthode de variation de la constante

Dans ce paragraphe, on découvre comment obtenir une solution particuliére de (&) : X’ = AX + B sur I, quand on connait
un systéme fondamental (X1,..., Xy ) de solutions de (&) : X’ = AX sur I. Le théoréme qui suit est un lemme préparant
le théoréme décrivant la méthode de variation de la constante.

Théoréme 13. Soit (X1,..., Xy ) un systéme fondamental de solutions sur R de ’équation (&) : X' = AX.

Pour toute fonction X dérivable sur R a valeurs dans .#y 1(K), il existe n fonctions cq, ..., cn & valeurs dans K,
dérivables sur R telles que

Vte R, X(t) =ci(O)Xi(t) +...+ cn(t)Xn(t).
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Démonstration. Puisque (Xj,...,X;) est un systéme fondamental de solutions sur R de ’équation (&) : X' = AX, on
sait, d’aprés le théoréme 8, page 14, que pour tout réel t,

W(t) = det (X7 (1), ..., Xn(t)) # 0.

Donc, pour chaque réel t, la famille (X1 (t),...,Xn(t)) (famille d’éléments de .#y,1(K)) est une base de 'espace vectoriel
An,1(K). On en déduit que pour chaque réel t, il existe des nombres cq(t), ..., cn(t), tels que

X(t) = (U)X (t) + ... +en()Xn(t)  (*).

On vient de définir des fonctions ¢y, ..., ¢n, de R dans K telles que X = c1 X1 +...+cnXn. Il est & vérifier que les fonctions
C1, ..., Cn, sont toutes dérivables sur R.
Pour tout t € R, () est un systéme de n équations linéaires & n inconnues cq(t), ..., cy(t), dont le déterminant est

At) = det (X1 (t), ..., Xn(t)) = W(t).

Puisque pour tout réel t, A(t) # 0, (%) est un systéme de CRAMER. Les formules de CRAMER s’écrivent pour tout réel t
et tout i € [T;n]

ou Ai(t) est le déterminant obtenu en remplacant dans A(t) la i-éme colonne X;(t) par la colonne X(t). La fonction A
est dérivable sur R en tant que combinaison linéaire de produits de fonctions dérivables sur R et de méme, pour tout
i € [1,n], la fonction A; est dérivable sur R. Mais alors, pour tout i € [1,1], la fonction c; est dérivable sur R en tant
que quotient de fonctions dérivables sur R dont le dénominateur ne s’annule pas sur R.

Remarque. Dans le théoréme précédent, on peut bien stir remplacer R par un intervalle quelconque I de R.

Théoréme 14. (méthode de variation des constantes).

Soient A € #»(K) puis B une fonction continue sur un intervalle I de R & valeurs dans .#n 1 (K).
Soit (X1,...,Xn) un systéme fondamental de solutions sur R de Iéquation (&y) : X' = AX.

Il existe une fonction X dérivable sur I a valeurs dans .#;, 1(K), solution de I’équation X’ = AX + B, de la forme
X=c1X1+...+cnXpoicy, ..., ch sont n fonctions dérivables sur I a valeurs dans K, telles que

ciX1+...+c¢/ Xy =B.

Démonstration. Soit X une fonction dérivable sur I & valeurs dans .#y,1(K). D’aprés le théoréme 13, il existe des
fonctions cq, ...,cn dérivables sur I & valeurs dans K telles que X =c1 X7 + ...+ cnXn.

X' —AX=ciXi+...+cpXn+eiX] .o+ en X, —A(cr1 Xy + ..o+ cnXn)
=1 X1+ ...+ Xn+c1 (X]—AXy) +...+cen (X, — AXy)
! I
=1 X1 +...+c Xn

puis

X' —AX=B&Vtel, c;(t)Xi(t)+...+c ()Xn(t) =B(t) (x).
Comme dans la démonstration du théoréme précédent, (x) est, a t fixé, un systéme de CRAMER d’inconnues c{(t), ...,
¢/ (t). L’équation X’ — AX = B est équivalente & un systéme du type : Vi € [1,n], ¢/ = % ou cette fois-ci, % est un
quotient de fonctions continues sur I (car B est continue sur I) dont le dénominateur ne s’annule pas sur I. Chaque fonction

Kl, i € [1,n], est ainsi une fonction continue sur I et donc chaque fonction Kl, i € [1,n], admet au moins une primitive

A
sur I. On en déduit que le systéme Vi € [1,n], ¢/ = Kl admet au moins un n-uplet solution de fonctions dérivables sur I.
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x' =x+2y

, admettait pour ensemble de solutions sur R les
y'=2x+vy

Exemple. On a vu aux pages 16 et 17 que le systéme {

3t —t
fonctions de la forme t — ¢4 ( z3t ) + c2 ( _ee,t ), (c1,c2) € R%. Un systéme fondamental de solutions sur R de

3t —t
ce systéme homogeéne est donc (X7,X3z) o, pour tout réel t, X;(t) = ( ;t ) et Xa(t) = < _ee_t ) On note que le

wronskien de ce systéme fondamental de solutions est défini pour tout réel t par

= —2¢’t,

X' =x+2y+t

C ;L N
Y =2ty + ] qui s’écrit encore X’ = AX+ B (E) ou

On veut maintenant résoudre sur I = R le systéme {

A= < ; % ) et pour tout réel t, B(t) = ( : ) (la fonction B est continue sur R).

On sait qu’il existe une solution particuliére de (E) sur R de la forme X = ¢1 X7 4+ ¢c2X2 ot ¢7 et ¢ sont deux fonctions
dérivables sur R vérifiant ¢fX; + ¢4X; = B.

’ / ’ et / et t
C] X] + C2X2 = B <:> Vt € R, C] (t) e3t + CZ (t) —t = .I
+

eStej(t) +etej(t) =t
S VLER, { eStef(t) —etej(t) =1
1 t et 1 et t
&SVt e R, C{(t):TeZt 1 _et etcé( ) Je2t | e3t 1 }
1 1
&Vt €R, c{(t):z(t—i—ne etc():z(t—net

Ensuite, des intégrations par parties fournissent

J(t—l— Ne 3t dt = —l(t—i— 1)e 3t +%Je—3t dt =

3 _l(t+1)e_3t—%e_3t+)\ ](3t+4) S

3
et

J(t—])et dtz(t—])et—Jet dt=(t—1e'—e"+A=(t—2)e" + A

Par suite,

X1 +cXa =B&VteR, ¢q(t) = %(t+1)e*3t et c5(t) = %(t—])et
1 ]
&Vt e R, c1(t):—§(3t+4) Let ot (t— 2)et
1 e 3t ] et
& VteR, X(t ):——8(3t+4 +5 (t=Te' [
1 (3t+4) +9(t
EVieR X _8( (3t+4) —9(t )
1 6t—13
SVLER, X(t) =33 ( _12t+5 )

1 —
Une solution particuliére sur R de I’équation proposée est la fonction t — 13 ( _61 2 _]'_35 ) et donc les solutions sur R

du systéme proposé sont les fonctions de la forme

e3t et 1 6t—13
t— < e3t >+C2< _et >+ﬁ < 12t +5 )) (Cl)CZ)ERZ)

ou encore
t 13
3t+C €7t+§—§
t— , (c1,¢2) € R2.
ce’t—c e*t—g—ki
! z 37718
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IIT - Systémes différentiels linéaires du premier ordre : cas général

On s’intéresse dorénavant aux équations différentielles de la forme X’ = AX+Bou A : t— A(t) et B : t+— B(t) sont
des fonctions continues sur un certain intervalle I de R a valeurs dans .#5 (K) et .#4,1(K) respectivement. On cherche
toutes les fonctions X, dérivables sur I, a valeurs dans .#y 1 (K), vérifiant

vte I, X'(t) = A(t)X(t) +B(t) (E).

11 est clair que la section III englobe la section II (cas particulier ou la fonction t — A(t) est constante ou encore cas
particulier des systémes a coefficients constants). Néanmoins, le fait que la matrice carrée A soit variable quand t varie
apporte une nuance importante :

on ne sait pas résoudre.

Le cours devrait donc s’arréter la. Néanmoins, un certain nombre de résultats déja énoncés dans le cas particulier des
systémes a coeflicients constants, comme par exemple le théoréme de CAUCHY, restent vrais dans le cas général. Mais ces
résultats ne se démontrent plus a partir de la résolution de (E) par une méthode de LAGRANGE par exemple. On admettra
que cette méthode ne fonctionne plus dans le cas général.

1) Le théoréme de CAUCHY

Théoréme 15. (théoréme de CAUCHY)

Soient A et B deux fonctions définies et continues sur un certain intervalle I de R de longueur non nulle, & valeurs
dans A (K) et #4n,1(K) respectivement. Soit (&) I'équation différentielle X’ = AX + B.

Pour tout (to, Xo) € I x 4y 1(K), il existe une solution X de (E) et une seule sur I vérifiant X (to) = Xo.

On a aussi la version « avec application linéaire » du théoréme précédent.

Théoréme 15 bis. (théoréme de CAUCHY)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*. Soient a et b deux fonctions définies et continues sur un certain
intervalle I de R de longueur non nulle, & valeurs dans .Z(E) et E respectivement. Soit (&) 1’équation différentielle
x' =a(x)+Db.

Pour tout (to,xo) € I x E, il existe une solution x de (&) et une seule sur I vérifiant x (tp) = xo.

On peut sans dommage (ou on doit ?) s’abstenir de lire la démonstration qui suit.

X'=AX+B

X (to) = Xo (&), a une

Démonstration du théoréme 15. Il s’agit de montrer que le probléeme de CAUCHY : {
solution et une seule.

e Transformation du probléme (&) en une équation intégrale. Si X est une solution de () sur I, alors la fonction
X est dérivable sur I et en particulier continue sur I puis X’ = AX 4 B est continue sur I ou encore X est de classe C' sur
I. Ensuite, la fonction u +— A(u)X(u) + B(u) est continue sur I puis, pour tout réel t de I,

t t

X'(u) du = Xo +J (A(wWX(uw) +B(uw) du (&).

to

X(t) = X (to) +J

to
t

Inversement, si X est une fonction continue sur I vérifiant (&y) sur I, alors la fonction t — XO+J (A(W)X(u) +B(u)) du=
to

X(t) est de classe C! sur I et en particulier dérivable sur I. En dérivant, on obtient X’ = AX 4+ B. D’autre part, X (ty) =
to

Xo +J (A(w)X(u) +B(u)) du = Xp. Donc,
to

X solution de (£?) sur [ & X continue sur I et solution de (&p) sur L.

1l s’agit dorénavant de montrer que 1’équation (&) admet une solution et une seule continue sur I.

Construction d’une suite de fonctions convergeant vers la solution de (&p). Pour tout réel t de I, on pose
t

Yo(t) =0 € n,1(K) puis, pour p € N, Y1 (t) = Xo +J (A(w)Yp(u) + B(u)) du. Par récurrence, chaque Yy, p € N, est
t
une fonction définie et continue sur I & valeurs dans ///nf] (K). On va vérifier que la suite de fonctions (Y},), o converge

uniformément sur tout segment contenu dans I vers une certaine fonction X.

p—1 p—1
Puisque, pour p € N*, on a Y, = Yo + Z (Y1 —Yi) = Z (Y1 — Yx), il suffit de vérifier que la série de terme général
k=0 k=0

Yp+1 — Yp, P € N, converge uniformément sur tout segment contenu dans I.
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e Convergence uniforme de la série de terme général Y, 1 — ;. On fixe un segment [a, b] de I contenant ty. On
munit .#n,1(K) de la norme infinie et on note || ||« cette norme.

Soit p € N. Pour tout réel t de [a, b],

t

Yo 2(t) = Y1 (t) = (Xo [ Y+ ) du) _ (Xo [ A+ ) du)

= | A ()= Yy ) du

to

puis

J AW (Ypor (W) = Y () duH <

to oo

[ 1A (et = Yyt du‘ .

to

[Yp2(t) = Ypia (D)l =

Dans le chapitre 14 (Suites et séries matricielles), exercice n°2, page 4, on a vu que si pour M € #»(K), on pose
MC||so .

[IM]| = Sup %, Ce tnq(K) \{0}}, || || est une norme sur .#y» (K) vérifiant de plus : VC € A1 (K), |[MCl|o <

M| % [[Clleo-

Pour tout u de [a,b], on a donc [|A(u) (Yp1(uw) —Yp(u))|l, < [JAM)]][[Yps1(w) — Yp(w)|,,. Maintenant, I'application
A : u— A(u) est continue sur [a, b] a valeurs dans .#,, (K) et on sait que Papplication M — |[M|| est continue sur .#;, (K)
a valeurs dans R. Donc, application u +— ||A(u)]| est continue sur le segment [a, b] & valeurs dans R. Cette application
admet un maximum sur [a, b] que I’on note k. Pour tout u de [a, b], on a

(AW (Ypar(w) = Yp (W) < TAM[[Ypa1 (w) = Yy (W] o, < K[[Ypr (w) = Yy (W]

et donc

[ 1t =¥yl au

to

||Yp+2(t) - Yp+1 (t)”oo < k

On pose m = Max{[|Y7(u) — Yo(u)||,,, u € [a,b]}. m existe dans R" car la fonction u — ||Y7(u) — Yo(u)|, est conti-
nue sur le segment [a,b] & valeurs dans R. Montrons par récurrence que pour tout t € [a,b] et pour tout p € N,

kP [t — to|P
[Yp1(t) = Yp ()| o < mTO'

e [’inégalité est vraie pour p = 0 par définition de m.
KP [t —tol”

/N

e Soit p > 0. Supposons que pour tout t € [a, b, ||[Yp11(t) — Yp (t)]] . Alors, pour t € [a, b]N[to, +ool,

t

Vpia(t) = Vo1 (D], < kj [Vp i1 (1) = Yp(w)l, du

to

t
kP
< kJ m— (u—to)? du (par hypothése de récurrence)

to p!
Kkp+1 (t—to)p+] KkP+T (t—to)p+]
=m X =m
p! p+1 p+1)!

La démarche est analogue pour t < to.

KP [t —tol”
m———.
(k(b—a))P

pl

N

On a montré par récurrence que pour tout t € [a,b] et pour tout p € N, ||Yp1(t) — Yy (t)]|

On en déduit encore que pour tout p € N, Sup {HYp+1 () —=Yp ()|l t€la, b]} <m

k(b —a))P
p!
fonction de terme général Yo 11 — Yy, p € N, converge normalement et donc uniformément sur [a,b] et finalement la
suite de fonctions (Yy) pen converge uniformément sur [a, b] vers une certaine fonction X définie sur [a, b] & valeurs dans

%n,l (K)

Puisque chaque fonction Yy, p € N, est continue sur [a, b], la fonction X est continue sur [a, b]. Ceci étant vrai pour tout
segment [a, b] contenu dans I, la fonction X est définie et continue sur 1.

La série numérique de terme général m , p € N, converge (et a pour somme me*(®=%)). Donc, la série de
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e La limite X est solution du probléme (£?). On fixe toujours un segment [a, b] contenu dans I et on pose toujours
k = Max{||A(uw)]], u € [a,bl}. Pour u € [a,b] et p € N,

[(A(WYp (w) + B(w) — (Aw)X(u) + Blw))|| o, = [[A(w) (Vp(w) = X(w)) o, < [[AQ)][ [[Yp (w) — X ()]
<k Sup {||Yp(w) — X(w)||, u € [a,bl}.

(oo}

Ceci montre que la suite de fonctions (AY, + B) pen converge uniformément sur [a,b] (et donc aussi sur tout segment
contenu dans [a, b]) vers la fonction AX + B. Soit t € [a,b] N [to, +oo[ (la démarche est analogue pour t < to). Puisque la
suite de fonctions (AY}, + B)p ey converge uniformément sur [to, t], on en déduit que

lim J (A(W)Yp(w) +B(u)) du= J lim (A(u)Yp(u)+B(u) du= J (A(wWX(uw) + B(uw)) du.

p—+oo to to p—+oo to

t
On fait tendre p vers +oo dans les égalités : Vt € [a,b], Yp41(t) = Xo —&—J (A{uw)Yp(u) +B(u)) du et on obtient

to
t

Vvt € [a,b], X(t) = Xo —&—J (A(wWX(uw) +B(u)) du. Ceci étant pour tout segment de [a, b] contenu dans I, on a montré que

to
t

X est continue sur I et vérifie Vt € I, X(t) = Xo +J (A(wWX(uw) + B(u)) du.
to
On a ainsi montré ’existence d’une solution au probléme (£2).
. e, . N . . N X'=AX+B
Unicité de la solution au probléme (£?). Supposons avoir deux solutions au probléme de CAUCHY X (to) = X
0) = Xo

X' =AX

La différence de ces deux solutions est solution du probléme de (%) : { X (tg) =0 probléme équivalent & 1’équation

t

intégrale (&) : vVt € I, X(t) = J A(wX(u) du, X continue sur I. Il s’agit de prouver que I’équation (&p) admet pour
t

unique solution continue sur I, la %onction nulle.

On travaille de nouveau sur un segment [a, b] contenu dans I et contenant to. On note X une solution quelconque de (&p)
sur [a, b], continue sur 1. X est donc continue sur le segment [a, b]. On note k un réel tel que Vu € [a,b], [[A(u)| < k et

m un majorant de la fonction t — ||X(t)||e sur [a,b].
(klt—tol)?
Montrons par récurrence que pour tout p € N et tout t € [a, b], [|X(t)|lc < mT.

e Le résultat est clair quand p = 0.

(k [t —tol)P

e Soit p > 0. Supposons que pour tout t € [a,b], [|X(t)]|ec <M o

. Soit t > to (la démarche est analogue

sit< to).

[X(t)[loo = <J JAWX(w)|, du

to

J't A(u)X(u) duH

(oo}

J A X0 o du<kj 1X(10) oo

kP (u—to)P
kJ mM du (par hypothése de récurrence)

p!
(k= to))™
(p+1)!
Le résultat est démontré par récurrence.
o It — tol)? - _— : )
Soit alors t € [a,b]. Quand p tend vers +oo, m———— tend vers 0 d’aprés un théoréme de croissances comparées.

(klt —tol)P
p!
Ainsi une solution de (&p) est nulle sur tout segment contenu dans I et donc est nulle sur I. L’unicité de la solution au

probléme de CAUCHY en (to, Xp) est donc démontrée.

Puisque pour tout p € N, || X(t)|lcc < M , quand p tend vers 400, on obtient ||X(t)||cc = 0.
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2) Structure de l’ensemble des solutions

Théoréme 16. Soient A et B deux fonctions continues sur un intervalle I de R & valeurs dans .#n (K) et .# 1(K)
respectivement.

L’ensemble des solutions sur I de I’équation homogéne X’ = AX est un K-espace vectoriel de dimension n.
L’ensemble des solutions sur I de I'équation X’ = AX+ B est un K-espace affine de dimension n et de direction ’espace
vectoriel des solutions de ’équation homogeéne associée X’ = AX.

Démonstration. On note (&) 1’équation X’ = AX + B et (&) I'équation X’ = AX. On note . ’ensemble des solutions
de (&) sur I et % Pensemble des solutions de (&) sur 1.

e Vérifions que .}, est un sous espace vectoriel de I'espace vectoriel (D] (I, A 1 (K)), +, )
- La fonction nulle est dans (#,).
- Si (X1,X2) € 2 et (M,A2) € K2, alors
(A1 X7 +A2X2) =AM X] +AaX) = MAXT +A2AX2 = A (M Xy +A2X2),
et donc A1 X7 + A2 X5 est dans .74,.
On a montré que .}, est un K-espace vectoriel.

e Montrons que dim () = n. Soit to un réel fixé de I. Soit ¢ : S — #n,1(K) . L’application est linéaire. D’autre
X = X (to)

part, le théoréme de CAUCHY (théoréme 15, page 21) montre que @ est une bijection.

Finalement, @ est un isomorphisme de %, sur .#4,1(K). On en déduit que dim () = dim (A1 (K)) =n.

e Vérifions que .¥ est un sous-espace affine de ’espace vectoriel (D] (I, A 1 (K))y +, .), de direction %4 .

Le théoréeme de CAUCHY montre en particulier que I'équation (&) a au moins une solution sur I que 'on note Xy (Xo
désigne donc ici une fonction dérivable sur I vérifiant X§ = AXo + B et pas un vecteur colonne constant).

Soit X une fonction dérivable sur I & valeurs dans .#4 1(K).
Xes X —AX=B& X —AX=Xj—AXo & (X—Xo) = A (X—Xo)
S X—Xo € I & Xe X+ S

Ainsi, . = Xo + % ou encore .7 est un sous-espace affine de I’espace vectoriel (D1 (I, A 1 (K))y +, .), de direction .%.
En particulier, dim () = n.

DEFINITION 3. On appelle systéme fondamental de solutions sur I de I’équation X’ = AX toute base (Xi,...,X,)
de l'espace des solutions sur I de cette équation.

Ainsi, Vécriture générale des solutions sur I de équation (&) : X’ = AX + B est

Xo+c1Xi+...+cnXn

ot Xo, X1, ..., Xn sont n+1 fonctions dérivables sur I, a valeurs dans .#y 1 (K), Xo est une solution particuliéres de (&) :
X"=AX+ B sur I, (Xy,...,Xn) est un systéme fondamental de solutions de (&) : X’ = AX sur L et (c1,...,¢cn) € K™

(P+T)x =tx—y—t+1

Exemple. Résolvons sur R le systéme { (tz " 1) Y x4ty —t—1

1 _
Sur I =R, le systéme proposé s’écrit encore (&) : X’ = AX + B ou, pour tout réel t, A(t) = ) ( J]t t] ) et B(t) =

1 —t+1 . . .
o ( B ti1 . Les deux fonctions A et B sont continues sur R a valeurs dans .#>(R) et .#5 1(R) respectivement.
Donc, I'ensemble . des solutions de (&) sur Z est un R-espace affine de dimension 2 et de direction 'espace vectoriel .74,
des solutions de I’équation homogeéne associée (&) : X' = AX sur Z.

(P +1)x' =tx—y

(Z+1)y =x+ty ° R.

Les deux fonctions X7 : t+— ( 1 ) et X2 @ t— ( _t1 ) sont deux solutions de (&) : {

De plus, pour (&, ) € R?,
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001 + BXa = 0= Wt € R, Xy (1) + BXa(t) = 0 = 00Xy (0) + BXa(0) = 0 = ( o >_ ( 8)
=a=p=0.

Donc (X1,X2) est un systéme fondamental de solutions de (&},) sur R (nous reparlerons de la notion de wronskien au
paragraphe suivant).

(tP+1)x =tx—y—t+1

. ) 1 . )
La fonction Xy : t+— < 1 > est une solution de (&) { (t2—|—1)y’:x+ty—t—1 sur R.

Finalement, les solutions de (&) sur R sont les fonctions de la forme
to (M) sa (T )+ ty o T+atat (c1,¢2) € R?
1 Tt 1)) T Uldeat—cp ) 02 '
3) Wronskien

La définition du wronskien est toujours la méme que dans le cas des systémes & coefficients constants ou presque :

DEFINITION 4. Soit A une fonction continue sur un intervalle I de R & valeurs dans ., (K). Soit (Xj,...,X;) une
famille de n solutions de I’équation homogeéne (&1,) : X’ = AX, sur L.

Le wronskien de la famille (Xi,...,X;,) est la fonction W définie par :

Yt e I, W(t) = det (X; (t),...,Xn(t)).

On reprend le calcul de page 13, il est identique & la nuance prés que la matrice A est maintenant variable et on obtient :

vt eI, W(t) = Tr(A(L)W(t).
puis, en fixant un réel to dans I et en constatant que la fonction t — Tr(A(t)) est continue sur I,
Vte T, W(t) = W (to) el to THAMD du,

On retrouve alors le résultat :

Théoréme 17.

Vtel, W(t)=0) & (Fto e I/ W(to) =0).

Sinon, puisque nous avons toujours le théoréme de CAUCHY & disposition, la démonstration du théoréme 8, page 14, peut
étre reproduite a l'identique et on obtient :

Théoréme 18.
(X1,...,Xn) est un systéme fondamental de solutions de (&}) sur I si et seulement si vVt € I, W(t) # 0.
(X1y...,Xn) est un systéme fondamental de solutions de (&}) sur I si et seulement si Itg € I/ W (tg) # 0.

Dans l'exemple du paragraphe précédent, un systéme de solutions de (&) sur R était (Xq,X3) ou, pour tout réel t,
Xi(t) = ( 1 ) et Xa(t) = ( _t] ) On a donc pour tout réel t

1 t

W(t):‘ t —1

‘ =—(t2+1).

Ce wronskien ne s’annule pas sur R et on retrouve le fait que (X7, X2) est un systéme fondamental de solutions de (&%)
sur R.

4) Méthode de variation de la constante

La théorie est exactement la méme que dans le cas des systémes a coefficients constants (pages 18 et 19) et on énonce
directement

Théoréme 19. Soit A une fonction continue sur un intervalle I de R a valeurs dans ., (K). Soit (Xi,...,Xn) un
systéme fondamental de solutions de (&}) : X/ = AX sur 1.

Pour tout fonction X dérivable sur I & valeurs dans .#y 1(K), il existe n fonctions c1, ..., cn & valeurs dans K,
dérivables sur I telles que :

vie I, X(t) =ci(t)X7(t) + ...+ cn(t)Xn(t).
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Puis,

Théoréme 20. (méthode de variation de la constante)

Soient A et B deux fonctions continues sur un intervalle I de R a valeurs dans .#, (K) et .#y 1 (K) respectivement.
Soit (X7,...,Xn) un systéme fondamental de solutions de (&) : X’ = AX sur L.

11 existe une solution X de (&) : X’ = AX+B sur I de la forme X = ¢1 X7 +...+cnXn 0l €1, ..., Cn, sont n fonctions
dérivables sur I a valeurs dans K vérifiant de plus

ciXi+...+ ¢ Xn =B.

Commentaire. Si on utilise 'expression « méthode de variation de la constante », la constante dont on parle et que 'on

C1

« fait varier » est le vecteur colonne C = : . Mais on peut aussi utiliser I’expression « méthode de variations des
Cn

constantes », auquel cas ce sont les n constantes c1, ..., ¢y, que U'on « fait varier ».

P+ 1) x =tx—y+1

Exercice 6. Résoudre sur R I’équation (&) : { étz . ]) W = xttytt

Solution 6. Sur R, I’équation (&) s’écrit encore

t 1 1
(X:): 241 2+1 (X)+ 211
y ! t Y _t
+1 241 t2+1
L !
Puisque les fonctions t — A(t) = t2 i" 1 tzt"' 1 et t— B(t) = t2 {“ 1 sont continues sur R, les solutions
241 t2+1 t2+1

de (&) sur R constituent un R-espace affine de dimension 2.

Un systéme fondamental de solutions du systéme homogéne associé est (X7,Xz2) ou pour tout réel t, X;(t) = ( : > et

Xo(t) = _t] . On cherche alors une solution particuliére Xo de (&) sur R de la forme Xo = ¢1 X7 +¢c2X2 ot ¢q et ¢z

sont deux fonctions dérivables sur R vérifiant de plus ¢{X; + c5X2 = B ou encore, plus précisément,

1
ci(t) +teh(t) =
VteR, { R
tef(t) —ch(t) =

241
Les formules de CRAMER fournissent pour tout réel t,
—1 t
1 3 1
)= ——0 | 241 -
alt)=-55 ] 24
241
et
: 1
1 2
Lt — tv+1 | =
Cz(t) = —m . {‘_ =0.
241

On peut prendre pour tout réel t, c¢q(t) = Arctan(t) et c2(t) = 0 puis, pour tout réel t,

Xo(t) = Arctan(t) ( 1 ) .
La solution générale de (&) sur R est :

. < c1 + cat + Arctan(t)

2
c1t—cy + t Arctan(t) >’ (c1,c2) € R™.
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B - Le second ordre

I - FEquations différentielles linéaires scalaires du second ordre a coefficients constants
(rappels de sup)

On rappelle ici quelques résultats de maths sup.
e On se donne (a,b,c) € C3 tel que a # 0. On considére 'équation différentielle linéaire scalaire homogéne d’ordre 2 a
coeflicients constants :
ay’ +by +cy=0 (&).
I’ensemble ., des solutions de (&}) sur R a valeurs dans C est un C-espace vectoriel de dimension 2.

Pour résoudre I’équation (&} ), on considére I'équation caractéristique (&) associée a (&n) qui est

azZ +bz+c=0 (E.).

ler cas. Si A = b%>—4ac # 0, (E.) a deux solutions complexes distinctes 11 et 12. Dans ce cas, 'ensemble .%, des solutions
sur R de I’équation (Ep) est

Fno={x— A" 4 pe*, (A ) € (Cz} .
2 éme cas. Si A =0, (E.) a une solution complexe r. Dans ce cas, I’ensemble .#}, des solutions sur R de I’équation (Ey)
est

Fh={x— MW+ pe™, (\p) eC?}.

e On se place en plus dans le cas particulier oul a, b et ¢ sont réels et ot on cherche les solutions réelles de (&) sur R.
ler cas. Si A = b2 —4c > 0, (E.) a deux solutions réelles distinctes 71 et T2. Dans ce cas, 'ensemble .%4, des solutions
sur R de I’équation (Ep) est

S = {x — AT 4 e (A W) € Rz} .

2 éme cas. Si A =0, (E.) a une solution réelle r. Dans ce cas, ’ensemble .}, des solutions sur R de I’équation (Ey) est

Fh={x— MW+ pe™, (A\p) eR?}.
3 éme cas. Si A <0, (E¢) a deux solutions non réelles conjuguées 11 = U +1iv et 12 = u —iv, (u,v) € R?, v # 0. Dans ce
cas, 'ensemble .7}, des solutions sur R de I’'équation (Ep) est
Fh = {x— e (Acos(vx) + psin(vx)), (A, p) € R*}.

e On se donne de plus une fonction g continue sur un intervalle I de R a valeurs dans K = R ou C et on considére I’équation

ay”+by’ +cy=g (&)
L’ensemble . des solutions de (&) sur I est un K-espace affine de dimension 2 et de direction ’espace des solutions sur I
de I’équation homogeéne associée. La solution générale de (&) sur I est donc de la forme

fo +Af1 + pf2, (A p) € K2
ou fo est une solution particuliére de (&) sur I et f; et f2 sont deux solutions non colinéaires de (&},) sur 1.

Tous ces résultats établis en maths sup ont pour point de départ le théoréme de CAUCHY qui lui, n’est pas démontré en
maths sup :

Théoréme de CAUCHY. Soit (a,b,c) € K3 tel que a # 0. Soit g une fonction continue sur un intervalle I & valeurs dans
K =R ou C.
Pour tout (xp,Yo,20) € I x K x K, il existe une solution f et une seule de (&) : ay” + by’ + cy = g sur I vérifiant de plus

f(x0) =yo et ' (x0) = zo.
IT - Equations différentielles linéaires scalaires du second ordre : cas général
1) Systéme du premier ordre associé

On se donne trois fonctions a, b et ¢ continues sur un intervalle I de R & valeurs dans K = R ou C. On considére I’équation
différentielle
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y'+ay’+by=c (&).
(&) est une équation différentielle linéaire scalaire du second ordre (résolue en y”). Une solution de (&) sur I est une
fonction f deux fois dérivables sur [ vérifiant :

vx € 1, f7(x) + a(x)f’(x) + b(x)f(x) = c(x).

Résoudre I'équation (&) sur I, c’est trouver toutes les solutions de (&) sur I. On note dorénavant . ’ensemble des
solutions de (&) sur I. L’équation différentielle homogéne associée est

y"+ay’ +by=0 (&).
On note %}, I'ensemble des solutions sur I de I’équation (&}).

On va transformer cette équation différentielle linéaire du second ordre & une seule dimension (équation scalaire) en une
autre équation différentielle du premier ordre & deux dimensions a partir de la constatation simple : y” = (y’)’. On pourra
ainsi profiter d’un certain nombre de résultats établis dans la section A.

Soit y une fonction deux fois dérivable sur I. En posant z =1y’, on obtient

/ / /
" / _ Yy =y Yy _ 0 1 Y 0
v +by_c®{y”=—by—ay’+c @<y’> _(—b —a><y’>+<0>

(1) (5 L) (2)-(2):

Ainsi, y est une solution de (&) sur I si et seulement si la fonction vectorielle X = 1:3; , ol z = y’, est solution de
I’équation X’ = AX + B ou pour tout x de I, A(x) = 0 ! et B(x) = 0
’ —b(x) —a(x) c(x) J°

Cette constatation a une conséquence trés importante. On ne sait pas résoudre I’équation différentielle y”+ay’+by =c
dans le cas général. En particulier, la notion d’équation caractéristique associée n’a plus de sens quand les coefficients a
et b sont variables.

2) Théoréme de CAUCHY

Théoréme 21. Soient a, b et ¢ trois fonctions continues sur un intervalle I de R a valeurs dans K = R ou C.
Soit (&) I'équation différentielle y” + ay’ + by = c.

Pour tout (x0,Yo,20) € I x K x K, il existe une solution f et une seule de (&) sur I vérifiant de plus f (xo) = yo et
' (x0) = zo.

. . . - 0 1 - 0
Démonstration. Soit (xp,Yo,2z0) € I x K x K. Pour x € I, on pose A(x) = < “b(x) —alx) ) et B(x) = < c(x) > Les
fonctions A et B sont continues sur I. On note (&) I'équation différentielle X’ = AX + B.

Siy est une solution de & sur I vérifiant y (xo) = yo et y’ (xo) = zo, alors, en posant z =y’, la fonction X = g ) est

Yo

une solution de (&') sur I vérifiant de plus X (xo) = ( y . Le théoréme de CAUCHY pour le premier ordre (théoréme
0

15, page 21) assure 'unicité d’une telle fonction X et donc l'unicité de y.
Le théoréme de CAUCHY pour le premier ordre assure aussi 1’existence d’une fonction X = ( g ) solution de (&) sur I

(de sorte que z = y’) et vérifiant de plus X (xo) = ( 20 > La premiére composante y de X est solution de (&) sur I et
0

vérifie y (xo) =yo et y’ (xo) = zo. Ceci montre 'existence de y.

Commentaire. En particulier, si xo est un réel donné de I. Il existe une solution y et une seule de I’équation homogeéne
y” + ay’ + by = 0 vérifiant y (xo) = y’ (x0) = 0 a savoir la fonction nulle. Mais il existe une infinité de solutions de
léquation y” + ay’ + by = 0 s’annulant en x¢ (en laissant libre la valeur de y’ (xo)) contrairement au premier ordre (au
premier ordre, une solution non nulle de I’équation homogéne ne s’annule pas).
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Par exemple, la fonction x +— sin(x) est une solution non nulle sur R de équation y” +y = 0 et cette solution s’annule
une infinité de fois sur R.
Plus généralement, les graphes de deux solutions distinctes de I’équation y” + ay’ + by = ¢ peuvent se couper. l:l

3) Structure de l’ensemble des solutions

Théoréme 22. Soient a, b et c trois fonctions continues sur un intervalle I & valeurs dans K =R ou C.
Soit (&) 'équation différentielle y” + ay + by = ¢. On note . I'ensemble des solutions de (&) sur L.
Soit (&) 'équation différentielle y” + ay + by = c¢. On note %, I'ensemble des solutions de (&},) sur 1.

% est un K-espace vectoriel de dimension 2. Les solutions de (&) sur I sont de la forme Afy + pufz, (A, 1) € K2, o
f1 et f3 sont deux solutions non colinéaires de (&},) sur I.

.7 est un K-espace affine de dimension 2, de direction .. Les solutions de (&) sur I sont de la forme fo + Afy + ufy,
(A, ) € K2, ou f est une solution particuliére de (&) sur I et f1 et f2 sont deux solutions non colinéaires de (&) sur
L

On note que ce théoréme démontre en particulier le théoréme énoncé en maths sup dans le cas des coefficients constants.
Démonstration.

e Vérifions que .%, est un sous-espace vectoriel de 22 (I, K).
La fonction nulle est un élément de .%,. Soient (A, 1) € K2 et (f, g) € .72

(AMf 4+ ug)” + a(Af + ug)’ + b(Af + ug) = A(f” + af’ + bf) + u(g” + ag’ + bg) = 0.
Donc, %, est un K-espace vectoriel.
e Vérifions que dim (#,) = 2. Soit xo un réel fixé de 1. Soit ¢ : S — K? .
f o= (f(xo),f (x0))
@ est une bijection d’apres le théoréme de CAUCHY. D’autre part, @ est linéaire. Finalement, ¢ est un isomorphisme
d’espaces vectoriels. En particulier, dim (.#},) = dim (Kz) =2.

e Vérifions que .%, est un sous-espace affine de 2?(1,K), de direction .#. D’aprés le théoréme de CAUCHY, I'équation
(&) admet au moins une solution fy sur I. Done, . n’est pas vide.
De plus, si f est une fonction deux fois dérivable sur I,

fes et faf +bf=ce " +af +bf =f] + af, +bfo & (f—fo)  +a(f—fy) +b(f—fy) =0
Sf—foe e fefy+ .

Commentaire. Comme pour les systémes du premier ordre, une base (f1,f2) de l'espace des solutions de (&}) sur I
s’appelle un systéme fondamental de solutions de (&) sur L.

Exemple. Considérons sur I =]1, 4+o00[ I’équation différentielle (&) : (x — 1)y” —xy’ +y = 1. L’équation différentielle
homogene associée est (&h) : (x —1)y” —xy’ +y =0.

X 1
Sur I, Péquation (&) s’écrit encore y”' — y' + y= . Les trois fonctions a : x+— ———,b : x+—
x—1 x—1 x—1 x—1 x—1

etc : xm— ] sont continues sur I. Donc, les solutions de (&) sur I sont de la forme fo 4+ Afy + ufa, (A, n) € K2, ou fo

est une solution particuliére de (&) sur I et 1 et f; sont deux solutions non colinéaires de (&) sur L.

La fonction fp : x +— 1 est une solution particuliére de (&) sur I. La fonction f1 : x — x est solution de (&}) sur 1.
Puisque la somme des coefficients de (&) est nulle, la fonction f2 : x +— e* est solution de (&) sur I. La famille de
fonctions (fq, ;) est libre et donc

Aol = {x = T+ M+ pe*, (A p) e R?}.
]
4) Wronskien

Avec les notations des paragraphes précédents, si f1 et f2 sont deux solutions sur I de 'équation y” + ay’ + by = 0 alors

X; = < :} ) et Xp = ( 2 > est solution de I'équation différentielle X” = AX out A = ( Oa ]b
1 2 o

a poser la définition suivante :

>. On est donc amené
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DEFINITION 5. Soient a et b deux fonctions continues sur un intervalle I de R & valeurs dans K = R ou C. Soient f;
et f2 deux solutions sur I de équation différentielle (&n) : y” + ay’ + by = 0.

Le wronskien de la famille de (fq,f2) est la fonction w définie sur I par :

e B | = nearse0 — et

vx €1, w(x) = ‘

Nous allons maintenant calculer ce wronskien. Il est intéressant de le calculer directement sans réutiliser les calculs déja
effectués pour les systémes du premier ordre. C’est ce que nous allons faire.

Puisque fy et f2 sont deux fois dérivables sur I, la fonction w est dérivable sur I et

W/ = f] fé/ + f{fé - f{fé - f{lfz = f] (—leé - bfz) - fz (—le{ - bf]) =—a (f]fé — f{ fz) = —aw.
La fonction w est donc solution sur I de I'équation différentielle y’ 4+ ay = 0. On en déduit que pour tout réel x de I,

w(x) =w(xo) e Txo @t dt

ou x¢ est un réel fixé de I. On peut alors énoncer :

‘ Théoréme 23. w=0& Ixp € I/ w(xg) = 0.

Théoréme 24. Soient a et b deux fonctions continues sur I & valeurs dans K = R ou C. Soient 1 et > deux solutions
sur I de I’équation différentielle (&) : y” + ay’ + by = 0.

(f1,f2) est un systéme fondamental de solutions de (&1,) sur I si et seulement si Vx € I, w(x) # 0.
(f1,f2) est un systéme fondamental de solutions de (&1 ) sur I si et seulement si Ixo € I, w (xo) # 0.

Comme plus haut, on donne une démonstration directe qui n’utilise pas les différents résultats sur le premier ordre. Cette
démonstration trouve un intérét propre dans l'utilisation du théoréme de CAUCHY.

Démonstration. Soit xo € 1.
e Supposons la famille de fonctions (fq,f2) liée. Si f1 = 0, alors w (xp) = 0.
Sinon, f1 # 0 et il existe A € K tel que f; = Afy. Dans ce dernier cas, ( f% (xo) > =A < f} (xo) ) puis encore une fois
f3 (xo0) f1 (xo0)
w(xp) =0.
e Supposons que W (xo) = 0 ou encore f1 (xo) f5 (xo) — f] (xo) = 0. Montrons que la famille de fonctions (f1,f;) liée.
f/
Si f’ (xo) # 0. Posons A = f? Eigi

Les deux fonctions Afy et f2 sont alors deux solutions de (&) sur I prenant la méme valeur en xo ainsi que leurs dérivées.
D’aprés le théoréme de CAUCHY, f2 = Afy et donc la famille de fonctions (fq, f2) est liée.

de sorte que ) (xo) = Af] (xo). Puisque w (xo) =0, on a aussi f2 (xo) = Afy (x0).

Sinon, f] (xo) = 0. Si de plus, f1 (xo) =0, f; est la fonction nulle d’apreés le théoréme de CAUCHY et de nouveau la famille
(fq,T2) est lice.

f2 (x0)
1 (x0)’
les deux fonctions Af; et f, prennent la méme valeur en x¢ ainsi que leur dérivée. De nouveau, le théoréme de CAUCHY
permet d’affirmer que f; = Af; et donc que la famille de fonctions (f1,f2) est liée.

Il reste & étudier le cas ou fy (xo) # 0 et f (xo) = 0. L’égalité w (xo) = 0 impose f} (xo) = 0. Si on pose A =

Exemple. On a vu qu'un systéme fondamental de solutions de (&) : (x — 1)y” —x+y = 0 sur I =]1, +o0[ est (f7,f2)
o, Vx €]1,4+o0[, f1(x) = x et f2(x) = e*. Pour tout réel x de ]1,+o0[, on a

X

w(x) = =(x—1)e".

X
1

e
eX
On a effectivement Vx €]1, +oo[, w(x) # 0. Mais on peut noter que w(1) = 0 ce qui n’est pas un probléme car 1 ¢]1, +ool.

5) Quelques techniques de résolution de (&)

a) On rappelle tout d’abord que dans le cas général, on ne sait pas résoudre ’équation (&4) : y” + ay’ + by =0 et donc
plus généralement, I’équation (&) : y” + ay’ + by = ¢ (a, b et ¢ fonctions continues sur un intervalle I de R a valeurs
dans K = R ou C) quand les coefficients a et b varient.
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b) Si on devine fo une solution particuliére de (&) sur I et (f1,f2) un systéme fondamental de solutions de (&1) sur I,
alors les solutions de (&) sur I sont les fonctions de la forme fo + Afy + ufa, (A, u) € R%. Clest ce que l'on a fait dans
I'exemple de la page 29.

¢) On va maintenant exposer une technique permettant, quand on connait f1 une solution non nulle de (6} ) ne s’annulant
pas sur [, d’en découvrir une deuxiéme f; non colinéaire a f1 (on rappelle qu’au second ordre, une solution non nulle
peut malheureusement s’annuler).

Soit y une fonction définie sur I. On pose y = f1z (changement de fonction inconnue) de sorte que z = fﬁ Puisque la

fonction fq est deux fois dérivable sur I et ne s’annule pas sur I, y est deux fois dérivable sur I si et seulement si z est
deux fois dérivable sur I. Ensuite, d’aprés la formule de LEIBNIZ,

y”"+ay’ +by = (f12" + 212" + f{z) + a(f12' + f1z) + b(f12)
=f1z2" + (2f; + afy) 2" + (f{ + af; + bfy) z
=f1 (z") + (2f] + afy) 2/

puis

Yy +ay’ +by=0& £ (/) + (2f] + af)z' =0.

On voit maintenant I'intérét du changement de fonction inconnue. La nouvelle équation est du premier ordre en z’. On
sait donc résoudre.

Exercice 7. Résoudre sur | — 1, 4+o00[ I'équation différentielle (&) : (x + 1)y” —y’' —xy =0

Solution 7. Sur I =] — 1, +ool, (&) s’écrit encore y” —

my’— %y = 0. Puisque les deux fonctions a : x — R

etb : x+— — sont continues sur I, 'ensemble des solutions de (&) sur I est un R-espace vectoriel de dimension 2.

X
x+1
Puisque la somme des coefficients de I’équation (&) est nulle, la fonction f; : x +— e* est solution de (&) sur I.

Soit y une fonction deux fois dérivable sur I. Posons y = f1z ou encore Vx €] — 1,4+00l, y(x) = e*z(x) de sorte que
Vx €] — 1, 400l, z(x) = e *y(x). z est deux fois dérivable sur | — 1, +oo[ et pour tout réel x de | — 1, +o0l,

(x+ Ny"(x) —y'(x) = xy(x) = ((x + 1) (2" (x) + 22" (x) + z(x)) — (2 (x) + z(x)) — xz(x)) €*
(x+1) (2" (x) + 22" (x)) — 2 (x)) e*
((x+1z"(x) + (2x + 1)z (x)) e*.

Par suite,

y solution de (&) sur] —1,4+o00[ & ¥x €] — 1, +ool, (x +1z"(x) + (2x +1)z'(x) =0

& vx €] — 1,400l (z')’(x)+(z— 1 ).z'(x):o

1
& vx €] — ],—I—OO[, er—ln(x—H) (ZI)/ (X) + (2_ m) er—ln(x—H)Z/(X) -0
2x

e
—1
& Vx €] , +ool, <X+

z') (x)=0
SINeR/Vx €] —1,+00l, 2/(x) = A(x + 1)e”2*

De plus, J(x +1)e ¥ dx = —%(x—i— e 2* + %Je‘zx dx = (—%(x +1)— %) e = —%(Zx +3)e 2* + p et donc

y solution de (&) sur]—1,4+o00[ & I\, u) € R?/ Vx €] — 1,400, z(x) = —%(Zx +3)e ¥+

&SI € R/ ¥x €] —1,+o0l, z(x) =A(2x +3)e X + 1
& 3N u) eR?/¥x €] — 1,400, e y(x) =A(2x+3)e > +
&SI ) e R/ Vx €] — 1, +00l, y(x) = A(2x 4+ 3)e ™ + pe*.

Donc, A1 foof = {x — A2x +3)e ™ 4+ peX, (A, u) € Rz}.

(© Jean-Louis Rouget, 2017. Tous droits réservés. 31 http ://www.maths-france.fr



d) Il existe des situations ot on ne devine pas une solution particuliére f1 mais pourtant, il en existe une assez simple.
On doit alors chercher une telle solution dans I'un des types suivants :

e fonction polynome (dans ce cas, on commence par analyser le degré).
e fonction puissance x — x*.

e fonction exponentielle x — e®*.

e fonction développable en série entiére.

1
Exercice 8. Résoudre I’équation différentielle (&) : (2x + 1)y” + (4x — 2)y’ — 8y = 0 sur ]_i’ +o0 {

x—2 tbh @ x+— —
2x+1e ' 2x +1

de (&) sur I constituent un R-espace vectoriel de dimension 2.

Solution 8. Puisque les deux fonctions a : x +—

1
sont continues sur }—z, +o00[ [, les solutions

Cherchons une éventuelle fonction exponentielle solution. Pour a € R, soit fq la fonction x — e®*.

fq solution de (&) sur }—%,—}—oo[(:} Vx > —%, (a2(2x+ 1)+a@x—2)—8)e** =0

1
<:>VX > —z,

S2ala+2)=a’—2a-8=0&a=-2.

(2a2+4a)x+a2—2a—8:0

—2x

La fonction x +— e est une solution particuliére non nulle.

Cherchons une éventuelle fonction polynéme non nulle solution. Soit P une fonction polynéme non nulle de degré n € N.
1
Si P est solution de (&) sur } —3 +00 [, le coefficient de x™ dans (2x 4+ 1)P” (x) + (4x —2)P’(x) — 8P(x) doit nécessairement

étre nul. Ce coefficient est (4n — 8)dom(P) ce qui impose n = 2. Posons donc P = aX? + bX +c.

P solution de (&) sur }—%,—&—oo[(:)Vx > —%, (2x+1)(2a) + (4x — 2)(2ax +b) — 8 (ax2 + bx + c) =0

1

S Vx>—=, (—4b)x+2a—2b—-8c=0
2

&S b=0et a=4c.

1
Ainsi, par exemple le polynéme P : x — 4x2 + 1 est une solution polynomiale non nulle de (&) sur ]_i’ 400 { Les deux

solutions particuliéres non nulles que nous avons obtenues ne sont pas colinéaires et donc

5 [Z{XH?\(4X2+1)+}L€_2X, (A, ) € R?}.

—%,-0—00

Exercice 9. Résoudre sur ]0, +oo[ I'équation différentielle (&) : x?y” + xy’ — 4y = 0.

4
Solution 9. Les deux fonctions @ :+ — et b : x = —— sont continues sur ]0,+oo[. Donc, les solutions de (&) sur
X

X
10, +00[ constituent un R-espace vectoriel de dimension 2. Cherchons des solutions de la forme fo : x — x*.

fo solution de (&) sur ]0, +oco[ & Vx > 0, xZax(ot — 1)x* 2 + xax* ! —4x* =0
SV >0, (X —4)x*=05a>—4=0
S oa=2o0uon=-—2

1
Les deux fonctions f; : x — x% et f3 : x — — ne sont pas colinéaires et donc %" = {x = A2 + %, (A, n) € Rz}.
X X

Quand tout ce qui précéde échoue, on essaie de chercher une série entiére solution de I’équation différentielle proposée.
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Considérons I’équation différentielle 2xy” +y’ —y = 0 a résoudre sur ]0, +ool. Soit Z anx™ une série entiére dont le

+oo
rayon R est supposé a priori strictement positif. Pour x €] — R, R[, on pose f(x Z anx™ (si f est solution de (&)
n=0
sur | — R, R[; alors f est solution de (&) sur 10, R[).
Sous I’hypothése R > 0, f est deux fois dérivable sur ] — R, R[ et pour tout x de ] — R, R,
+o0o
2xf" (x) + £/ (x) — f(x) = 2x Z nmn—Napx™2 + Z nanx" Z anx™
oo
=2 Z nmn—Nanx™ ' + Z napx™ ! — Z anx™
n=1 n=1 n=0
+o0 +oo
= Z n2n—Nax™ ' — Z anx"
n=1 n=0
+oo
_Z(n+1)(2(n+1)—1 Anpx™ Zanx
n=0
+oo
=) (n+D2n+Nan1 —an)x™
n=0
Toujours sous '’hypothése R > 0,
f solution de (&) sur] —R,R[&Vne N, (n+1)2n+ 1an1 —an =0
an
YneN =
SvEl = T )
1 1 1
Yn € N* = .
Ve = T o3 T
. 1
Gvnel, o T I T X =3 X X3 X1
2 2n—2)x...x4x2
& vn e N, (n) (2n ) X x 4 x @
n!(2n)!
211.
<:>\V/T1€N, an:mao

Qua ap soit nul ou pas, on a R = 400 ce qui valide tous les calculs précédents sur R. On Vient donc d’obtenir pour solutions
sur R les fonctions f : x — ap Z ——x", ap € R. En particulier, la fonction f; : x — Z x est solution de (&)
= (2n)!

sur R et donc sur ]0, +ool.

On note que pour tout x > 0,

La fonction f; : x — ch (\/ZX) est solution de I’équation 2xy” +y’ —y = 0 sur ]0,+oo[. On peut alors achever la

résolution de cette équation en posant y = fiz ...
e) Considérons cette autre équation (&) : 4xy” — 2y’ + 9x?y = 0 a résoudre sur ]0, +oo[. Soit Z anx™ une série entiére
dont le rayon R est supposé a priori strictement positif. Pour x €] — R, R[, on pose f(x Z anx™

Sous I’hypothése R > 0, f est deux fois dérivable sur ] — R, R[ et pour tout x de ] — R, R],
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+oo “+o00 +oo
Axf" (x) — 21" (x) + X% f(x) = 4x Z nmn—1ax™?2 -2 Z nanx™ ! 4 9x? Z anx™
n=2 n=1 n=0
+o0o +o0o +o0o
=4 Z nn—1anx""' =2 Z nax™ ' +9 Z anx"t?
n=1 n=1 n=0

+o0 too
= Z né4n —6)a,x™ ' 4+9 Z anx"t?
n=1 n=0

+oo +oo

=—2a7 +4ayx + Z M+3)4Mm+3) —6)an,3x™ 2 +9 Z anx™?
n=0 n=0
+oo

=—2ay +4axx + Z (N +3)(4n +6)anys +9an) x" 2.
n=0

Toujours sous '’hypothése R > 0,

f solution de (&) sur] —R,R[& a1 =0, a; =0etVne N, (n+3)(4n+6)an.3+%an =0
9(13]3
Bp+3)(12p +6)
asp
2p+1)(2p+1)

& Vp e N, A3p+1 = A3p42 = OetVp €N, a3p4+3 = —

& Vp e N, A3p+1 = A3p42 = OetVp €N, a3p4+3 = —

& Vp e N, A3p+1 = A3p+2 = 0et

<t on=(-zprys) Capmrtar=s)- (o)
P& Aap 2p2p—1)\ 2p-n2p-3)) U 2mm)
(—1)P
2ppl(2p—1)(2p —3))...1
(—1)P(2p)(2p —2)...2
2rp!(2p)!

& Vp e N, A3p+1 = A3p42 = OetVp €N, azp = ap

& V‘p €N, A3p4+1 = A3p42 = 0et V‘p e N, azp = ap
& Vp e N, A3p4+1 = A3p+2 =0etVp eN, azp = —5—+

Qua ap soit nul ou pas, on a R = 400 ce qui valide tous les calculs précédents sur R. On vient donc d’obtenir pour solutions

est solution

+oo 3p +oo 3p
sur R les fonctions f : x — ag Z(—])px— ap € R. En particulier, la fonction f; : x — Z(—Up x
p=0 (2p) o (2p)!

!7
de (&) sur R et donc sur ]0, +ool.

On note que pour tout x > 0,

= cos (x3/2) .

Plutét que d’essayer d’appliquer la méthode générale qui consiste & poser y = cos (x3/ 2) z, 'expression de la solution
f1 nous invite a poser t = x3/2 et d’obtenir ainsi une nouvelle équation différentielle admettant cette fois-ci la solution

t +— ch(t). Cette nouvelle équation différentielle a des chances d’étre plus simple.

Nous allons donc apprendre & changer de variable dans une équation différentielle. Pour x > 0, on pose t = x3/2 de sorte
que x = t?/3. On pose ensuite z(t) = y(x) =y (t2/3) ou, ce qui revient au méme, y(x) = z(t) = z (x3/2). On doit alors
noter que

changer de variable, c’est en fait changer de fonction inconnue.

Plus précisément, soit ¢ : 10,400l — 10,400l . @ est une bijection de ]0,+oo[ sur lui-méme, deux fois dérivables
X — x3/2

sur ]0, +-oo[ et @~ est deux fois dérivable sur ]0, +ool. Puisque y =z o @ et aussi z=yo @', la fonction y est deux fois

dérivable sur ]0, +ool si et seulement si la fonction z est deux fois dérivable sur ]0, 4+ool.

1
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Pour tout réel x de ]0, +ool,
e y(x) =2 (/2),
° y/(X) — ;X]/ZZ/ ()(3/2)7

° y”(X) _ zxfl/zzl (X3/2) + ZXZ” (X3/2),

dxy” (x) — 2y’ (x) + 9xPy(x) = 4x (%x_]/zz’ (x3/2) + sz” (x3/2)> -2 (§x]/zz’ (x3/2)> +9%x%z (x3/2)

9 (e (9%) 02 ()

=9t*3 (2" (t) + z (1))

On en déduit que

Vx > 0, 4xy”(x) — 2y’ (x) + 9x%y(x) =0 & vt > 0, 93 (2" (t) + z (1))
Svt>0,z"(t)+z(t)=0
& 3N\ ) € R?/ VYt >0, z(t) = Acos(t) + wsin(t)

&3 eR?/¥x >0, y(x) = Acos (x3/2) + psin (x3/2) .
L’ensemble des solutions sur ]0, +oo[ de I'équation 4xy” — 2y’ 4+ 9x?y = 0 est donc

S = {x — Acos (x3/2) + psin (x3/2) , (A € Rz}.

6) Méthode de variations des constantes

On décrit ici la méthode de variations des constantes pour les équations différentielles linéaires scalaires d’ordre 2

(&) :y"+ay +by=c
ou a, b et ¢ sont trois fonctions continues sur un intervalle I de R & valeurs dans K = R ou C.
On suppose connu (f1,f2) un systéme fondamental de solutions de (&},) sur I. Dans le cas, si on pose X; = ( :} ) et
1

Xy = < f% sont des solutions du systéme homogéne associé au systéme du premier ordre
2

(S):X’_AX+Bof1A_( Ob ! >etB_(O),
-b —a c

De plus, le wronskien de la famille (X7,X2) est aussi le wronskien de la famille (1, f2). Il n’est pas nul et donc (X7,X3)
est un systéme fondamental de solutions de (S) sur I.

La méthode de variation de la constante appliquée au systéme (S) dit qu’il existe une solution particuliére de (S) de la
forme Xo = AXj7 + uXz ot A et u sont deux fonctions dérivables sur I & valeurs dans K, vérifiant de plus A’X7 + u'X; = B.
Retraduit en termes d’équation scalaire du second ordre, cela donne :

Théoréme 25. (méthode variation des constantes)

Soient a, b et ¢ trois fonctions continues sur un intervalle I de R a valeurs dans K = R ou C. Soit (&) : y”+ay’+by =c.
Soit (f1,f2) un systéme fondamental de solutions sur I de I’équation homogeéne associée.

Il existe une solution particuli¢re de (&) sur I de la forme fo = Af; + pf, out A et pu sont deux fonctions dérivables sur
I a valeurs dans K, vérifiant de plus

A+ ulfz =0
NE] i =c

‘ Exercice 10. Résoudre sur R I’équation différentielle (&£) : y” + 4y = cos(2x). ‘

Solution 10. Les solutions sur R de I’équation (&) : y”’ +4y = 0 sont les fonctions de la forme x +— A cos(2x) + pnsin(2x),
(A, 1) € R%. Pour tout réel x, on pose f1(x) = cos(2x) et f2(x) = sin(2x).
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1l existe une solution particuliére de (&) sur R de la forme fo = Afy + uf, ot A et w sont deux fonctions dérivables sur R
vérifiant de plus

cos(2x)A(x) + sin(2x)u’(x) =0
—2sin(2x)A’(x) + 2 cos(2x)u’ (x) = cos(2x)
Le déterminant du systéme précédent est 2 (COSZ(ZX) + sinz(Zx)) = 2. Les formules de CRAMER fournissent pour tout réel

X,
1 0 sin(2x) 1. 1.
’ _ ! _ _ _ _
A(x) = 3| cos(2x)  2cos(2x) ’ =-3 sin(2x) cos(2x) = 2 sin(4x)
et
1 cos(2x) 0 T 1
’ _ — ———
w'(x) = 3 } “2sin(2x) cos(2x) } = 5 cos (2x) = 4(1 + cos(4x)).
On peut prendre pour tout réel x, A(x) = 1]_6 cos(4x) et p(x) = ;—( + 1]_6 sin(4x) puis
fo(x) = (11_6 cos(4x)> cos(2x) + (;—( + 1]_6 sin(4x)> sin(2x) = 411X sin(2x) + 1]_6 cos(2x).

1
On note que la fonction x — — cos(2x) est solution sur R de 1’équation homogéne associée et donc une autre solution

16
1
particuliere de (&) sur R est la fonction x — Zx sin(2x).
Finalement, I’ensemble des solutions de (&) sur R est

= {x — Acos(2x) 4+ psin(2x) + %xsin(Zx), (A p) € Rz} .

Exercice 11. Soit f € C?(R,R). On suppose que pour tout réel x, f”(x) + f(x) > 0. Montrer que pour tout réel x,
f(x) + f(x +m) > 0.

Solution 11. On pose g = f”/ + f. g est une fonction continue sur R et la fonction f est solution sur R de 1’équation
différentielle (&) : y” +y = g. Résolvons cette équation différentielle.

Les solutions sur R de I’équation homogéne associée sont les fonctions de la forme x — A cos(x) + wsin(x), (A, u) € R2.

1l existe une solution particuliére de (&) sur R de la forme fo : x — Acos(xx) + psin(x) ot A et p sont deux fonctions
dérivables sur R vérifiant de plus

cos(x)A'(x) + sin(x)pn’(x) =0
—sin(x)A'(x) + cos(x)n' (x) = g(x)
Les formules de CRAMER fournissent pour tout réel x,
ey |0 sin(x) |
N (x) ' s S | = st
et
iy | cos(x) 0 | _
W= | T o | eostgt,
On peut alors prendre pour A et p les fonctions définies par :
Vx € R, A(x) = —| sin(t)g(t) dt et p(x) :J cos(t)g(t) dt.
Jo 0

Une solution particuliére de (&) sur R est alors la fonction fy telle que, pour tout réel x,

X X

cos(t)g(t) dt = J sin(x — t)g(t) dt.
0

X

fo(x) = —cos(x) J

sin(t)g(t) dt + sin(x) J
0

0
Les solutions de (&) sur R sont les fonctions de la forme o : x — Acos(x) + psin(x) —|—J sin(x —t)g(t) dt, (A\,u) € R, f

0
est I'une de ces solutions et est donc de cette forme. Pour tout réel x, on a donc
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X—+7T X

sin(x + 7 —t)g(t) dt-i—J sin(x —t)g(t) dt

f(x + 71) + f(x) = A(cos(x + 71) + cos(x)) + w(sin(x + 7t) + sin(x)) + J
0

0

X X+7T

sin(t —x)g(t) dt = J sin(t —x)g(t) dt

X

= JXHT sin(t —x)g(t) dt — J

0 0

= Jﬂ sin(u)g(u + x) du.
0

Soit x € R. Par hypotheése, la fonction g est positive sur R et en particulier, pour tout u € [0, 71, sin(u)g(x +u) > 0. Par
positivité de I'intégrale, on en déduit que f(x + 71) + f(x) > 0.

7) Principe de superposition des solutions

On considére 1’équation différentielle (&) : y” + ay’ + by = c o a, b et ¢ sont trois fonctions continues sur un intervalle
I de R & valeurs dans K =R ou C.

On suppose que le second membre ¢ se décompose sous la forme ¢ = Acy + pcz. Dans le but de déterminer une solution
particuliére f de (&) sur I, on peut décomposer le travail a effectuer en plusieurs étapes grace au « principe de superposition
des solutions » : si f1 est une solution particuliére de (&£7) sur I et 2 est une solution particuliére de (&) sur I, alors
f = Afy + ufz est une solution de (&) sur I car

(A1 + uf2)” + a (AMfy + ufa)" +b (Afy + ufa) = A () + af] +bfy) + w(f) + afs +bf2) =Acy + uca =c.
Ce principe est en fait valable pour toute équation différentielle linéaire. Nous ne I'avons cité qu’une seule fois dans ce
chapitre dans le cadre des équations différentielles linéaires scalaires d’ordre 2.
Exemple. Considérons 'équation différentielle (&) : y” + 2y’ + 2y = cos(x) ch(x) a résoudre sur R.

e L’équation homogene associée est (&) : y” +2y’+2y = 0. L’équation caractéristique associée a cette équation homogene
est (E¢) : 22 +2z+2 =0. (E.) admet dans C les deux solutions non réelles conjuguées z; = —1 +1iet z; = —1 —1i. Les
solutions de (&) sur R, a valeurs dans R, sont les fonctions de la forme x — (A cos(x) + wsin(x)) eX, (A, u) € R2.

e Le second membre de (&) s’écrit :
1, ; 1 . . ) )
cos(x) ch(x) = 3 (e’“X + eilx) (ex + efx) =7 (emﬂ)X +elT=0x g el=T+ix 4 e(q*”x) .

Pour tout réel x, on pose g1(x) = e1 Y% et gy (x) = e(717% de sorte g7 (x) = el""V* et ga(x) = e(=T"V*_ Si f; est une
solution particuliere de (&7) : y” + 2y’ + 2y = g7 et f2 est une solution particuliére de (&2) : y” + 2y’ + 2y = g, alors

1 — 1
f= 7 (ﬁ +f1+ g —l—g_]) =5 (Re (f1) + Re (f2)) est une solution particuliére de (&) sur R.

e 1 +1i n’est pas racine de I’équation caractéristique. On cherche une solution particuliére de (&£7) sur R de la forme
f1 @ x— ae'*Y* a e C. Pour tout réel x,

/(%) + 2F1 (x) + 2f1 (x) = a (1T +1)? + 2(1 +1) +2) e ¥ = q(4 + 4i)eTT1)x

puis

Vx € R, f)/(x) +2f] (x) + 2f1(x) = e @ 4(1 +)a =1 (z)uz*(:)a:

41 +1) (1=1).

| =

Ensuite, pour tout réel x,

Re(f1(x)) = Re (%(1 —1i)e* (cosx+isinx)> = % (cosx —sinx) e~.

e —1 + 1 est racine simple de I’équation caractéristique. On cherche une solution particuliere de (&%) sur R de la forme
f, @ x— axel"1*VU* q € C. Pour tout réel x,

(%) + 2F5(x) + 2f2(x) = a (((=1 + )2 +2(=1 +1)) + 2((=1 +i)x + 1) +2x) e H* = 2iqel~1T1)x

puis
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Vx € R, f5(x) +2f5(x) + 2f2(x) = el TV* 2 2ia =15 a= 7z ea= —%.
Ensuite, pour tout réel x,
1 .0 . L
Re(f2(x)) = Re z(—l)e *(cosx +1isinx) | = 5 sinxe .

1 1 1
e Une solution particuliere de (&) sur R est la fonction x — 7 (Re (f1) + Re (f2)) (x) = Te (cosx —sinx) e* + 1 sinxe *.

1
On note que la fonction x — TS (cosx — sinx) e* est solution de (&}) sur R et donc, une autre solution particuliére de (&)

sur R est la fonction x +— 1 sinxe *. Finalement,

= {x — (Acos(x) + psin(x)) e* + 411 sinxe *, (A\,u) € Rz} .

4
C - Equations différentielles linéaires scalaires a coefficients constants

On s’intéresse maintenant aux équations différentielles du type

(&) :y™ —an 1y — . —aiy’ —apy =,
oun e N* ap, ..., an_1 sont n nombres éléments de K =R ou C et b est une fonction continue sur un intervalle I de R

a valeurs dans K. (&) est une équation différentielle linéaire scalaire d’ordre n. L’équation homogeéne associée a (&) est

(&) y™ —any™ Y — . —ay’ —aoy =0.

Les solutions de (&) sur I sont les fonctions f n fois dérivables sur I, & valeurs dans K vérifiant pour tout x de I

fx) — ana f™ (%) — ... — a1 f'(x) — aof(x) = b(x).

Le programme officiel de Maths Spé ne prévoit que peu de choses sur le sujet des équations différentielles scalaires d’ordre
n a coefficients constants. Donc, nous détaillerons peu ce paragraphe.

Par un procédé analogue & ce qui a été fait dans la section précédente, on va transformer ’équation différentielle (&) en
une équation différentielle linéaire du premier ordre & n dimensions :

(y)' =y’
(yl)/:yll
y™ —an iy - —ay' —ay =g & :
—2y/ _
(yn 2) /:y(n 1)
™) =ay+ay’ +...+any™ PV +0b
&X' =AX+B
Y 0
y’ - -
ou X = ) A= . — 0 et B = 0 . On note que la matrice A est une matrice
y(n=1l 0 oo oo 0 1 b
o Qg e eee QAn—
compagnon.

Nous serons bien plus bref que dans la section précédente. A partir de de la transformation précédente, on obtient
rapidement :

Théoréme 26. Soient b une fonction continue sur un intervalle I de R & valeurs dans K = R ou C puis (ag,...,an_1) €
K™.

L’ensemble .}, des fonctions solutions sur R de (&) : y(“) — anqy(“*” —...— a1y’ —apy =0, & valeurs dans K,
est un K-espace vectoriel de dimension n.

L’ensemble .# des fonctions solutions sur I de (&) : y™ —a,_1y™ " —...—ajy’ — apy = b, a valeurs dans K, est

un K-espace affine de dimension n et de direction .}, ou encore . = fo + .S ou fo est une solution particuliére de
(&) sur L.
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et aussi

Théoréme 27. (théoréme de CAUCHY)

Soient b une fonction continue sur un intervalle I de R & valeurs dans K =R ou C puis (ag,...,an—1) € K™
Soit (&) I'équation différentielle y™ — a,, 1y — ... —ajy’ —apy = b.
Pour tout (xo, (Yo, Y1y..-,Yn—1)) € IXK™, il existe une solution f et une seule de (&) sur I vérifiant de plus f (xo) = yo,

f/ (XO) =Y, ..., f(n_l) (XO) =Yn-—1-

On a vu (par exemple, dans la démonstration du théoréme de CAYLEY-HAMILTON, théoréme 59, page 43, du chapitre
« Réduction ») que le polynéme caractéristique de la matrice compagnon A est xa = X™ — an 1 X" —... — a1 X — ap.
On sait que les valeurs propres de la matrice A, ou encore les racines de xa, apparaissent dans 1’expression des solutions.
On pose donc

DEFINITION 6. L’équation caractéristique associée a I’équation différentielle homogéne
(&) : Y™ —any™ Y — L — a1y’ —aoy =0
est
(Ee) : 2" —a™ 2" ' — ... —ayz—ao =0.

On ne décrira pas les solutions de (&}) dans le cas général mais uniquement dans la cas ou le polynéome x4 est scindé sur
K, a racines simples :

Théoréme 28. On suppose que 1'équation caractéristique (E.) a n racines 2 a 2 distinctes Aq, ..., Ay, dans K.
Les solutions sur R de (&4) : y(“) — an_1y(“_” —...— a1y’ — apy = 0 sont les fonctions de la forme
X c1eMX 4+ +cene (cr,...,cn) €K™

Démonstration. On sait que ’ensemble .}, des solutions de (&1) sur R est un K-espace vectoriel de dimension n.

Pour k € [1,n], posons : Vx € R, fi(x) = e *. La fonction fy est n fois dérivable sur R et pour tout réel x,

flin)(x) — an_1f](<n7”(x) — o arfl(x) — aofi(x) = (AR} —an 1AL T — ... —a1hc —ag) €M =0.

Ainsi, chaque fyx est solution de (&%) sur 1.

Vérifions que la famille (f1,...,fn) est libre. Soit (c1,...,cn) € K™ tel que ¢c1f1+...+cnfn =0 (*). On dérive les deux
membres de cette égalité k fois, k € [0, — 1] et on évalue a chaque fois en 0. On obtient le systéme

ci1+cerx+...+cn =0
Act+Ae2+ ...+ A, =0
7\%(:1 +7\%C2+...+)\$@n =0 (S).

Ao Ay Tea L A e, =0
Le déterminant de ce systéme d’équations linéaires homogeéne est A = Van (A1,A2,...,Ay) (déterminant de VANDER-
MONDE). Puisque les Ay, k € [1,n]), sont deux a deux distincts, on sait que ce déterminant n’est pas nul et donc le systéme
(S) est un systéme de CRAMER homogéne. Ce systéme admet une solution et une seule a savoir (¢1,...,¢n) = (0,...,0).
Ceci montre que la famille (fq,...,f,) est libre.

Puisque card (f1,...,fn) =n =dim (), (f1,...,fn) est une base de .#}, ce qui démontre le résultat.

Exercice 12. Résoudre sur R Iéquation différentielle (&) : y©®) —6y” + 11y’ — 6y = 0.

Solution 12. On note . 'ensemble des solutions sur R de ’équation (&). L’équation caractéristique associée a (&) est
(Ec) : 22 =622+ 112z— 6 =0. Or, pour z in C,

2—62+1Mz—6=(z2—1) (2 —52+6) = (z—1)(z—2)(z—3)
et donc, z3 — 622 + 112 — 6 = 0 & z € {1,2,3}. On sait alors que

S = {x ae* +be*™ +ce*, (a,b,c) € R*}.
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