Planche n° 16. Suites et séries matricielles. Corrigé

Exercice n° 1

a
1 =
Soit a €]0, 4+oo[. Pour n € N*, on pose A,, = a 1“
n
1
a’ a’
(12 1+ —= —2
Soit n € N*. On peut écrire An = (/1+ — a /n“ . Les sommes des carrés des deux nombres
n
. a’ a’
1 a/n ST - ) 1 . a/n
et est égale a 1. Donc il existe un réel 0,, €]—7m, 7t ] tel que cos(0y) = ———= et sin(0,) =

(12 (12 (12 (12.
T+ T T+ T+

De plus, cos(0,,) > 0 et sin(0,) > 0 et donc on peut prendre
0 = Arctan (E) € }O, T [
n

Pour n € N*, on a alors

An— 14 a? b cos(8n) —sin(6n) \© 14 a? M2 cos(nOn)  —sin(ny)
no n2 sin(@n)  cos(0n) N n2 sin(nb,) cos(nbn)
. a? /2 n a? a? 1
Maintenant, (1 + ¥> = exp <3 In (1 + ¥>) T XP (E +o0 (H)) T 1+o0(1).

a a
D’autre part, n6,, = n Arctan (—) ~ mnx — =a. Donc
n/ n—o+oo n

lim AT =1, ( cos(a) —sin(a) ) _ ( cos(a) —sin(a) )

n—+oo sin(a) cos(a) sin(a) cos(a)

n

~( cos(a) —sin(a)
_<sin(a) cos(a) )

Exercice n° 2
Soit A € #,(C).

(3) = (2). On sait que si la série de terme général A™, n € N, converge, alors hIJIrl A =0.
n—-+0oo

(2) = (1). Supposons liI_'I_l A™ =0. Soit A € C une valeur propre de A et X € .}, 1(C) \ {0} un vecteur propre associé.
n—-+oo
Pour tout entier naturel n, A™X = A"X. Puisque lim A™ =0, on a encore lim A™X =0 puis lirJIrl A"X =0 et donc
n—-+oo

n—+oo n—+oo
lim A™ =0 (car X #0).
n—+oo

Ainsi, si lim A™ =0 alors Sp(A) C B, (0,1).
n—-+oo

(1) = (3). Soit A € #;(C) telle que Sp(A) C Bo(0,1). « On sait » (voir exercice n° 20, planche 4 : décomposition de
DUNFORD) qu'il existe deux matrices D et N telles que

1)A=D+N

2) D diagonalisable

3) N nilpotente

4) DN = ND.
De plus, les valeurs propres de D sont les valeurs propres de A.

On note k l'indice de nilpotence de N. Puisque les matrices D et N convergent, la formule du bindéme de NEWTON permet
d’écrire pour n > k
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n k
At=D+N"=) (’;) DN =Y (?)D“‘ij.

j=0 j=0

Il existe une matrice P € GL,(C) et une matrice diagonale A tel que D = PAP~'. Mais alors, Vj € [0,k], ¥n > j,

<;‘> DM ING =P x (?)A”j < P~INI.

Soit j € [0, k]. Vérifions tout d’abord que la série de terme général n A™ n > j converge. Posons A = diag(A1,...,Ap).

Alors Vn > j, (T]l) A = diag ((T;) ?\?7]', ceny (T]l) ?\Ej). Maintenant, si A est une valeur propre de A (et donc de A),

) —1....n—j+1 ) AN 1
(T;) A = n(n J...(n—j+ ))\“_J e = o0 — ] car |A| < 1 et donc la série de terme général

j! n—+o0 j! n—o+oo \ N2
n . .
<‘)7\“], n > j, converge.

)
n . .
Ainsi, la série de terme général ( . >A“J converge. D’autre part, I'application M — P x M x PNJ est continue sur .#, (C)
)

n . .
en tant qu’endomorphisme d’un espace de dimension finie. On en déduit que la série de terme général P x ( . )A“_J x PNJ
converge.

n . .
Finalement, pour chaque j € [0,k], la série de terme général P x <) )An] x P7TNJ converge et donc la série de terme
général A™ converge car est somme de k + 1 séries convergentes.

Exercice n° 3

| X—=4/3 5/6 o2 ) _17 _l l . . TN . l_l
XA = —5/3 X+7/6'_X 6X = X 3 X+3 . Par suite, A = PDP~! oa D = diag 573 )
A (2
P—(1 2)etdoncF‘ —(_] 1 )
Soit n € N.

$oemr(Eo)rrorae(E () L (5))

k=0 k=0 k=0

K k
1 1
Puisque 7 et -3 sont dans ] — 1, 1], les séries numeériques de termes généraux respectifs <z> et <—§> convergent. Il

en est de méme de la série de terme général D¥. Maintenant, 'application M — PMP~!, est continue car linéaire sur un
espace de dimension finie et on en déduit que la série de terme général A* converge. De plus,

—+o0 “+o0 “+o0
Y AmM=> PD"P =P <Z D”) P~ (par continuité de 'application M — PMP~ 1)
n=0 n=0 n=0
“+o0 ] n +oo .I n -I -I
o . o 0 -1 _ . I —1
_Pdlag<Z(2) Z( 3>>P = P diag | P
n=0 n=0 1—= 14+ =
3
13 5
A -1\ _ [ 4 1
“\1 2 1 )| 5 1
2 2
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Exercice n° 4

Soit A € ., (C) telle que ||A|| < 1. Pour tout entier naturel n, on a [|A™|| < [|A||™. Puisque ||A|| < 1, la série numérique
de terme général ||A||™, n € N, converge. Il en est de méme de la série de terme général ||A™|| et donc la série de terme
général A™, n € N, converge absolument. On en déduit que la série de terme général A™, n € N, converge. De plus,

Ak)

Ak> (par continuité de lapplication M — (I — A)M)

(I—A)ZOOA“:(I—A) lim <
n=0

n—-+oo

M= [

= lim <(1 —A)

n—-+oo

k=0
= lim (I—A™")=1( lim A™"' =0carvneN, [[A™"|| < [|A[™).

n—-+oo n—-+oo

+oo
Ainsi, la matrice I — A est inversible a droite et donc inversible et de plus, (I —A)"! = Z A™. On en déduit encore

n=0

I(I—A)"" = (I+A)| =

+oo
A"
n=2

+oo
A2
<2 lAlT = :
2 T—JIA]

Exercice n° 5

Poak
A
Soit A € .#(C). On sait que d’'une part det(exp(A)) # 0 et d’autre part exp(A) = lierrl < E F) Par continuité
p—too !
k=0

p—o+oo

P k
du déterminant, on a donc lim det <Z —) = det(exp(A)) # 0. Par suite, il existe po € N tel que Vp > po,

P Ak P Ak
det Z o # 0 et donc tel que Z — € GL,y(R).

k=0 k=0

Exercice n° 6

X-3 -2 =2
) xa=| -1 X =1 [=X=3)X2=1)+(-2X=2)+(2X+2) = X+ 1)(X=1)(X =3).
1 -1 X

Soit n € N. La division euclidienne de X™ par x a s’écrit X™ = Qu xXa+anX?+bpX+cn 0t Q, € R[X] et (an, bn,cn) € R3.
En évaluant les deux membres de cette égalité en —1, 1 et 3, on obtient

1
1 n
bp==(1—(—1)" an =-3"=24+(—1)")
an_bn+cn:(_])n 2( 1( ) ) ?
an +bn+cn =1 =9 anten=5(1+(=1") 74 bn=z0 =)
9ap + 3by +cp =30 ;3 2 : :
8an + =(1—(-1) )+z(]+(—1) )=3 ang(_3n+6+3(_]) )
Le théoréme de CAYLEY-HAMILTON fournit alors
1
neN, A" = 3 ((3“ — 24+ (1M AZ+4(1—(—1)")A + (—3" +6+3(—1)”)I3).
Maintenant,
3 2 2 3 2 2 9 8 8
A= 1 0 1 1 0 1 = 2 3 2
-1 1 0 -1 1 0 -2 -2 -1

et donc, pour tout réel t,
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+oo {n

+00 . n
exp(tA) = Y AT = %r;) %((3“ — 24 (=1)MAZ +4(1 — (—1)™A + (=3 + 6+ 3(—1)")13)

n=0
3t et 4 et 9 8 8 Alet — ot 3 22 3t t (1 00
_emete g“ 2 3 2 +7(686) 10 1 +e+686+3e 01 0
-2 -2 -1 -1 1 0 0 0 1
: 8e3t 8e3t — 8et 8e3t — 8et
=3 2e3t —2et 2e3t 4 et 2e3t —2et
—2e3t 4 2et 23t 4 8et —Get —2e3t 4 8et +2et
. 4e3t 4e3t — 4et 4e3t — 4et
=2 e3t gt e3t 4 3¢t e3t _ ot
_e3t + eft _e3t + 4et o 3e7t _e3t + 4et + eft
1 4e3t 4e3t — 4et 4e3t — 4et
YVt € R, exp(tA) = — et —et e3t +3et et —et

4

_e3t + e—t _e3t +4et _ 3e—t _e3t +4et + e—t

2)

X—4 -1 -
Xa=| —6 X—4 2 [=(X—4)(X*=2X) +6(—X+2)+10(X —2) = (X —2)[X(X —4) — 6+ 10]
10 4 X+2

= (X—=2)(X? —4X +4) = (X -2)3.

On est dans la situation ot A a une unique valeur propre. D’aprés le théoréme de CAYLEY-HAMILTON, (A —2I3)3 =0 et
donc pour tout réel t,

exp(tA) = exp(t(A — 2I3) + 2tl3) = exp(t(A — 2I3)) x exp(2tl3) (car les matrices t(A — 2I3) et 2tI3 commutent)

tz
= (13 +t(A—=213) + 7(/1\—213)2) x e?t;

100 21 1 2ot 21 1 21 1

=2t 01 0 | +te*t 6 2 2 |+ 6 2 2 6 2 2
0 0 1 10 —4 —4 2 —10 —4 —4 —10 -4 —4
10 0 21 1 2ot [0 0 0

=2t 01 0 | +te?t 6 2 2 |+ 4 2 2
00 1 10 -4 4 2\ 4 2 2

(2t 4+ 1)e*t te?t tet
(2t2 +6t)e?t  (t2 42t +1)e*t (t2 4+ 2t)et .
(=2t2 —10t)e?t  (—t? —4t)e?t  (—t? —4t+1)e?t

(2t + 1)e?t te?t te?t
Vt € R, exp(tA) = (2t2 +6t)e?t  (t2 42t + 1)e?t (t2 4 2t)e?t
(=2t —10t)e?t  (—t2 —4t)e?t  (—t?2 —4t+1)e?t

Exercice n° 7
X —1/2 2

, 1 1 1\? 1
xa=|-1/2 X o |=(-7) (x+3)=(x+3) (x-3)
0 0 X+1/2
Soit n € N. La division euclidienne de X™ par xa s’écrit X™ = QnXA-i-aan—i-an-i-cn ot Qn € R[X] et (an,bn,cn) € R3.
1 1 b I\N" b 1I\™
On évalue les deux membres de cette égalité en = et —= et on obtient Gn +=4cn = (Z) et Gn _On +cn = <——> .

2 2 4 2 4 2 2
1 1 n—1 1 n
Puis en dérivant les deux membres de 1’'égalité et en évaluant en 3 on obtient —a, +b, =n (—z) =-2n <_§) .

Maintenant,
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o= (4 s () ) (1) (4 Yoo (1) 22 () Yo

o 1/2 =2 o 1/2 =2 1/4 0 1
A= 1/2 0 0 1/2 0 0 = 0 1/4 —1 |.On en déduit que pour [t| < 2,
0 0o -1/2 0 0o -1/2

+
8

-1 n71tn
m(l+tA) = 5 S P

et donc

In(I3 +tA) = (Zoo M—zz (t/2™ Zoo t /j)n> A?
n=1
+oo

O/ (/2
+< — +Z = )A

2
174 0 1
:(m(ﬂ)—i) 0 1/4 —1 +1n(ﬂ> 12 0 0
2-t) 2-t 0 0 1/4 -t 0 0 —1/2
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1
2 2 t
1 2+t 1 t2 2+t 2t
vtel—2,2[ In(I3+tA)=| —In(Z"—) = L Y el
] y2[, In(I3 ) 21n< ) zln(l 4) ln(Z—t)+2—t

Exercice n° 8

On munit ., (C) d’une norme sous-multiplicative notée || ||. Soit A € .#,(C). Soit p € N*.

P X P P k P k
A A 1 Cp 1T G5 K
>4 (1 8) |- (-5 ) < - s i
k=0 k=0 k=0
k
1T Cy —1) x... —k+1
Maintenant, Yk € [1,p], = — — = — [ 1— pxp-Tx...x(p +1) 0. Donc
k! pk k! PXPX...XP
—_——
k
P k k P
Z LS Z ||A|| (1 N w) L elAl_glal _g
‘o P n—-+oo
ZAK AP ZAK
On en déduit que Z — — ([ I+ = tend vers 0 quand p tend vers +oo et puisque Z — tend vers exp(A) quand p
= k! P = k!

A P
tend vers +o00, il en est de méme de (I + —> .
P

A P
VA € #+(C), exp(A) = lim (In + g) )

p—+oo

Exercice n° 9

Soit A € . (R). Soit k € N. Puisque xa est de degré n, la division euclidienne de X* par xa s’écrit
=Qr X XA+ aElk_)1X“’] +...F agk)X+ aék) ot Qx € R[C] et (a(() oa T(lk_)ﬂ eCm

Le théoréme de CAYLEY-HAMILTON montre alors que Ak = aik_)]A“*] +...+ agk)A + a, )In.

P k
A
Ainsi, Yk € N, A* € Vect(A™ 1 ... A, I,) puis Vp € N, E o e Vect(A™ T A"2 ... A,I.). Enfin, puisque
k=0
Vect(AM T AM2 . A, 1) est un fermé de .#, (C) en tant que sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel de dimension
P k
A
finie, exp(A) = lim — e Vect(AM A2 LA L.
p—o+oo k'

On a montré que

VA € #,(C), exp(A) € C_1[A].
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