Planche n° 19. Fonctions de plusieurs variables.

Corrigé

Exercice n° 1

1) f est définie sur R? \ {(0,0)}.
Pour x # 0, f(x,0) = 0. Quand x tend vers 0, le couple (x,0) tend vers le couple (0,0) et f(x,0) tend vers 0. Donc, si f a
une limite réelle en 0, cette limite est nécessairement 0.

1 1
Pour x # 0, f(x,x) = 7 Quand x tend vers 0, le couple (x,x) tend vers (0,0) et f(x,x) tend vers 7 # 0. Donc f n’a pas
de limite réelle en (0,0).
2) f est définie sur R? \ {(0,0)}.

x*y? xyl 1 1

Pour (x,y) # (0,0), [f(x,y)| = Tyl =2 oy X Ixyl < z|xy\. Comme zIxy\ tend vers 0 quand le couple (x,y) tend
vers le couple (0,0), il en est de méme de f. f(x,y) tend vers 0 quand (x,y) tend vers (0, 0).

3) f est définie sur R? \ {(0,0)}.
3

1
Pour y # 0, f(0,y) = ?? = Ij Quand y tend vers 0 par valeurs supérieures, le couple (0,y) tend vers le couple (0,0) et
f(0,y) tend vers +oo. Donc f n’a pas de limite réelle en (0, 0).

4) f est définie sur R? \ {(0,0)}.

V2x2
2x/IxI /2]

+00. Donc f n’a pas de limite réelle en (0,0).

5) f est définie sur R? \ {(x, —x), x € R}.
23y (_ _ 22 1
Pour x # 0, f(x,—x +x3) = (x4 x7 =) x§+( x+x7)7) ~s T Quand x tend vers O par valeurs supérieures, le
x—

couple (x, —x + x3) tend vers (0,0) et f(x, —x + x3) tend vers —oo. Donc f n’a pas de limite réelle en (0,0).

6) f est définie sur R? \ {(x,0), x € R}.

1 —cos+/xyl R (VIxyD? ]

m 1 0.0) Tyl =3 et donc f tend vers 0 quand (x,y) tend vers (0,0).
XYU — )

Pour x # 0, f(x,x) = .Quand x tend vers 0, le couple (x,x) tend vers le couple (0,0) et f(x,x) tend vers

7) f est définie sur R3 privé de la surface d’équation x? —y? + z? = 0.

f(x,0,0) = — qui tend vers +o0o quand x tend vers 0 par valeurs supérieures. Donc f n’a pas de limite réelle en (0,0, 0).
X

h+k 1
8) f(2+h,—2+Kk,1) = e R 1—’2_ Ak g(h,k,1). g(h,0,0) tend vers 7 quand h tend vers 0 et g(0,0,1) tend

1
vers 0 # 1 quand 1 tend vers 0. Donc, f n’a pas de limite réelle quand (x,y,z) tend vers (2,—2,0).

Exercice n° 2
o f est définie sur R2.
o f est de classe C! sur R2\ {(0,0)} en tant que fraction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule pas sur R?\ {(0,0)}.

e Continuité en (0,0). Pour (x,y) # (0,0),

X
If(x,y) — £(0,0)] =

déduit que f est continue en (0,0) et finalement f est continue sur RZ.
f est de classe C® au moins sur R2.
e Dérivées partielles d’ordre 1 sur R? \ {(0,0)}. f est de classe C' au moins sur R? \ {(0,0)} et pour (x,y) # (0,0),

Of ) = (B3> =y ) +y%) — (¥ —xyH)(2x)  yx* + 4Py —y?)
— XY=y (Xz +y2)2 - (XZ +y2)2 ?
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D’autre part, pour (x,y) # (0,0) f(x,y) = —f(y,x). Donc pour (x,y) # (0,0),

of of x(x* —4x2y? —y?

—(X»U):——(U)X): ( 2 yzzy )

dy ox (x2 +y?)
e Existence de ﬁ(O,O) et ﬁ(O,O). Pour x # 0,

0x dy
f(x,0) —f(0,0) 0—0
= = O7
x—0 X
et donc lim w = 0. Ainsi, ﬁ(O,O) existe et ﬁ(O,O) = 0. De méme, ﬁ(O,O) = 0. Ainsi, f admet des dérivées
x—0 x—0 0x ox oy

partielles premiéres sur R? définies par

yi! +ay? —yt)

Y(x,y) € Rz, %(x,y) = (x2 +y2)? si (x,y) # (0,0) ot
0 si (X)y) = (O)O)

x(x* — 4x?y? —y*)

aa_f(x)y): X2+ y2)2 si (x,y) # (0,0) )
Y 0si (x,y) = (0,0)
s e, of of
e Continuité de — et — en (0,0). Pour (x,y) # (0,0),
0x dy
o )= Ao, = WK 4y =yl by byt 2T 2y
ox ox (x2 +y2)? h (x2+y2)2 (x2 +y?)? '
of of
Comme 2Jy| tend vers 0 quand (x,y) tend vers (0,0), on en déduit que a(x,y) — 5(0, 0)| tend vers 0 quand (x,y) tend
vers (0,0). Donc la fonction — est continue en (0,0) et finalement sur R?. Il en est de méme de la fonction — et on a
0x dy

montré que

f est au moins de classe C' sur R2. I

Exercice n° 3
On pose D ={(x,0), x € R} puis Q = R?\ D.
o f est définie sur R2.

e f est de classe C! sur Q en vertu de théorémes généraux et pour (x,y) € Q,

of (x,y) cos [ X) et of (x,y) = 2ysi X xcos [ =
_— = —_ _— = 11 —_ _— —_ .
ox Y =Y Y 3y »Y Y " "

e Etudions la continuité de f en (0,0). Pour (x,y) # (0,0),

()

Osiy=0

yz

f(x,y) — (0, 0) =

siy #0 <{ yZsiy #0 2

Osiy=0

Comme y? tend vers 0 quand (x,y) tend vers 0, lim  f(x,y) =f(0,0) et donc f est continue en (0,0) puis

f est continue sur R?.
. . ) of ) )
e Etudions 'existence et la valeur éventuelle de a—(xo, 0), xo réel donné. Pour x # xo,
X

f(x,0) — f(x0,0)  0—0

= =0.
X —Xo X —Xo
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f(X, XO) - f(XO) O)
X — X0

Donc

of of
tend vers 0 quand x tend vers xo. On en déduit que ™ (x0,0) existe et a(xo, 0) = 0. Finalement,

of
la fonction P est définie sur R? par
X

X
ycos | — | siy#0
(y) .

0siy=0

of
2 —_— pr—
V(x,y) € R, ™ (x,y)

of
e Etudions 'existence et la valeur éventuelle de @(xo, 0), xo réel donné. Pour y # 0,

X0

ZS' ( )
flxo,y) — flx0,0) ¥ "y ) (xO)
= =ysin [ = ).
U_O y y
On en déduit que f(x0,y) — f(x0,0) f(x0,y) — f(x0,0)
y—0 y—0
of

of of
—(x0,0) existe et @(XQ,O) = 0. Finalement, la fonction P est définie sur R? par

ay
X X
of 2y sin (—) — X cos <—> siy #0
Vix,y) € sz @(Xay) = Y Y .

< |yl puis que tend vers 0 quand y tend vers 0. Par suite,

O0siy=0
. ... . of ) ) 2
e Etudions la continuité de P en (xo,0), xo réel donné. Pour (x,y) € R,

(3

Osiy=0

of of Iyl siy#0

—(x,y)——(xo,m] -

< .
ox ox vl

of of
Quand (x,y) tend vers (0,0), [y| tend vers 0 et donc a(x,y) tend vers a(xo, 0) quand (x,y) tend vers (xo,0). La fonction
of
™ est donc continue en (xo,0) et finalement
. of . 5
la fonction P est continue sur R-.

of
e Etudions la continuité de a en (xo,0), X0 réel donné. Supposons tout d’abord xo = 0. Pour (x,y) € R?,

of of ’29 sin (z> — X COS (f)
’—(x,y)——(o,())’: y Y

dy dy

siy#0
Y < 2yl + x|

Osiy=0
of of
Quand (x,y) tend vers (0,0), |x| + 2Jy| tend vers 0 et donc @(x,y) tend vers @(0,0) quand (x,y) tend vers (0,0).

of
Supposons maintenant xo # 0. Pour y # 0, @(xo,y) = 2ysin (7;—0) — X0 COs (7;—0) Quand y tend vers 0, 2y sin <);—O)

of
tend vers 0 car |2y sin (7;—0) < 2yl et xo cos (Z—()) n’a pas de limite réelle car xo # 0. Donc @(xo,y) n’a pas de limite
quand y tend vers 0 et la fonction @ n’est pas continue en (xo,0) si xo # 0. On a montré que

f est de classe C' sur Q U{(0,0)} et pas plus.

2
e Etudions 'existence et la valeur éventuelle de a?(—a‘;(o, 0). Pour x # 0,
of of
@(X)O) - @(030) _ 0—0 o
x—0 X '
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of of
a_(x)o) - a_(o)o) aZf aZf
Done 2Y Y tend vers 0 quand x tend vers 0. On en déduit que ———(0,0) existe et ——(0,0) = 0.
x—0 ox0y ox0y
. . ) G
e Etudions 'existence et la valeur éventuelle de W(O, 0). Pour y # 0,
of of (0)
il _ ycos | —
30V 5,00 ves(y)
y—0 Y
of of
a_(o)y) - a_(o)o) azf azf
Donc 4% X tend vers 1 quand y tend vers 0. On en déduit que ——(0,0) existe et (0,0) =1.0mn a
y—o0 o0yox o0yox
) o%f 02f . o
montré que ——(0,0) et ———(0,0) existent et sont différents.
0x0y a 0x

Exercice n° 4

On dérive par rapport a A les deux membres de I’égalité f(Ax) = ATf(x) et on obtient

af

VX = (X1yeeeyXn) € R™ VA > 0, le ) = TAT T (x),

i=1

et pour A = 1, on obtient

i

toof
Vx = (X1, .y Xn) € R™ ing(x) =1f(x).
i=1

Exercice n° 5

1) f est de classe C! sur R? qui est un ouvert de R%. Donc si f admet un extremum local en un point (xo,yo) de R?,
(x0,Yo) est un point critique de f.

2xy =0 x =0
= 2 -
df (x,y) 0= x2 4 : +yyz =0 <:>{ =0

Si f admet un extremum local en un point (xo,yo) de R?, alors (xo,Yyo) = (0,0).

Réciproquement, pour tout réel x # 0, f (x, xz) —£(0,0) = f(x,y) =x*+1n (1 + X4) > 0. Puisque (x, xz) ( )—)( : (0,0),
x,y)—(0,0

Pexpression f(x,y) — f(0,0) prend des valeurs strictement positives dans tout voisinage de (0, 0).

D’autre part, pour tout réel x # O, f(x, —xz) —£(0,0) = f(x,y) = —x* +1In (1 +x4) < 0 (inégalité de convexité).

L’expression f(x,y) — f(0,0) prend aussi des valeurs strictement négatives dans tout voisinage de (0, 0).

Ainsi, 1(0,0) n’est ni un minimum local, ni un maximum local et finalement, f n’a pas d’extremum local.

2) La fonction f est de classe C! sur R? en tant que polynome & plusieurs variables. Donc, si f admet un extremum local
n (x0,Yo) € R?, (x0,Yo) est un point critique de f. Soit (x,y) € R?.

A ) =0

x0T o —4(x —y) +4x3 =0 ¥ +y3=0 ol v=x
ﬁ(x ) —0 4x—y)+4y>=0 —4(x —y) +4x3 =0 x3—2x=0
ay 7

& (x,y) € {(0,0), (\/Z—\/Z) , (—\/Z \/E)}

e Etude en (\/Z —\/Z) f (\/Z, —\/Z) = —8 puis, pour tout (x,y) € R?,

f(x,y)—f(\/z,—\/z) :x4+y4—2x2—Zyz—|—4xy+8>x4—|—y4—2x2—2y2—2(x2+yz) +38

=x* =yt —ay? 4 8 = (x2—2)2+ (yz—z)z = 0.
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et donc f admet un minimum global en (\/Z —\/Z) égal a —8.

e Etude en (—\/Z \/Z) Pour tout (x,y) € R?, f(—x, —y) = f(x,y) et donc f admet aussi un minimum global en (—\/Z \/Z)
égal a —8.
e Etude en (0,0). f(0,0) = 0. Pour x # 0, f(x,x) = 2x* > 0 et donc f prend des valeurs strictement supérieures a f(0,0)
dans tout voisinage de (0,0). Pour x € }—\/Z\/Z[\{O}, f(x,0) = x* —2x? = x?(x?> —2) < 0 et f prend des valeurs
strictement inférieures a f(0,0) dans tout voisinage de (0,0). Finalement, f n’admet pas d’extremum local en (0, 0).
Exercice n° 6
On munit .#;, (R) d’une norme sous-multiplicative || ||. Soit A € GL,(R). On sait que GL, (R) est un ouvert de .4, (R) et
donc pour H € ., (R) de norme suffisamment petite, A + H € GL,,(R). Pour un tel H

A+H) T—AT=(A+H) "(Ih —(A+HA ) =—(A+H) THA™'

puis

A+H) T —AT+A TTHA ' =—(A+H) "THA "+ A "HA ' = (A+ H)""(-HA" " + (A+ H)A"THA ")
=(A+H) THATTHA .

fA+H) —f(A) + A THA [ = [(A+H) T = AT+ A THA || < (A +H) T AP IH)%

Maintenant, la formule M~! = t(com(M)), valable pour tout M € GL,(R), et la continuité du déterminant

1
det(M)
montre que Papplication M — M~ est continue sur I'ouvert GL,,(R). On en déduit que H(A +H)™! || tend vers ||A*] ||
quand H tend vers 0. Par suite,

lim [[(A +H) || JA]]* [H]| = 0 et done lim,

—1 —1 -1 _
Jim HHII HA+H —A " +A'THA H_o.

Comme application H — —A~THA ™! est linéaire, c’est la différentielle de f en A.

VA € GLa(R), VH € #n(R), dfa(H) = —A"THA .

Exercice n° 7

Pour tout complexe z tel que |z| < 1

+oo Z2n+1 +oo |z|2n+T
|sin(z) é( " | € & ey ) <
el et e—e!

I’égalité étant obtenue effectivement pour z =1 car |sin(i)| =

2i

Max{|sinz|, z € C, |z| < 1} =sh(1).

Exercice n° 8

1) Soit f une application de classe C' sur R?. Posons f(x,y) = g(u,v) ot uw = x +y et v = x + 2y. L’application
(x,y) — (x +y,x+2y) = (u,v) est un automorphisme de R? et en particulier de classe C' sur R?.

of 0 _Ou _0dg 0v _0g 0dg 99
ox ax(g(u’ )= x “ou "ox ‘v ou ' ov
De méme, E 69 Zag et donc
oy au ov
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of  of 0
Par suite, 25° — 7 = 0 & % — 0 & 3h e C'(R,R)/ Y(u,v) € R2, g(u,v) = h(v) & Jh € C'(R,R)/
R?, f(x,y) = h(x +2y).

Les solutions sont les (x,y) — h(x +2y) ou h € C'(R,R).

Par exemple, la fonction (x,y) — cos+/(x +2y)2 + 1 est solution.

Vix,y) €

2) Soit f une application de classe C! sur R? \ {(0,0)}. Posons f(x,y) = g(r,0) oit x =rcos0 et y = rsin 0. L’application

(1,0) — (rcos0,7sin0) = (x,y) est de classe C' sur R2. De plus,
dg 0 ox of Oy of of . of
ar o oU) = gra e gy — 005y Teinfgy
et
dg 0 ox of 0y of . of of _of of
20 20 oY) = 5a5c Taeay - TSmOgy TreosOgy =xgy Ve
Donc
of of dg ]
%y Y3 = 0& 30 = =0& Jhy € C'(]0, o0, R)/ V(1,0) €]0,+00[x[0, 27t[, g(r,0) = hq(T)
& 3hy € C' 10,00l R)/ V(x,y) € R2\{(0,0)}, f(x,y) = hy (V32 +y7)
& 3h e C'(10,+col,R)/ ¥(x,y) € R*\{(0,0)}, f(x,y) = h(x* +y?).
Les solutions sont les (x,y) — h(x? +y?) ott h € C'(]0, +ool, R).
, , 5 . = o°f o%f
3) Soit f une fonction de classe C* sur ]0, +oco[xR. D’aprés le théoréme de SCHWARZ, —— = .
oxdy  0yox
Soit @ : ]0,4+oco[xR — 10, +oo[xR . Donc si on pose f(x,y) = g(u,v), ona g="~o .
(u,v) = (ww) = (x,y)
Soit (x,y,u,v) €]0, +00[xRx]0, +co[xR.
—x U=x
ouy) =y e { 07X DT
X
of Qdudg 0vog 0g vy dg
e — = — — _—— = — — = —,
Ox Oxou Oxdv du x20v
of oudg dvdg 19g
o — = — —— _—— = ——,
oy Oyou 0Oyodv xov
CUN_0 (%9 29\ _ (9 y 9 (39 _y g  y o) g 2y P  y %9 2y
x2  dx \du x2dv ouZ  x2 oudv x3 v x2oudv  x* ov? uZ  x2oudv  x* v | x3 ov’
O f 0 (3 ydg) 109 1039 1y
oxdy oy \du x20dv/) xovdv xZov x3 0?2
2 3 [1dg) 1 dg
o — = —— _— e
dy?2  dy \ x ov xZ 0v2
Ensuite,
f 02f 0%f 0?2 0?2 29?2 0 0?2 2y 0 29?2 29?2
T PGP oy e v N0, e Nl NIy
0 0x0y oy ouw ouov v x Ov ovov  x dv  x* 0Ov x4 0v
_ 2%
ou?
Ainsi,
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2 aZ 2 2

o-f f o-f
V(x,y) €]0,+oo[xR, xzw(x,y) + 2xym(x,y) +yzw(x,y) =0 & V(u,v) €]0,+oo[xR 9 (u,v) =0

 u?
& Jhe C3(R,R)/ V(u,v) €]0,+0c0[xR, g—ﬁ(u,v) =h({v)

3(h, k) € (C*(R,R))?/ V(u,v) €l0,+00[xR, g(u,v) =uh(v) +k(v)

A(h,k) € (C*(R,R))?/ V(x,y) €10, +oo[xR, f(x,y) = xh(xy) + k(xy).

Les fonctions solutions sont les (x,y) — xh(xy) + k(xy) oit h et k sont deux fonctions de classe C? sur R.
Exercice n°9
On munit (R3)? de la norme définie par V(x,y) € (R3)?, ||(x,y)|| = Max{||x||2, [[y]|2}-
e Soit (a,b) € (R?)2. Pour (h,k) € (R3)?2,
f((a,b) + (h,k)) = (a+h).(b +k) =ab+ a.h+bk+hk,

et donc f((a,b) + (h,h)) —f((a,b)) = (a.h + b.k) + h.k. Maintenant I’application L : (h,k) — a.h+ b.k est linéaire et
de plus, pour (h,k) # (0,0),

[f((a,b) + (R, h) — f((a, b)) = L((h, k)| = [h.K| < [[R]l2[K]]2 < [[(h, k)|,

1 .
et donc m‘f((a,b) + (h) h)) - f((a)b)) - L((h) k))‘ < H(h) k')” puis

(h’kl)i_ql(o‘o) mlf((a,b) + (h,h)) = f((a, b)) — L((h,k))[ = 0.

Puisque 'application (h, k) — a.h+ b.k est linéaire, on en déduit que f est différentiable en (a,b) et que V(h, k) € (R3)?,
df(a,b) (h, k) =a.h+b.k.

Exercice n° 10

n
inz. f est de classe C' sur R™ \ {0} en vertu de théorémes

lére solution. Pour x = (x1,...,xn) € R™, f(x) =
i=1
généraux et pour tout x = (x1,...,xn) € R\ {0} et tout i € [1,n]
of X4 Xi
—x) = =
0xi n 1|2
DX
i=1

dfx(h):i o he= ixihi xh

x4 2 2

i=1

h
¥x € RM\ {0}, Vh € R™, dfy(h) = |’;||2.

2 éme solution. Soit x € R™\ {0}. Pour h € R™,

(I + 2 — [Ix[l2) (Ix + hll2 + [Ix[l2) _ 2(x/h) + [|h]|3

X +hll2 = lIx]l2 = = :
[ +Rl2 +[Ix]2 [ +l2 +[x]2
puis
xho 2R +h)3 xlh = (lx +hil2 —[[x]l2) (xIh) + [[x]2]R]13
X +hl2 = lIx[l2 — = - =
Ixllz - lx+hllz+lxllz - lIxll2 (I +Rll2 + [xl2) fIx]l2
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1 1

(I +Tll2 + [[x[l2) [[x]l2 n—0 2|13
et aussi que ||[x+h|2 — HXHZ tend vers 0 quand h tend vers 0. Ensuite, puisque |(x[h)] < ||x][2]|h]|2 (inégalitée de CAUCHY-
SCHWARZ), on a x|h o O(||h]]2) puis (x4 hll2 —||x]|2) (xIh) o o(|[h2).

— (Ix +hll2 = [Ix]l2) (xIh) + [Ix]l21]13

Maintenant, on sait que 'application x — ||x||2 est continue sur R™. On en déduit que

Finalement, o(|[h]|2) et donc

(% + hil2 + [Ix[[2) lIx]l2 n—0
Ie+nlz2 = ixllz + 7= ” ” +o([hl2).
. I x/h o ) . A
Puisque l'application h +— W est linéaire, on a redémontré que f est différentiable en tout x de R™ \ {0} et que
X||2
x|/h

VX S Rn \{0}, \V/h S Rn, dfx(h) - W

2

e Vérifions que f n’est pas différentiable en 0. Soit L une application linéaire de R™ dans R c’est-a-dire une forme linéaire.

1 h
0+ hl.— 02—L(h))—1—L<—>.
Tz (1012 =0l Tl

Supposons que cette expression tende vers 0 quand h tend vers 0. Pour u vecteur non nul donné et t réel non nul,
tu t u

I'expression T —L (W) =1- mL (W) tend donc vers 0 quand t tend vers 0. Mais si t tend vers 0 par valeurs
ujj2 ujj2

supérieures, on obtient L(u) = ||u|2 et si t tend vers 0 par valeurs inférieures, on obtient L(u) = —|lul|2 ce qui est

impossible car u # 0. Donc f n’est pas différentiable en 0.

Exercice n°11

On pose BC =a, CA =D et AB = c et on note &/ 'aire du triangle ABC. Soit M un point intérieur au triangle ABC. On
note I, J et K les projetés orthogonaux de M sur les droites (BC), (CA) et (AB) respectivement. On pose u = aire de MBC,
v = aire de MCA et w = aire de MAB. On a

2u

d(M, (BC)) x d(M, (CA)) x d(M, (AB)) = M x MJ x MK = = v 2w

X X = —w(F —u—v).

c abc

1l s’agit alors de trouver le maximum de la fonction f : (u,v) — uv(&/ —u —v) sur le domaine
T={(uv)eR?/u>0,v=0etut+v<a}

T est un compact de R?. En effet :

-VY(u,v) € T2, ||(w,V)||1 =u+v < o et donc T est bornée.

- Les applications @1 : (u,v) —u, @2 : (u,v) —vet @3 : (u,v) — u+v sont continues sur R? en tant que formes
linéaires sur un espace de dimension finie. Donc les ensembles P; = {(u,v) € R?/u > 0} = (pf] (10, +o0l),

Py ={(u,v) €R?/v >0} = @5 ' ([0, +o0[) et P3 ={(u,v) € R?/ u+v < &} = @3 (] — 00, %]) sont des fermes de R?
en tant qu’'images réciproques de fermés par des applications continues. On en déduit que T = Py NP, NP3 est un
fermé de R? en tant qu'intersection de fermés de R2.

Puisque T est un fermé borné de R?, T est un compact de R? puisque R? est de dimension finie et d’aprés le théoréme de
BOREL-LEBESGUE.

f est continue sur le compact T & valeurs dans R en tant que polynome & plusieurs variables et donc f admet un maximum
sur T.

[e]
Pour tout (u,v) appartenant a la frontiére de T, on a f(u,v) = 0. Comme f est strictement positive sur T = {(u,v) €
R2/1u >0, v>0etu+v <0}, fadmet son maximum dans T. Puisque f est de classe C! sur T qui est un ouvert de R?,

(e} (e}
si f admet un maximum en (ugp,vo) € T, (U, Vo) est nécessairement un point critique de f. Soit (u,v) € T.

O ) —0
V= V(e —2u—v) =0 Nty — o o
of @{u(,@%—u—z\;):o G vy Bu=v=T.
a_v(u,\)):
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Puisque f admet un point critique et un seul a savoir (wg,vo) = 33 ) f admet son maximum en ce point et ce
d3
maximum vaut f(ug,vo) = 57 Le maximum du produit des distances d’un point M intérieur au triangle ABC aux cotés
3
de ce triangle est donc .
& 27abe

Remarque. On peut démontrer que pour tout point M intérieur au triangle ABC, on a

M = bar ((A, aire de MBC), (B, aire de MAC), (C, aire de MAB)) .

Si maintenant M est le point en lequel on réalise le maximum, les trois aires sont égales et donc le maximum est atteint
en G l'isobarycentre du triangle ABC.

Exercice n° 12

Soient A et B les points du plan de coordonnées respectives (0, a) et (a,0) dans un certain repére &% orthonormé. Soit M
un point du plan de coordonnées (x,y) dans Z. Pour (x,y) € R?,

f(x,y) = MA + MB > AB avec égalité si et seulement si M € [AB].

Donc f admet un minimum global égal & AB = ay/2 atteint en tout couple (x,y) de la forme (Aa, (1 —A)a), A € [0,1].
Exercice n° 13

Puisque la fonction ch ne s’annule pas sur R, g est de classe C? sur R? et pour (x,y) € R?,

0g o sin(2x) ., [ cos(2x)
oY =y <ch(zy))
puis
92g ~ cos(2x) , ( cos(2x) sin?(2x) _,, [ cos(2x)
sty =5 (S ) Yty ()
B _4005(2x)f, (cos(Zx)) 41 —cosz(Zx)f,, (cos(Zx))
~ ch(2y)  \ ch(2y) ch?(2y) ch(2y) /-
De méme,
@(x, ):_zcos(b;) sh(2y) ,(cos(Zx))
dy ch?(2y) ch(2y)
puis
d2g B 2¢h(2y) — 4sh?(2y) ch(2y) ., [ cos(2x) cos?(2x) sh?(2y) ., ( cos(2x)
gyz (oY) = s o (2y) ! ( ch(2y) ) a2y ( ch(2y) )
- cos(2x) 2 ,(cos(Zx)> cos?(2x)(ch?(2y) — 1) ,,<cos(2x)>
= 476}13(29)( ch”(2y) + 2)f h(2y) +4 ' (2y) f a2y )

Donc, pour tout (x,y) € R?,

Chz(zy)Ag(x,y) _ _zcos(Zx)f, (cos(Zx)) n (1 B cosz(Zx)> W <cos(2x)) .

4 ch(2y) ch(2y) ch? (2y) ch(2y)
Maintenant, pour (x,y) € R?, —1 < cos(2x) < 1 et d’autre part, I’expressio s(2x) _ cos(2x) décrit [—1,1] quand x
mtenan ur NS NS utr Irt, XPpr 1011 = Il uar
) p ’y ) C] (2 ) p p C] (ZX) ) q

cos(2x)
ch(2x)’

décrit R. Donc { (x,y) € Rz} = [—1,1]. Par suite,

V(x,y) R?, Ag(x,y) =0 & vt € [—1,1], (1 —t2)f"(t) — 2tf'(t) = 0.
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cos(2x)
ch(2y)

On cherche une application f de classe C? sur ] — 1,1[. Or =1 & |cos(2x)| = ch(2y) & [cos(2x)| = ch(2y) =

1(:>y:Oetx€§Z. Donc

Wxg)Rz\{<%;&),keZ},Ammy)_0¢$th——L1LU——ﬁﬁ”h}—hﬁh)_o
A

evtel =11, (1=t (1) =0 NeR/ Vel -1,1], () = -—

A [T+t
@ﬂ%MeRde—wam:Em(ﬁ:>+w

De plus, f n’est pas constante si et seulement si A # 0.

T+t

SR 1
L’application t — 5 In (m

) convient.

Exercice n° 14

C(X)U) —S(X»U)
S(X)U) C(X)U)
C! sur R? telle que ¢ +s? =1 (). Il s’agit dans un premier temps de vérifier que les fonctions ¢ et s sont constantes sur
R2.

Soit (x,y) € R?. La matrice jacobienne de f en (x,y) s’écrit < > ou ¢ et s sont deux fonctions de classe

0°f o°f Q)
Puisque f est de classe C? sur R?, d’aprés le théoréme de SCHWARZ, —— = ———. Ceci s’écrit encore — €)=
0x0y 0x0y oy \ s
0 _
— ( s ) ou enfin
ox c
oc )
@(X»U) —a—s(x,y)
a (X) U) a (X) U)
0 0 0 0
En dérivant (x) par rapport & x ou a y, on obtient les égalités c—C + s—s =0et c—C + S—S = 0. Ceci montre que les
ox ox dy oy
oc dc
deux vecteurs g: et gg sont orthogonaux au vecteur non nul ( z ) et sont donc colinéaires. Mais ’égalité
ox oy
oc oc
(+x) montre que les deux vecteurs g;‘ et ?;‘SJ sont aussi orthogonaux I'un & ’autre. Finalement, pour tout
ox oy
d oc
a—c(x,y) a—(X)U)
(x,y) € R?, les deux vecteurs a: et al‘SJ sont nuls. On en déduit que les deux applications c et s
a (X) U) @ (X) U)

sont constantes sur R? et donc, il existe @ dans R tel que pour tout (x,y) € R?, la matrice jacobienne de f en (x,y) est

cos(0) —sin(0)
(sin(e) cos(0) >

Soit g la rotation d’angle 0 prenant la méme valeur que f en (0,0). f et g ont mémes différentielles en tout point et
coincident en un point. Donc f = g et f est une rotation affine.

Soit f : R? — R? de classe C? dont la différentielle en tout point est une rotation.
Montrer que f est une rotation affine.

(© Jean-Louis Rouget, 2015. Tous droits réservés. 10 http ://www.maths-france.fr



