Résumé de sup : BERNOULLI

1) Loi de BERNOULLI

Définition. Soit p € [0,1]. Une variable aléatoire X suit la loi de BERNOULLI de paramétre p si et seulement si
X(Q) ={0,1} et P(X=1) =p (et P(X =0) =1 —p). (Remarque. X*> = X.)

Théoréme. Si X suit une loi de BERNOULLI de paramétre p, E(X) =p et V(X) =p(1 —p).

Démonstration. E(X) = 0xPX =0)4+1xPX=1)=0x(1—-p)+1xp=pet V(X) = E(Xz) — (E(X))? =
E(X) — (E(X))2 =p —p? = p(1 —p).

2) Loi binomiale

Définition. Une variable aléatoire X suit la loi binomiale de paramétres n € N* et p € [0, 1], notée Z(n,p), si et
seulement si X(Q) = [0,n] et

vk € [0,n], P(X = k) = <E>pk(1—p)“_k.

Théoréme. Si X suit une loi binomiale de paramétres n et p, E(X) = np et V(X) =np(1 —p).

Démonstration directe.
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V(X) =E (X*) = (E(X))? =np + n(n—1)p? —n?p? =np —np? =np(1 —p).

3) La loi binomiale comme somme de n variables de BERNOULLI indépendantes

Théoréme. e Si X et Y sont deux variables indépendantes suivant des lois binomiales de paramétres respectifs (n,p) et
(m,p), alors X + Y suit une loi binomiale de paramétres (n + m,p).

e 5i Xy, ..., Xk sont des variables indépendantes suivant des lois binomiales de paramétres respectifs (ni,p), 1 <1 <k,
k

alors Xy + ...+ Xi suit une loi binomiale de paramétres (n,p) o n = Z ni.
i=1
e Si X1, ..., Xn sont des variables indépendantes suivant une loi de BERNOULLI de paramétre p, alors Xy + ...+ Xy, suit
une loi binomiale de paramétres n et p.
Démonstration.

e Soit Z=X+Y. Z(Q) = [0,n + m]. Puisque X et Y sont indépendantes, pour tout k € [0,n + m],

P(Z=k)=P(X+Y=k) = > P(X=1)Nn(Y=§) =) PX=1P(Y=k—1)
(1,j)[0,n]x[0,m], i+j=k i=0
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Maintenant, Z (?) (knj i) est le coefficient de X* dans le développement de (14+X)™ x (14+X)™ = (Z (?) Xi> Z (1;1) X

i=0 i=0

Puisque (1+X)™ x (1 +X)™ = (1 +X)™"™ ce coefficient est aussi <n—|];m)_ Donc,

k
Z n m L] = nem (relation de VANDERMONDE).
i/\k—1 k
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Mais alors, P(Z = k) = (n —:—{m) p*(1 —p)™ ™. Ceci montre que Z suit la loi Z(n + m,p).
e e deuxiéme résultat se montre par récurrence sur k et puisque Xy, ..., Xx4+1 indépendantes = Xy41 et X7 4+ ...+ Xx
indépendantes.

n

e Le troisiéme résultat est le cas particulier Vi, ny = 1. Dans ce cas, E ng =mn.

i=1
Théoréme. Si X suit une loi binomiale de paramétres n et p, E(X) = np et V(X) =np(1 —p).

Démonstration. Soient Xj, ..., X;; n variables indépendantes suivant la loi de BERNOULLI #(1,p). D’aprés ce qui
précéde, Xq +...+ Xy =X.

Par linéarité de lespérance, E(X) =E(X;)+...+EXp)=p+...+p =np.

Puisque les variables Xy, ..., Xy, sont indépendantes, les variables Xy, ..., X;,, sont deux & deux indépendantes. On en
déduit que V(IX) =V (X)) +...4+V(Xy)=p(1—p)+...+p(1 —p) =np(1 —p).



