
Devoirs MPSI2

R. Mansuy

2011-2012



MPSI2 Devoir 1 R. Mansuy

Problème – Application différence

Notons, pour tout entier d ≥ 2,

δd :

{
Zd → Zd

(x1, x2, . . . , xd) 7→ (|x1 − x2|, |x2 − x3|, . . . , |xd − x1|)

Pour toute application f ;Zd → Zd, notons fk = f ◦ f ◦ . . . ◦ f︸ ︷︷ ︸
k fois

la k-ème composée

de f . Par exemple, δ0d = Id, δ1d = δd et, pour tout n ∈ N, δn+1
d = δd ◦ δnd = δnd ◦ δd.

Partie A – Généralités

1. Déterminer tous les x = (x1, x2, . . . , xd) ∈ Zd tels que δd(x) = (0, 0, . . . , 0).

2. Calculer, pour tout n ∈ N, δn3 (1, 0, 0) et δn4 (1, 0, 0, 0).

3. (a) Comparer, pour tout x ∈ Zd et tout α ∈ Z, δd(αx) et δd(x).

(b) Soit σd :

{
Zd → Zd

(x1, x2, . . . , xd) 7→ (x2, . . . , xd, x1)

Comparer, pour tout x ∈ Zd, σd ◦ δd(x) et δd ◦ σd(x).

4. Notons, pour tout x = (x1, x2, . . . , xd) ∈ Zd, ‖x‖ = max
1≤k≤d

|xk|.

(a) A-t-on pour tout x ∈ Zd, ‖δd(x)‖ ≤ ‖x‖ ?

(b) A-t-on pour tout x ∈ Nd, ‖δd(x)‖ ≤ ‖x‖ ?

(c) Trouver x ∈ Nd non constant tel que ‖δd(x)‖ = ‖x‖.
L’objectif est de trouver une condition nécessaire et suffisante sur d pour que

∀x ∈ Zd, ∃n ∈ N, δnd (x) = (0, 0, . . . , 0).

Partie B – Cas où d est impair

Dans cette partie, on suppose que d est impair.

1. Soit x = (x1, x2, . . . , xd) ∈ Zd et α ∈ N tel que δd(x) = (α, α, . . . , α)

(a) Montrer qu’il existe ε1, ε2, . . . , εd ∈ {±1} tels que

ε1α = x2 − x1, ε2α = x3 − x2, . . . , εdα = x1 − xd.

(b) En déduire que α = 0.

2. Soit x ∈ Zd et n ≥ 2 tels que δnd (x) = (0, 0, . . . , 0) et on pose y =
(y1, y2, . . . , yd) = δn−1d (x).

(a) Justifier que y1 = y2 = . . . = yd.

(b) Déterminer les valeurs possibles pour x.

3. Conclure.

Partie C – Cas où d admet un diviseur impair

Dans cette partie, on suppose que d = ab avec a impair.

1. Soit x = (x1, x2, . . . , xa) tel que

∀n ∈ N, δna (x) 6= (0, 0, . . . , 0).

Montrer que, pour tout n ∈ N,

δnd (x1, x2, . . . , xa, x1, x2, . . . , xa, . . . , x1, x2, . . . , xa) 6= (0, 0, . . . , 0).

2. Conclure.

Partie D – Cas où d est une puissance de 2

Dans cette partie, on suppose que d = 2m.
On note (x1, x2, . . . , xd) = (y1, y2, . . . , yd)[2] si, pour tout i ≤ d, xi = yi[2] (c’est-à-
dire si chaque coordonnée de x à la même parité que la coordonnée correspondante
de y).

1. Soit x ∈ Zd.
(a) Vérifier, par récurrence sur n ∈ N∗, que

(Id− σd)n =

n∑
i=0

(
n

i

)
(−1)iσid.

(b) Montrer que
(Id− σd)d(x) = (0, 0, . . . , 0)[2].

(c) Montrer que les coordonnées de δdd(x) sont toutes paires.

(d) Montrer que pour tout m ∈ N∗, il existe x′ ∈ Nd tel que

δdmd (x) = 2mx′.

2. Soit x ∈ Nd et p ∈ N tel que ‖x‖ < 2p. Soit x′ ∈ Nd tel que

δdpd (x) = 2px′.

(a) Vérifier que si x′ 6= (0, 0, . . . , 0), alors ‖δdpd (x)‖ ≥ 2p.

(b) Conclure.
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Problème I – Anneaux de Boole

Un anneau de Boole est un ensemble A muni de deux lois de composition internes
⊕ et ⊗ tel que

(i) ⊕ est associative, commutative, admet un élément neutre, noté 0A et telle que
tout élément de A admet un symétrique pour ⊕

(ii) ⊗ est associative et admet un élément neutre distinct de 0A, noté 1A.

(iii) ⊗ est distributive par rapport à ⊕.

(iv) ∀x ∈ A, x⊗ x = x.

Partie A – Anneau de Boole à deux éléments

Munissons l’ensemble B = {0, 1} des lois + et × définies par les tables suivantes :

+ 0 1

0 0 1
1 1 0

× 0 1

0 0 0
1 0 1

Vérifier que (B,+,×) est un anneau de Boole.
Peut-on construire un anneau de Boole à deux éléments distinct de celui-ci ?

Partie B – Différence symétrique et réunion

Soit E un ensemble non-vide. On rappelle que la différence symétrique de deux
parties A et B de E est définie par A∆B = (A ∩B{) ∪ (B ∩A{).

1. Vérifier rapidement que ∆ est commutative. Est ce que ∆ admet un élément
neutre ?

2. Montrer que, pour tout A,B ∈ P(E),

A∆B = (A ∪B) \ (A ∩B) = (A ∪B) ∩ (A ∩B){.

3. Montrer que ∩ est distributive sur ∆.

4. Conclure que (P(E),∆,∩) est un anneau de Boole.
On admettra les propriétés d’associativité.

Partie C – Propriétés générales d’un anneau de Boole

Considérons un anneau de Boole (A,⊕,⊗).

1. (a) Montrer que pour tout x ∈ A, x⊗ 0A = 0A et x⊕ x = 0A.

(b) Déterminer le symétrique des éléments de A pour ⊕.

(c) En déduire que la loi ⊗ est commutative.

2. (a) Simplifier l’expression x⊗ y ⊗ (x⊕ y) pour tout x, y ∈ A.

(b) En déduire que si A 6= {0A, 1A}, alors il existe x et y différents de 0A
tels que x⊗ y = 0A.

3. Considérons la relation binaire ≺ sur A définie par x ≺ y si et seulement si
x = x⊗ y.

(a) Montrer que ≺ est une relation d’ordre.

(b) Montrer que, pour tout x, y ∈ A, sup{x, y} = x⊗y⊕x⊕y puis déterminer
inf{x, y} à l’aide des lois ⊕ et ⊗.

Problème II – Théorème de Cantor Bernstein

Soit E et F deux ensembles non vides tels qu’il existe une injection f de E dans F ,
et une injection g de F sur E.
Posons h = g ◦ f et considérons les ensembles A = h(E) ,

B = g(F ) \A ,
C = E \ (A ∪B) ,

∀i ∈ N,

 Ai = hi(A) ,
Bi = hi(B) ,
Ci = hi(C) .

et enfin A′ =
⋂
i∈N

Ai, B
′ = A′

⋃( ⋃
i∈N

Bi

)
et C ′ =

⋃
i∈N

Ci.

Partie A – Préliminaires

1. Montrer que h est injective.

2. (a) Montrer que, si B = ∅, alors f est surjective.

(b) Montrer que, si C = ∅, alors g est surjective.

(c) Conclure que si B ou C est l’ensemble vide, alors il existe une bijection
entre E et F .

Dans la suite du problème, on suppose que B et C sont non vides.

Partie B – Partitions de E

1. Soit ϕ une application injective de E dans lui-même. Démontrer que
(ϕ(A), ϕ(B), ϕ(C)) est une partition de ϕ(E).

2. Pour tout i ∈ N, démontrer que (Ai+1, Bi+1, Ci+1) est une partition de Ai.

3. Démontrer que, pour tout n ∈ N, la famille (An, B0, . . . , Bn, C0, . . . , Cn) est
une partition de E.

4. Montrer que :

y
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. si A′ 6= ∅, alors la famille (A′, B0, . . . , Bn, . . . , C0, . . . , Cn, . . .) est une par-
tition de E

. si A′ = ∅, alors la famille (B0, . . . , Bn, . . . , C0, . . . , Cn, . . .) est une partition
de E

Partie C – Construction d’une bijection

Définissons l’application ψ définie par ψ(x) =

{
x si x ∈ B′,
h(x) si x ∈ C ′.

1. Vérifier que ψ est une application de E dans E.

2. Démontrer que ψ(E) = A∪B, puis que la corestriction de ψ à A∪B est une
bijection.

3. Soit x ∈ E. Montrer que ψ(x) admet un unique antécédent par g, que l’on
notera θ(x).

4. Montrer que θ est une bijection de E dans F .
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Problème – Homographies de U
Dans ce problème, une homographie de U est une application h : U→ C telle que

∀z ∈ U, h(z) =
az + b

cz + d
,

avec a, b, c, d ∈ C vérifiant |c| 6= |d| et ad− bc 6= 0.
Une homographie h de U vérifiant h(U) ⊂ U est involutive si

∀z ∈ U, h ◦ h(z) = z.

Partie A – Exemples

1. Considérons l’homographie h :

{
U → C
z 7→ z−1

z

(a) L’homographie h est-elle injective ? surjective ?

(b) Déterminer h(Un) et h−1(R).

(c) Déterminer l’ensemble F ⊂ C tel que l’homographie h̃ :

{
U → F
z 7→ z−1

z
soit bijective et préciser la bijection réciproque.

2. Déterminer les homographies de U qui admettent trois points fixes distincts.

Partie B – Groupe de Moebius

1. Montrer que z ∈ U si et seulement si z 6= 0 et z = 1
z .

2. Considérons l’application h définie par h(z) = az+b
cz+d telle que h(U) ⊂ U.

(a) Montrer que, pour tout z ∈ U, Az + Az + B = 0 avec A = ab − cd et
B = |a|2 + |b|2 − |c|2 − |d|2.

(b) Préciser la nature de l’ensemble d’équation Az + Az + B = 0 puis que
A = B = 0.

(c) Montrer que, si a = 0, alors d = 0 et |b| = |c| 6= 0.
En déduire qu’il existe un complexe β tel que, pour tout z ∈ U,

h(z) =
β

βz
.

(d) Montrer que, si a 6= 0, alors |a| = |d| 6= |b| = |c|.
Indication: on pourra remarquer que b = cd

a .
En déduire qu’il existe des complexes α, β tels que, pour tout z ∈ U,

h(z) =
αz + β

βz + α
.

3. Réciproquement, montrer qu’une homographie h définie par h(z) = αz+β

βz+α

vérifie h(U) ⊂ U.

4. Montrer que les corestrictions à U des homographies h telles que h(U) ⊂ U
forment un groupe pour la composition, appelé groupe de Moebius.

5. Montrer que l’homographie définie par h(z) = αz+β

βz+α
est involutive si et seule-

ment si elle est ±Id ou si α+ α = 0.

Partie C – Involutions de Frégier de U

Pour tout a ∈ C \ U, l’involution de Frégier de centre a est l’application Ia qui à
z ∈ U associe Ia(z) ∈ U (différent de z si c’est possible) tel que les points d’affixe
a, z et Ia(z) soient alignés.

1. Justifier rapidement qu’une involution de Frégier est effectivement une invo-
lution.

2. Soit a ∈ C \ U. Déterminer l’expression de Ia(z) pour z ∈ U.
Est-ce l’expression d’une homographie préservant U ?

3. Soit a, b, c trois complexes distincts de C \ U. On admet que

Ia ◦ Ib ◦ Ic(z) =
(1− ab− bc+ ac)z + (−a+ b− c+ abc)

(−a+ b− c+ abc)z − (1− ab− bc+ ac)
.

Montrer que Ia ◦Ib ◦Ic est une involution si et seulement si les points d’affixes
a, b et c sont alignés.

4. Soit z1, z2, z3, z
′
1, z
′
2, z
′
3 des nombres complexes deux à deux distincts de U.

Notons a l’intersection des droites passant par les points d’affixe z1 et z′2 et
passant par les points d’affixe z′1 et z2, b l’intersection des droites passant
par les points d’affixe z1 et z′3 et passant par les points d’affixe z′1 et z3, c
l’intersection des droites passant par les points d’affixe z2 et z′3 et passant par
les points d’affixe z′2 et z3.

(a) Soit a′ le point d’intersection des droites passant par les points d’affixe
z1 et z′2 et passant par les points d’affixe b et c.
Justifier que J = Ia′ ◦ Ib ◦ Ic est une involution.

(b) Calculer J(z2) ; en déduire J(z′2).

(c) Conclure que les points d’affixe a, b et c sont alignés.

y
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z1

z2

z3

z′2

z′1

z′3
a

b

c

y



MPSI2 Devoir 4 R. Mansuy

Problème 1 – Géométrie du triangle

Dans tout ce problème, on assimile un point du plan à son affixe.

Partie A – Calculs sur des droites

1. Soit a et b deux complexes de module 1.

(a) Vérifier que a+ b− abz est le symétrique orthogonal de z par rapport à
la droite (ab).

(b) En déduire que z appartient à la droite (ab) si et seulement si

z = a+ b− abz.

(c) Déterminer la projection orthogonale de z sur la droite (ab).

2. Soit a, b, c et d quatre complexes de module 1.

(a) Montrer que les droites (ab) et (cd) sont parallèles (ou confondues) si et
seulement si ab− cd = 0.

(b) Supposons ab − cd 6= 0. Déterminer le point d’intersection des droites
(ab) et (cd).

(c) Montrer que, pour tous complexes a, b, c, d ∈ U tels que ab− cd 6= 0 et
tels que l’intersection de (ab) et (cd) est un point z0 fixé, l’intersection
de (ac) et (bd) appartient à la droite d’équation

zz0 + zz0 = 2.

Justifier qu’alors, le point d’intersection de (ad) et (bc) y appartient aussi.

3. Soit a, b, c et d quatre complexes de module 1. Déterminer une condition
nécessaire et suffisante pour que les droites (ab) et (cd) soient perpendiculaires.

Partie B – Cercle circonscrit et triangle orthique

Soit a, b, c trois complexes de module 1, u, v et w des complexes tels que

a = u2, b = v2, c = w2.

1. Déterminer l’équation de la droite Ta tangente en a au cercle circonscrit au
triangle abc.

2. Préciser l’intersection a1 de Tb et Tc.

3. Déterminer a2 le pied de la hauteur issue de a.
On définit de même b1, b2, c1 et c2.

4. Vérifier que les droites (a1a2), (b1b2) et (c1c2) sont concourantes.

5. Le point de concours précédent appartient-il à la droite d’Euler (qui,
rappelons-le, passe par le centre de gravité, l’orthocentre et le centre du cercle
circonscrit du triangle) ?

Partie C – Cercles inscrits et exinscrits

On rappelle que deux droites distinctes et sécantes admettent deux droites bissec-
trices perpendiculaires entre elles.
Soit a, b, c trois complexes de module 1, u, v et w des complexes tels que

a = u2, b = v2, c = w2.

En traçant les bissectrices des droites qui soutiennent les côtés du triangle abc, on
obtient quatre points d’intersection de trois d’entre elles (différents des sommets) :
le centre du cercle inscrit et les centres des cercles exinscrits. Aucune connaissance
de ces cercles n’est requise pour ce devoir.

a

b

c

Montrer que les points ε1uv + ε2vw + ε3wu avec

ε1, ε2, ε3 ∈ {±1} et ε1ε2ε3 = −1

sont les intersections des bissectrices.
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Problème 2 – Anneau d’Eisenstein

Dans ce problème, l’anneau d’Eisenstein est l’ensemble

Z[j] = {a+ jb, a, b ∈ Z},

où j = e
2iπ
3 .

Partie A – Caractère euclidien de Z[j]

1. Montrer que Z[j] est stable par addition, différence, produit.

2. Pour tous a, b ∈ R, on note N(a+ jb) = a2 − ab+ b2.

(a) Exprimer, pour tout z ∈ Z[j], N(z) en fonction de z et z.

(b) En déduire les z ∈ Z[j] tels que N(z) = 0.

(c) Calculer, pour tous z, z′ ∈ Z[j], N(zz′) en fonction de N(z) et N(z′).

(d) Soit z ∈ Z[j] non nul. Montrer que 1
z ∈ Z[j] si et seulement si N(z) = 1.

Reconnâıtre l’ensemble des éléments de Z[j] admettant un inverse dans
Z[j].

3. Soit a+ jb, c+ jd ∈ Z[j] (avec a, b, c et d ∈ Z) tels que c+ jd 6= 0.

(a) Montrer qu’il existe x, y ∈ Q tels que

a+ jb

c+ jd
= x+ jy.

Notons q, r ∈ Z les entiers les plus proches de x et de y (avec la convention
q ≤ x si x ∈ 1

2 + Z et r ≤ y si y ∈ 1
2 + Z).

(b) Montrer que N((x− q) + j(y − r)) < 1.

(c) En déduire une division euclidienne de a + jb par c + jd : il existe z
z′ ∈ Z[j] tels que

a+ jb = z(c+ jd) + z′, et N(z′) < N(c+ jd).

(d) Écrire une division de 3 + 4j par 1 + 2j.

Partie B – Idéaux de Z[j]
Un idéal de Z[j] est une partie I ⊂ Z[j] non vide telle que
. pour tous z, z′ ∈ I, z − z′ ∈ I ;
. pour tout z ∈ I et tout a+ jb ∈ Z[j], (a+ jb)z ∈ I.

1. Montrer que, pour tout z ∈ Z[j], la partie (z) définie par

(z) = {zz′, z′ ∈ Z[j]}

est un idéal de Z[j].

2. Soit I un idéal de Z[j]. Montrer qu’il existe z ∈ Z[j] tel que I = (z).

3. Soit I un idéal de Z[j]. Montrer que le radical de I défini par

√
I = {z ∈ Z[j], ∃n ∈ N, zn ∈ I}

est un idéal de Z[j] contenant I.

4. Déterminer
√

(z) pour z = (2 + j)2(1− 3j)3.

y
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Exercice – Une équation fonctionnelle

Le but de ce problème est de déterminer les fonctions f définies sur R, à valeurs
réelles et dérivables en 0 qui vérifient :

∀x ∈ R, f(2x) =
2f(x)

1 + (f(x))2
·

1. Déterminer les fonctions constantes solutions du problème posé.

2. Déterminer les valeurs possibles de f(0) si f est solution.

3. Montrer que, si f est solution,

∀x ∈ R, −1 ≤ f(x) ≤ 1.

Indication: on pourra exprimer f(x) en fonction de f
(
x
2

)
.

4. Montrer que si f est solution, −f est aussi solution.

5. Montrer que th est solution du problème posé.

6. On suppose que f est une solution du problème posé, que f(0) = 1 et que f
n’est pas constante. On considère x0 ∈ R, tel que f(x0) 6= f(0) et l’on définit
la suite (un) par : ∀n ∈ N, un = f

(
x0

2n

)
.

(a) Montrer que la suite (un)n est convergente et préciser sa limite.

(b) Établir une relation entre un et un+1 ; en déduire que la suite (un) garde
un signe constant, puis étudier sa monotonie suivant le signe de u0.

(c) En utilisant les résultats des questions précédentes, aboutir à une contra-
diction.

(d) Que peut-on dire si l’hypothèse f(0) = 1 est remplacée par l’hypothèse
f(0) = −1 ?

(e) Conclure.

7. On suppose que f est une solution du problème posé et que f(0) = 0.

(a) En raisonnant par l’absurde et en considérant, comme précédemment,
une suite, montrer que :

∀x ∈ R, |f(x)| 6= 1.

On définit alors la fonction g par :

∀x ∈ R, g(x) = argth(f(x)).

(b) Montrer que :
∀x ∈ R, g(2x) = 2 g(x).

(c) Montrer que g est dérivable en zéro.

(d) Soit x ∈ R∗ ; on définit la suite (vn)n par :

∀n ∈ N, vn =
g
(
x
2n

)
x
2n

.

Montrer que (vn)n est convergente et déterminer sa limite.

(e) En déduire que g est linéaire.

8. Déterminer toutes les fonctions solutions du problème posé.

Problème – Anneau d’Eisenstein

Dans ce problème, l’anneau d’Eisenstein est l’ensemble

Z[j] = {a+ jb, a, b ∈ Z},

où j = e
2iπ
3 .

Partie A – Caractère euclidien de Z[j]

1. Montrer que Z[j] est stable par addition, différence, produit.

2. Pour tous a, b ∈ R, on note N(a+ jb) = a2 − ab+ b2.

(a) Exprimer, pour tout z ∈ Z[j], N(z) en fonction de z et z.

(b) En déduire les z ∈ Z[j] tels que N(z) = 0.

(c) Calculer, pour tous z, z′ ∈ Z[j], N(zz′) en fonction de N(z) et N(z′).

(d) Soit z ∈ Z[j] non nul. Montrer que 1
z ∈ Z[j] si et seulement si N(z) = 1.

Reconnâıtre l’ensemble des éléments de Z[j] admettant un inverse dans
Z[j].

3. Soit a+ jb, c+ jd ∈ Z[j] (avec a, b, c et d ∈ Z) tels que c+ jd 6= 0.

(a) Montrer qu’il existe x, y ∈ Q tels que

a+ jb

c+ jd
= x+ jy.

Notons q, r ∈ Z les entiers les plus proches de x et de y (avec la convention
q ≤ x si x ∈ 1

2 + Z et r ≤ y si y ∈ 1
2 + Z).

(b) Montrer que N((x− q) + j(y − r)) < 1.

(c) En déduire une division euclidienne de a + jb par c + jd : il existe z
z′ ∈ Z[j] tels que

a+ jb = z(c+ jd) + z′, et N(z′) < N(c+ jd).

(d) Écrire une division de 3 + 4j par 1 + 2j.

y
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Partie B – Idéaux de Z[j]
Un idéal de Z[j] est une partie I ⊂ Z[j] non vide telle que
. pour tous z, z′ ∈ I, z − z′ ∈ I ;
. pour tout z ∈ I et tout a+ jb ∈ Z[j], (a+ jb)z ∈ I.

1. Montrer que, pour tout z ∈ Z[j], la partie (z) définie par

(z) = {zz′, z′ ∈ Z[j]}

est un idéal de Z[j].

2. Soit I un idéal de Z[j]. Montrer qu’il existe z ∈ Z[j] tel que I = (z).

3. Soit I un idéal de Z[j]. Montrer que le radical de I défini par

√
I = {z ∈ Z[j], ∃n ∈ N, zn ∈ I}

est un idéal de Z[j] contenant I.

4. Déterminer
√

(z) pour z = (2 + j)2(1− 3j)3.

y
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Exercice – Caractérisation des équations
différentielles linéaires

Soit J un intervalle de R et F : J × R→ R. Notons (E) l’équation différentielle

y′ = F (x, y).

1. Donner une équation de la droite passant par (x0, y0) et de pente F (x0, y0).

2. Supposons dans cette question que F est de la forme F (x, y) = α(x).y+ β(x)
avec α et β deux fonctions de classe C1. Soit x0 ∈ J .

(a) Montrer que, si α(x0) = 0, alors les tangentes au point d’abscisse x0 aux
solutions de (E) sont parallèles.

(b) Montrer que, si α(x0) 6= 0, alors les tangentes au point d’abscisse x0 aux
solutions de (E) sont concourantes.

3. Dans cette question, supposons seulement que F est telle que :
. pour tout (x0, y0) ∈ J × R, il existe une solution de (E) satisfaisant la

condition de Cauchy y(x0) = y0 ;
. les tangentes au point d’abscisse x0 aux solutions de (E) sont soit toutes

parallèles, soit concourantes.

(a) Pour tous x0 ∈ J et y0 6= y1, montrer que F (x0,y0)−F (x0,y1)
y0−y1 est une

quantité qui ne dépend pas du couple (y0, y1) et que l’on notera désormais
α(x0).

(b) En déduire que, si α(x0) 6= 0, F (x0, y0)− α(x0)y0 ne dépend pas de y0.

(c) Conclure que F est linéaire.

Problème – Équations linéaires d’ordre 2

Les parties A,B,C sont indépendantes entre elles.

Partie A – Un exemple

L’objectif de cette partie est de résoudre l’équation

(E) : (shx)y′′ + (2chx)y′ + (shx)y = 0.

1. Montrer qu’une fonction y est solution de (E) sur R∗+ (respectivement R∗−)
si et seulement si z : x 7→ y′(x) + 1

thxy(x) est solution d’une équation (E′)
d’ordre 1 sur R∗+ (respectivement R∗−) .

2. Résoudre l’équation (E′).

3. Montrer que toute solution de (E) sur R est proportionnelle à x 7→ x
shx .

Partie B – Réduction de l’équation générale

Soit (E) une équation de la forme a(x)y′′+ b(x)y′+ c(x)y = 0 avec a une fonction
ne s’annulant pas. Pour toute fonction u deux fois dérivable, définissons z deux
fois dérivable telle que y = uz.

1. Montrer que si y est solution de (E), alors z est encore solution d’une équation
différentielle.

2. En déduire que si u est solution d’une équation (E′′) linéaire d’ordre 1 (à
préciser), alors z est solution d’une équation (E′) de la forme

α(x)z′′ + β(x)z = 0.

3. Déterminer les solutions de (E′′) puis l’équation (E′) correspoindante dans la
cas où les fonctions a, b, c sont constantes.

Partie C – Entrelacement des zéros

Soit p, q deux fonctions, y1 et y2 des solutions non nulles des équations y′′+p(x)y =
0 et y′′ + q(x)y = 0 respectivement.
On admet que les zéros de ces solutions sont isolés, c’est-à-dire que, pour chaque
zéro, il existe un intervalle ouvert ne contenant que ce zéro.
Posons

∀x ∈ R, W (x) =

∣∣∣∣ y1(x) y2(x)
y′1(x) y′2(x)

∣∣∣∣ = y1(x)y′2(x)− y′1(x)y2(x).

1. Donner une expression simple de la dérivée de W .

2. Supposons que

∀x ∈ R, p(x) ≥ q(x).

(a) Soit x1 < x2 deux zéros consécutifs de y2.
On admet que y′2(x1)y′2(x2) < 0.
Montrer que y1 admet au moins un zéro dans l’intervalle [x1, x2].

(b) En déduire que si p est minorée par une constante strictement positive
ω2, alors y1 admet une infinité de zéros (et deux zéros consécutifs sont
séparés d’au plus π

ω ).

(c) En déduire aussi que si q est majorée par 0, alors y2 admet au plus un
zéro.

3. Supposons que p = q (donc y1 et y2 sont solutions de la même équation
différentielle d’ordre 2).
Montrer que si y1 et y2 n’ont pas de zéro commun, alors y1 admet exactement
un zéro entre deux zéros consécutifs de y2.

y
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Partie D –Équation de Bessel

Soit n le nombre de zéros sur un intervalle de longueur π d’une solution sur R∗+
de l’équation

y′′ +
1

x
y′ + (1− λ2

x2
)y = 0.

Montrer que si λ ≥ 1
2 , n ≤ 1.

Que dire si λ ≤ 1
2 ?

Problème – Équations de Sturm périodiques

Soit q une fonction continue, paire, π-périodique. L’équation de Sturm périodique
associée sur l’intervalle I est

(Eq) y′′ + qy = 0.

On admet le théorème suivant :

Théorème 1

Pour tout (a, b) ∈ R2 et tout x0 ∈ I, il existe une unique solution y de (Eq)
définie sur I telle que y(x0) = a et y′(x0) = b.

Notons f1 et f2 les solutions de (Eq) définie sur I vérifiant{
f1(0) = 1
f ′1(0) = 0

{
f2(0) = 0
f ′2(0) = 1

Partie A – Généralités

On pensera à utiliser le théorème admis.

1. Montrer que la solution de (Eq) telle que y(0) = a et y′(0) = b est af1 + bf2.

2. (a) Montrer que si y est solution de (Eq) alors x 7→ y(−x) est aussi solution
de (Eq).

(b) En déduire que f1 est paire et f2 est impaire.

(c) Préciser, en fonction de f1 et f2, toutes les solutions paires (respective-
ment impaires) de (Eq).

3. Supposons dorénavant que f1 ne s’annule pas sur I et posons ϕ = f2
f1

.

(a) Montrer que ϕ′ = 1
f2
1
.

(b) En déduire une expression de f2 en fonction de f1 et de la primitive f̃1
de f−21 nulle en 0.

Partie B – Un exemple

Posons, dans cette partie, f : x 7→ (cos(x))2 et I =]− π
2 ,

π
2 [.

1. Trouver q tel que f soit solution de (Eq).
Cette valeur est dorénavant fixée.

2. Déterminer la fonction f1 associée à (Eq).

3. (a) Montrer que
1

(cos(x))4
= (1 + (tan(x))2) tan′(x).

(b) Calculer une primitive de x 7→ 1
(cos(x))4 .

4. En déduire f2 puis l’ensemble des solutions de (Eq).

Partie C – Solutions π-périodiques

1. Montrer que, pour tout x ∈ R,{
f1(x+ π) = f1(π)f1(x) + f ′1(π)f2(x),
f2(x+ π) = f2(π)f1(x) + f ′2(π)f2(x).

2. Montrer qu’il existe une solution de (Eq) π-périodique non nulle si et seule-
ment si le système{

(f1(π)− 1)a + f2(π)b = 0,
f ′1(π)a + (f ′2(π)− 1)b = 0.

admet une solution (a, b) non nulle.

3. Montrer que s’il existe une solution de (Eq) π-périodique non nulle, alors f1
ou f2 est π-périodique.

Partie D – Alternative de Sturm

Notons λ1, λ2 les racines du polynôme

X2 − (f1(π) + f ′2(π))X + 1.

1. Supposons, dans cette question, que |f1(π) + f ′2(π)| > 2.

(a) Montrer qu’il existe deux solutions g1 et g2 non nulles de (Eq) telles que,
pour tout x ∈ R,

g1(x+ π) = λ1g1(x), g2(x+ π) = λ2g2(x).

(b) Montrer que g1 et g2 ne sont pas proportionnelles et en déduire que toute
solution de (Eq) est combinaison linéaire de g1 et g2.

(c) Conclure que toute solution non nulle de (Eq) n’est pas bornée.

2. Montrer que si |f1(π) + f ′2(π)| < 2, alors toute solution de (Eq) est bornée.

y



MPSI2 Devoir 7 R. Mansuy

Problème – Faisceau de cercles

Soit P le plan rapporté à un repère orthonormé (O,
−→
i ,
−→
j ) et Φk la fonction de

P dans R qui à M(x, y) fait correspondre le réel :

Φk(M) = x2 + y2 − 2akx− 2bky + ck,

avec k un entier naturel, ak, bk, ck trois réels.
Considérons les cercles Ck (supposés non vides) donnés par les équations Φk(M) =
0 et notons Ωk le centre de Ck et Rk 6= 0 son rayon ; on appelle alors Φk(M)
puissance du point M par rapport à Ck.

Partie I – Axe radical de deux cercles

1. Déterminer la puissance d’un point de Ck par rapport à Ck.

2. Préciser Ωk et Rk en fonction de ak, bk et ck puis exprimer Φk(M) en fonction
de ΩkM et Rk.

3. Soit C1 et C2 de centres distincts. Montrer que l’ensemble des points M qui
ont même puissance par rapport à C1 et C2 est une droite ∆, appelée axe
radical de C1 et C2.

4. Donner, pour chaque type de position relative de C1 et C2, une construction
de ∆.

Partie II – Cercles orthogonaux

Deux cercles C1 et C2 sont dits orthogonaux, et on note C1 ⊥ C2, si, et seulement
si Ω1Ω2

2 = R2
1 +R2

2.

1. Montrer que C1 et C2 sont orthogonaux si, et seulement si la puissance de Ω2

par rapport à C1 est égale à R2
2.

2. Montrer que si deux cercles sont orthogonaux seulement alors ils sont sécants
en deux points distincts et leurs tangentes respectives en chaque point d’in-
tersection sont orthogonales. Est une condition suffisante ?

3. Montrer que C1 ⊥ C2 si et seulement si la quantité ψ(C1, C2) = a1a2 + b1b2−
1
2 (c1 + c2) est nulle.

4. Donner des conditions nécessaires et suffisantes à l’aide de ψ(C1, C2), R1 et
R2 pour que C1 et C2 soient sécants ou tangents.

5. Soit C1 et un point I. À quelle condition nécessaire et suffisante I est-il
centre d’un cercle orthogonal à C1 ? Montrer qu’alors ce cercle est unique
et le construire.

Partie III – Faisceaux linéaires de cercles

Soit C1 et C2 de centres distincts. Pour tout (λ, µ) 6= (0, 0), on considère la courbe
Cλ,µ d’équation : (λΦ1 + µΦ2)(M) = 0.

1. Montrer que Cλ,µ est soit l’ensemble vide, soit un point, soit un cercle, soit
une droite et dans ce dernier cas, montrer que c’est l’axe radical de C1 et C2.

2. On appelle faisceau linéaire de cercles engendré par C1 et C2 l’ensemble F
des cercles Cλ,µ.

(a) Montrer que F est l’ensemble des cercles Cλ,µ : (λΦ1 + µΦ2)(M) = 0
avec λ+ µ = 1.

(b) Montrer que le centre de Cλ,µ est barycentre de ceux de C1 et C2 avec
les coefficients λ et µ.

(c) Montrer que par tout point hors de l’axe radical passe un et un seul
cercle du faisceau. Que se passe-t-il sur l’axe radical ?

3. Soit G l’ensemble des cercles orthogonaux à C1 et C2, et C ′ un élément de G.

(a) Montrer que le centre de C ′ est situé sur l’axe radical de C1 et C2.

(b) Déterminer l’ensemble A des centres des éléments de G.

(c) Montrer que tout point de A est centre d’un unique élément de G.

4. Montrer que :

(a) tout cercle de F est orthogonal à tout cercle de G ;

(b) G est un faisceau linéaire de cercles engendré par deux quelconques de
ses éléments ;

(c) F est l’ensemble des cercles orthogonaux à deux éléments quelconques
de G.

Partie IV – Constructions

1. On suppose que C1 et C2 sont tangents. Caractériser géométriquement les
faisceaux F et G.
Faire une figure pour : C1 : (x+ 1)2 + y2 = 1, C2 : (x− 2)2 + y2 = 4.

2. On suppose C1 ∩ C2 = {A,B}. Montrer que F est l’ensemble des cercles
passant par A et par B. Quel est l’ensemble des cercles de G ?
Faire une figure pour : C1 : (x− 2)2 + y2 = 7, C2 : (x+ 1)2 + y2 = 4.

3. On suppose que C1 ∩ C2 = ∅. Démontrer que G est l’ensemble des cercles
passant par deux points U et V (dont on déterminera une construction).
Faire une figure pour : C1 : (x− 2)2 + y2 = 1, C2 : (x+ 3)2 + y2 = 6.
Que remarque-t-on sur les figures des deux dernières questions ?

y
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Problème – Porisme de Steiner

Soit C le cercle de centre O et de rayon R, A un point de C et C ′ le cercle de
centre O′ et de rayon R′ > R. L’objectif de ce problème est d’étudier une suite de
cercles (Ck(A))k≥1 qui vérifie :
. C1(A) est tangent à C et C ′ et passe par A ;
. pour tout k ≥ 1, Ck(A) est tangent extérieurement à C ;
. pour tout k ≥ 2, Ck(A) est tangent à C, C ′ et Ck−1(A) ;
. pour tout k ≥ 3, Ck(A) est différent de Ck−2(A).

Une suite (Ck(A))k≥1 est périodique de période N si CN+1(A) = C1(A).

Partie A – Configuration de cercles concentriques

On suppose, dans cette partie, que les cercles C et C ′ sont concentriques (c’est-à-
dire O = O′) et l’on note Ok le centre du cercle Ck(A), Rk son rayon.

1. Montrer que Rk ne dépend pas de k et déterminer sa valeur.

2. Notons θ l’angle géométrique (
̂−−→

OOk,
−−−−→
OOk+1) qui ne dépend par de k ; établir

que

sin
θ

2
=
R′ −R
R′ +R

.

3. En déduire qu’une suite (Ck(A))k≥1 est périodique de période N > 2 si et
seulement si R et R′ vérifient une condition que l’on déterminera. Existe-t-il
des suites de période 2 ? Pourquoi ?

4. Vérifier que cette condition ne dépend pas du point A choisi sur C.

Partie B – Inversion

1. Décrire, selon les valeurs de (a, b, c, d) ∈ R4, l’ensemble Ca,b,c,d d’équation

a(x2 + y2) + 2bx+ 2cy + d = 0.

Considérons un cercle C ′′ centré sur l’origine O de rayon ρ > 0. Définissons
l’inversion de cercle C ′′ par

IC′′ :

{
P \ {O} → P \ {O}
M 7→ M ′

où M ′ est le point de la demi droite [O,M) tel que OM.OM ′ = ρ2.

2. (a) Déterminer les coordonnées de IC′′(M) en fonction des coordonnées de
M(x, y).

(b) Montrer que, pour tout (a, b, c, d) ∈ R4, il existe (α, β, γ, δ) ∈ R4 tel que
pour tout point M différent de l’origine :

M ∈ Ca,b,c,d ⇔ IC′′(M) ∈ Cα,β,γ,δ.

(c) En déduire une condition suffisante pour que IC′′ transforme un cercle
donné en un cercle.

3. Soit C et C ′ deux cercles d’intersection vide. Montrer qu’il existe un cercle
C ′′ tel que IC′′(C) et IC′′(C

′) soient des cercles de même centre. Montrer que
l’on peut choisir le centre de C ′′ extérieur à C et C ′ dès que C est intérieur
strictement à C ′.

Partie C – Configuration d’un cercle intérieur à l’autre

On considère désormais que C est strictement intérieur à C ′ (leur intersection est
donc vide).
On suppose qu’une suite (Cn(A))n≥1 est périodique de période N .
Montrer qu’une suite (Cn(B))n≥1 construite à partir d’un autre point B ∈ C est
aussi périodique de période N .
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Problème 1 – Fonctions de Green

Partie A – Exemples

1. Soit f : [0, 1]→ R continue.

(a) Montrer que l’équation différentielle avec les conditions aux limites
définie par

∀t ∈ [0, 1], −y′′(t) = f(t), y(0) = 0, y(1) = 0

admet au plus une solution.

(b) Vérifier qu’une solution du problème précédent est

t 7→
∫ 1

0

G(t, s)f(s)ds,

avec

G : (t, s) 7→
{
t(1− s) si 0 ≤ t ≤ s ≤ 1,
s(1− t) si 0 ≤ s ≤ t ≤ 1.

.

Indication: : on pensera à � couper � l’intégrale en t.

2. Soit f : [0, π]→ R continue. Considérons l’équation différentielle définie par

∀t ∈ [0, π], −y′′(t)− y(t) = f(t).

(a) Déterminer les solutions de l’équation homogène.

(b) Chercher une solution particulière de l’équation avec second membre de
la forme

t 7→ A(t) cos t+B(t) sin t

avec des fonctions A, B dérivables et vérifiant

∀t, A′(t) cos t+B′(t) sin t = 0

(c) En déduire qu’une solution de l’équation différentielle est de la forme

t 7→ −
∫ t

0

sin(t− s)f(s)ds+A cos t+B sin t,

avec A,B ∈ R.

(d) Exhiber une fonction G : [0, π2 ]2 → R telle que la solution de l’équation
différentielle vérifiant y(0) = 0 et y

(
π
2

)
= 0 est donnée de la forme

t 7→
∫ π

2

0

G(t, s)f(s)ds.

(e) Donner une forme analogue pour la solution de l’équation différentielle
vérifiant y′(0) = 0 et y′

(
π
2

)
= 0

Partie B – Cas général

Soit a < b, q : [a, b]→ R une fonction continue et

Φ :

{
C2([a, b],R) → C0([a, b],R)

y 7→ −y′′ + q.y

On cherche à résoudre l’équation différentielle Φ(y) = f où f est une fonction
donnée avec les conditions aux limites{

α1y(a) + β1y
′(a) = 0

α2y(b) + β2y
′(b) = 0

avec α1, α2, β1 et β2 ∈ R tels que α1β2 − α2β1 6= 0.
Considérons y1 une solution de Φ(y1) = 0 et α1y1(a) + β1y

′
1(a) = 0 et y2 une

solution de Φ(y2) = 0 et α2y2(b) + β2y
′
2(b) = 0.

1. Montrer que la fonction W : t 7→ y1(t)y′2(t)− y2(t)y′1(t) est constante.

2. Soit, pour C ∈ R,

G : (t, s) 7→
{
Cy1(t)y2(s) si a ≤ t ≤ s ≤ b,
Cy2(t)y1(s) si a ≤ s ≤ t ≤ b.

Trouver C de sorte à ce que

y : t 7→
∫ b

a

G(t, s)f(s)ds

soit solution de Φ(y) = f .

3. À quelle condition la fonction y de la question précédente vérifie-t-elle les
conditions aux limites ?

Partie C – Une équation de Sturm-Liouville

1. Résoudre l’équation sur R∗+

−(x2y′(x))′ − y(x) = 0,

en posant z(t) = y(et).

2. Soit f : [1, e]→ R continue. En s’inspirant de la partie B, trouver la solution
de

−(x2y′(x))′ − y(x) = f(x),

telle que y(1) = 0 et y(e) = 0.

y
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Problème 2 – Droites remarquables d’un tétraèdre

Soit O, A, B, C quatre points de l’espace non coplanaires et OABC le tétraèdre
formé sur ces points.

A

B

C

O

−→a
−→
b

−→c

Notons −→a =
−→
OA,

−→
b =

−−→
OB et −→c =

−−→
OC et supposons ces vecteurs deux à deux

non orthogonaux.
Dans tout le problème, deux plans sont perpendiculaires si leurs vecteurs normaux
sont orthogonaux.

Partie A – Préliminaires

1. Soit −→u , −→v et −→w trois vecteurs de l’espace deux à deux non colinéaires tels
que

−→u +−→v +−→w =
−→
0 .

Montrer que l’intersection des plans passant par O et de vecteurs normaux
−→u , −→v et −→w respectivement est la droite passant par O et de vecteur directeur
−→u ∧ −→v .
Cette question sera utilisée dans chacune des parties suivantes.

2. Rappeler (sans démonstration) la formule donnant la distance d’un point M
au plan passant par O et de vecteur normal −→u .

Partie B – Hauteur issue du sommet O

1. Déterminer (en fonction de −→a ,
−→
b et −→c ) un vecteur normal du plan passant

par O et A et perpendiculaire au plan (OCB).
Ce plan est appelé plan hauteur du tétraèdre issu du côté OA ; on définit de
même les plans hauteurs issus des côtés OB et OC.

2. (a) Rappeler (sans démonstration) la formule du double produit vectoriel.

(b) Montrer que

−→a ∧ (
−→
b ∧ −→c ) +

−→
b ∧ (−→c ∧ −→a ) +−→c ∧ (−→a ∧

−→
b ) =

−→
0 .

3. En déduire que l’intersection des trois plans hauteurs issus de OA, OB et OC
est une droite dont on précisera un vecteur directeur.

Partie C – Bissectrice issue du sommet O

1. Montrer que l’ensemble des points équidistants des plans (OAB) et (OAC)
est la réunion de deux plans perpendiculaires dont on précisera les vecteurs
normaux −→u 1 et −→u 2.

2. Vérifier qu’il existe i ∈ {1, 2} tel que

〈−→u i,
−→
b 〉.〈−→u i,−→c 〉 < 0.

Le plan passant par O et de vecteur normal −→u i est le plan bissecteur du
tétraèdre issu du côté OA ; on définit de même les plans bissecteurs issus des
côtés OB et OC.

3. Montrer que l’intersection des trois plans bissecteurs issus de OA, OB et OC
est une droite dont on précisera un vecteur directeur.

Partie D – Médiane issue du sommet O

1. Montrer que l’ensemble des points équidistants des droites (OB) et (OC) est
l’ensemble des points équidistants des plans passant par O et de vecteurs

normaux
−→
b et −→c .

En déduire que cet ensemble est formé de deux plans orthogonaux.

2. Montrer que l’un de ces plans admet un vecteur normal tel que

〈−→v ,
−→
b 〉.〈−→v ,−→c 〉 < 0.

Ce plan est appelé plan médiateur de (OB) et (OC) ; on définit de même les
plans médiateurs de (OC) et (OA) et de (OA) et (OB).

3. Montrer que l’intersection des trois plans médiateurs est une droite dirigée
par

−→a ∧
−→
b

‖−→a ‖.‖
−→
b ‖

+

−→
b ∧ −→c
‖
−→
b ‖.‖−→c ‖

+
−→c ∧ −→a
‖−→c ‖.‖−→a ‖

.

y
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Problème – Courbes de Bézier

Notons P le plan euclidien muni d’un repère orthonormé.
Soit n un entier ≥ 2. Si t ∈ R et k ≤ n, posons λk(t) =

(
n
k

)
tk(1− t)n−k.

À tout (n + 1)-uplet de points (A0, A1, . . . , An) de P et tout réel t ∈ [0, 1], on
associe B(t) le barycentre de la famille (Ak, λk(t))0≤k≤n : on appelle arc de Bézier
l’arc paramétré B : [0, 1] 7→ P qui à t associe B(t). On appelle courbe de Bézier
le support Γ(A0, ..., An) le support de B. Enfin on appelle cubique de Bézier une
courbe de Bézier définie par quatre points, i.e. n = 3.
On rappelle qu’un polynôme de degré inférieur ou égal à n qui a au moins n + 1
racines est le polynôme nul.

Partie A – Exemples et premières propriétés

1. Montrer que
∑n
k=0 λk(t) = 1.

2. Montrer que Γ(A0, . . . , An) = Γ(An, . . . , A0) (en renversant l’ordre des points
de définition).

3. Montrer que lorsque A0 6= A1, la tangente à l’arc de Bézier en A0 est dirigée

par
−−−→
A0A1.

4. Soit A0 d’affixe z0 et −→u d’affixe α. Pour k ∈ [[1, n]], on définit Ak par

−−−→
A0Ak =

k

n
−→u .

Déterminer la courbe Γ(A0, . . . , An).

5. Soit ω = ei2π/n. Déterminer l’affixe de B(t) pour tout t ∈ [0, 1] lorsque l’affixe
de Ak est ωk pour tout k ∈ [[0, n]].

6. Notons pour cette question A0(0, 0), A1(0, 1), A2(1, 1) et A3(1, 0).

(a) Étudier et tracer l’arc de Bézier pour les points de définition A0, A1, A2

et A3. Déterminer une équation de la tangente en B( 1
2 ).

(b) Mêmes questions pour l’arc défini par les points A0, A2, A1 et A3.

Partie B – Portion de parabole comme cubique de Bézier

1. Montrer que l’arc d’une cubique de Bézier est uniquement déterminé par ses
extrémités et ses dérivées en ces points.

2. Soit C d’équation y = P (x) pour x ∈ [0, L] où P est un polynôme de degré au
plus 3. Notons A0(0, P (0)), A3(L,P (L)), A1 le point de la tangente à C en A0

d’abscisse L
3 et A2 le point de la tangente à C en A3 d’abscisse 2L

3 . Montrer
que C est la cubique de Bézier associée aux points A0, A1, A2 et A3.

3. Montrer que toute portion de parabole issue du sommet est une cubique de
Bézier.

4. La portion C+ du cercle unité située dans le quadrant x ≥ 0 et y ≥ 0 est-elle
une courbe de Bézier ?

Partie C – Découpage de courbes de Bézier

1. Soient x0 ∈ [0, 1] et l ∈ N. Montrer qu’il existe des coefficients (α
(l)
i )i≤l tels

que :

∀x ∈ [0, 1], (x0 − x)l =

l∑
i=0

α
(l)
i x

i(1− x)l−i

Indication : on pourra remarquer que x0 − x = (x0 − 1)x+ x0(1− x).
Soient B l’arc paramétré de Bézier associé aux points A0, . . . , An et A′n un
point de l’arc de paramètre t0 ∈]0, 1[.

2. Montrer que l’arc B|[0,t0] est encore un arc de Bézier à n+ 1 points.

3. En déduire que toute portion de parabole est une cubique de Bézier.

y
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Exercice – Tangentes à une parabole

Soit D une droite et F un point hors de la droite D. Considérons P la parabole
de foyer F et de directrice D.

Soit M0 un point de P, H0 le projeté orthogonal de M0 sur la droite D et T0 la
tangente à la parabole P au point M0.

1. Justifier que pour tout point N de la droite T0, NH0 = NF.

2. Montrer que tout point N de la droite T0, distinct de M0, est extérieur à la
parabole P.

3. Soit N un point du plan.

Déterminer le nombre de tangentes à la parabole P passant par N selon la
position de N par rapport à P.

4. Dans le cas où il existe deux tangentes à la parabole P passant par le point
N, déduire des questions précédentes une construction � à la règle et au com-
pas � de ces tangentes.

5. Construire les deux tangentes à la parabole P passant par le point N sur le
dessin suivant :

D

F

N

Problème – Résolution géométrique de l’équation
de Pell-Fermat

Soit P le plan muni du repère orthonormé (O,
−→
i ,
−→
j ).

Considérons H l’hyperbole d’équation x2 − py2 = 1 avec p un nombre premier et
posons S = H ∩ N2.
Notons S0 le point de coordonnées (1,0) et S1 le point de S de coordonnées (a, b)
avec a minimal supérieur ou égal à 2 (par exemple, si p = 5 alors S1 a pour
coordonnées (9, 4)).

Partie A – Étude de H

1. Montrer que les vecteurs −→e1( 1
2 ,−

1
2
√
p ) et −→e2( 1

2 ,
1

2
√
p ) forment une base de R2.

2. Calculer l’équation de H dans le repère (O,−→e1 ,−→e2) et donner les coordonnées
de S0.

3. Montrer que l’application coordonnée e∗1 réalise une bijection de H dans R∗.
4. Pour tout couple de points (M,N) ∈ H2, on définit M ⊗ N comme le point

de H d’abscisse e∗1(M).e∗1(N).

(a) Calculer S0 ⊗ S0 puis S′0 ⊗ S′0 où S′0 désigne le symétrique de S0 par
rapport à l’origine.

(b) Soient (M,N) ∈ H2. A quelle condition la droite (MN) est-elle parallèle
à la tangente à H en S0 ?

(c) Soient (M,N) ∈ H2 tel que la droite (MN) n’est pas parallèle à la
tangente à H en S0. Que dire de la droite passant par S0 et M ⊗N ?

(d) Montrer que (H,⊗) est un groupe abélien.

Partie B – Étude de S

Définissons l’application f :

{
R2 → R2

(x, y) 7→ (ax+ pby, bx+ ay)
.

Posons, pour tout n ∈ N, Sn+1 = f(Sn).

1. L’application f est-elle bijective ?

2. Montrer que, pour tout point M ∈ H, f(M) = S1 ⊗M .

3. En déduire que {Sn, n ∈ N} ⊂ S.

4. Montrer que M appartient à la portion de H comprise entre Sn et Sn+1 si, et
seulement si f(M) appartient à la portion de H comprise entre Sn+1 et Sn+2.

5. Déterminer S puis expliquer comment obtenir H ∩ Z2.

y
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Problème I – Châınes et antichâınes

Soit E un ensemble de cardinal n > 0.
. Une châıne de E est un ensemble de parties de E totalement ordonné pour

l’inclusion.
. Une antichâıne de E est une ensemble de parties de E qui ne sont pas com-

parables deux à deux pour l’inclusion.
. Une châıne (respectivement une antichâıne) est dite maximale si elle n’est pas

strictement incluse dans une châıne (respectivement une antichâıne).

Partie A – Inégalité (Bollobas)-Lubell-Yamamoto-Meshalkin

1. Donner toutes les châınes maximales de l’ensemble {a, b, c}.
2. (a) Montrer que le nombre de châınes maximales de E est n!.

(b) En déduire le nombre de châınes maximales contenant une partie A ⊂ E
de cardinal k.

3. Soit A et B deux parties d’une antichâıne de E.
Montrer que A et B n’appartiennent pas à une même châıne de E.

4. Considérons une antichâıne de E et notons ak le nombre de parties de cardinal
k de cette antichâıne.
Montrer que

n∑
k=0

akk!(n− k)! ≤ n!.

Partie B – Théorème de Sperner

L’objectif de cette partie consiste à déterminer Cn, le plus grand cardinal d’une
antichâıne maximale de E (toujours de cardinal n).

1. Montrer que Cn ≥
(
n
bn2 c
)
.

2. (a) Justifier que, pour tout k ∈ [[1, n]],
(
n
k

)
≤
(
n
bn2 c
)
.

(b) En utilisant la partie A, montrer que Cn ≤
(
n
bn2 c
)
.

3. Conclure.

Problème II – Dénombrement des dérangements

Partie A – Dénombrement des surjections

Notons Sn,p le nombre de surjections de [[1, n]] dans [[1, p]].

1. (a) Calculer Sn,p pour p > n, puis pour les cas particuliers p ∈ {1, 2, n}.
(b) Calculer Sp+1,p.

2. (a) Montrer que
(
p
k

)(
k
q

)
=
(
p
q

)(
p−q
k−q
)

pour q ≤ k ≤ p.

(b) En déduire que, si 0 ≤ q < p, alors
p∑
k=q

(−1)k
(
p
k

)(
k
q

)
= 0.

3. Supposons désormais p ≤ n.

(a) Démontrer (par un raisonnement combinatoire) pn =
p∑
q=1

(
p
q

)
Sn,q.

(b) En déduire que Sn,p = (−1)p
p∑
k=1

(−1)k
(
p
k

)
kn.

(c) En déduire que si p ≥ 2, alors Sn,p = p(Sn−1,p + Sn−1,p−1).

Montrer que Sp+2,p = p(3p+1)
24 (p+ 2)!.

Partie B – Dénombrement des dérangements

Un dérangement de [[1, n]] est une bijection de [[1, n]] dans [[1, n]] sans point fixe.
Notons dn le nombre de dérangements de [[1, n]]. Par convention, d0 = 1.

1. Démontrer que n! =
n∑
k=0

(
n
k

)
dk.

2. En déduire que dn = (−1)n
n∑
k=0

(−1)k
(
n
k

)
k!.

Problème III – Systèmes de Steiner

Un système de Steiner de paramètres (p, q, n) ∈ N3 est une partie S(p, q, n) ⊂ P(E)
qui vérifie les propriétés suivantes :

(i) E est un ensemble de cardinal n.

(ii) Tout élément de S(p, q, n) est une partie de E de cardinal p :

∀A ∈ S(p, q, n), card (A) = p

(iii) Toute partie de E de cardinal q est incluse dans une unique partie de
S(p, q, n) :

∀B ∈ P(E), card(B) = q ⇒ ∃!A ∈ S(p, q, n), B ⊂ A.

On veillera à bien rédiger toutes les questions de dénombrement.

y
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Partie A – Exemples

1. Montrer qu’il n’existe pas de système de Steiner pour p < q < n.

2. Déterminer un système de Steiner S(q, q, n) pour chaque q ≤ n puis calculer
card(S(q, q, n)).

3. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur p et n pour l’existence
d’un système de Steiner S(p, 1, n).
Préciser, lorsque cette condition est vérifiée, le cardinal d’un tel système de
Steiner.

Partie B – Cardinal d’un système de Steiner

On suppose qu’il existe un système de Steiner S(p, q, n) d’un ensemble E.

1. Soit x ∈ E fixé.

(a) Déterminer le nombre de parties de E de cardinal q contenant x.

(b) Déterminer le nombre de parties de E de cardinal q contenant x et in-
cluses dans une partie de cardinal p fixée.

(c) En déduire le nombre r(p, q, n) de parties du système de Steiner S(p, q, n)
contenant x.

2. Montrer que card (S(p, q, n)) = n
p r(p, q, n).

Partie C – Demoiselles de Kirkman

Quinze demoiselles se promènent chaque jour en cinq rangs de 3. Déterminer le
nombre maximal de jours de promenade tel que toute paire de demoiselles ne se
retrouve jamais deux fois dans le même rang.
Indication: on pourra commencer par calculer card (S(3, 2, 15)).

y
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Exercice – p-groupe de Prüfer

Soit p un nombre premier.
Notons G =

⋃
n∈N

Upn l’ensemble de toutes les racines de l’unité dont l’ordre est une

puissance de p.

1. Montrer que G est un sous-groupe infini de (C∗,×).

2. Justifier que G n’est pas monogène.

3. Soit H un sous-groupe de G distinct de G, z0 ∈ G \H d’ordre pn0 .

(a) Montrer que si H contient un élément d’ordre pn alors Upn ⊂ H.

(b) Montrer que H ⊂ Upn0 .

(c) En déduire que H est cyclique.

Problème – Groupe abélien fini comme Z-module

Soit (G, .) un groupe abélien fini d’ordre supérieur ou égal à 2, d’élément neutre
e. On admettra les résultats suivants :
. L’ordre d’un élément x ∈ G est l’ordre du groupe cyclique engendré par x ;

c’est aussi le plus petit entier n ∈ N∗ tel que xn = e.
. Lemme d’Euclide : Si m et n sont deux nombres premiers entre eux divisant
a, alors m.n divise a.

. Lemme de Gauss : Si m et n sont deux nombres premiers entre eux et que m
divise a.n, alors m divise a.

Partie A – Sous-groupes cycliques de G

1. Soit x et y deux éléments de G d’ordre m et n tels que m et n sont premiers
entre eux. Montrer que l’ordre de l’élément x.y est m.n.

2. Soit x un élément de G d’ordre n et d un diviseur de n. Déterminer l’ordre de
l’élément xd.

3. Notons ε le plus petit multiple commun des ordres des éléments de G (appelé
exposant de G) et considérons la décomposition en facteurs premiers ε =
r∏
i=1

pαii .

(a) En utilisant la définition de plus petit multiple commun, justifier, pour
chaque i ∈ [[1, r]], l’existence d’un élément dont l’ordre est divisible par
pαii .

(b) Montrer que, pour tout i ∈ [[1, r]], il existe un élément xi d’ordre pαii .

(c) Conclure qu’il existe un élément x ∈ G d’ordre ε.

(d) Plus généralement, montrer qu’il existe un sous-groupe de G cyclique
d’ordre n si et seulement si n divise ε.

Partie B – Facteurs cycliques de G

1. Soit H un sous-groupe strict de G, x un élément de G∩Hc et ϕ : H → U un
morphisme de groupes.

(a) Montrer que K = {xk.h, (k, h) ∈ Z × H} est un sous-groupe de G
contenant H et x.

(b) Montrer qu’il existe n ∈ N∗ tel que xn ∈ H.
Posons Nx = min{n ∈ N∗, xn ∈ H}.

(c) Justifier l’existence de ω ∈ U tel que ϕ(xNx) = ωNx .

(d) Montrer qu’il existe un morphisme de groupe ϕ̃ : K → U tel que :

∀h ∈ H, ϕ̃(h) = ϕ(h)

Indication: on pourra poser, pour tout (k, h) ∈ Z × H, ϕ̃(xk.h) =
ωkϕ(h).

(e) Conclure qu’il existe un morphisme de groupes ψ : G→ U tel que :

∀h ∈ H, ψ(h) = ϕ(h)

2. Soit x ∈ G un élément d’ordre ε. Exhiber un isomorphisme de groupe ϕ entre
le sous-groupe engendré par x (dorénavant noté 〈x〉) et Uε.
Notons encore ϕ le prolongement de ce morphisme au groupe G.

3. (a) Montrer que tout élément de G s’écrit de manière unique sous la forme
y.h avec (y, h) ∈ 〈x〉 ×Kerϕ.

(b) En déduire que G est isomorphe à Uε ×Kerϕ.

4. Montrer qu’il existe des entiers n1, . . . , ns supérieurs ou égaux à 2 tels que :
. pour tout i ∈ [[1, s− 1]], ni divise ni+1.
. G est isomorphe à Un1 × . . .× Uns .
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Exercice – Groupe diédral

Soit un entier n ≥ 3, ω = e
2iπ
n et, pour tout k ∈ [[0, n− 1]],

fk :

{
C → C
z 7→ ωk.z

, gk :

{
C → C
z 7→ ωk.z

Pour simplifier les notations, on notera pour tout k ∈ Z, fk et gk les applications
fr et gr où r ∈ [[0, n− 1]] et k = r[n] (autrement dit, on utilise les indices modulo
n).

1. Montrer que l’ensemble G = {f0, . . . , fn−1, g0, . . . , gn−1} est un groupe pour
la composition.

2. Le groupe G est-il cyclique ?

3. Montrer que G est engendré par {f1, g0} puis que

f1 ◦ g0 = g0 ◦ f−11 .

4. Soit (H, ∗) un groupe engendré par {ρ, σ} où les éléments ρ et σ vérifient

ρ est d’ordre n, σ est d’ordre 2, ρ ∗ σ = σ ∗ ρ−1.

Montrer que G et H sont isomorphes.
Indication: on pourra montrer que les éléments de G (respectivement de
H) sont de la forme fk1 ◦ gα0 (respectivement ρk ∗ σα) avec k ∈ [[0, n − 1]] et
α ∈ {0, 1}.

Exercice – Quaternions et rotations de R3

Considérons l’ensemble E = R×R3 ; par conséquent, tout élément x ∈ E, appelé
quaternion, s’écrira de la forme suivante (x0,

−→x ) avec x0 ∈ R et −→x ∈ R3. Si x0 = 0,
alors x est dit quaternion pur.
Posons enfin, pour tout x ∈ E,

‖x‖E =
√
x20 + ‖−→x ‖2.

Partie A – Produit, conjugaison et norme

Pour tout x, y ∈ E, on définit x⊗ y ∈ E par

x⊗ y = (x0y0 − 〈−→x ,−→y 〉, x0−→y + y0
−→x +−→x ∧ −→y ).

On admet que ⊗ est une loi de composition interne associative sur E.

1. Calculer le produit (λ,
−→
0 ) ⊗ x pour tout λ ∈ R et tout x ∈ E. En déduire

l’élément neutre pour ⊗.

2. Pour tout x ∈ E, on pose x = (x0,−−→x ).

(a) Montrer que x⊗ x = x⊗ x = (‖x‖2E ,
−→
0 ) pour tout x ∈ E.

(b) Montrer que pour tous x, y ∈ E, x⊗ y = y ⊗ x.

3. Déduire des questions précédentes que :

∀x, y ∈ E, ‖x⊗ y‖E = ‖x‖E‖y‖E .

Désormais, (
−→
i ,
−→
j ,
−→
k ) désigne une base orthonormée directe de R3.

Partie B – Propriétés de groupes

Notons U l’ensemble des x ∈ E tel que ‖x‖E = 1, Un l’ensemble des éléments

de x ∈ E, tels que x⊗n, la puissance n-ème de x pour ⊗, soit égale à (1,
−→
0 ) et

Un = {(X,Y−→i ) ∈ Un, avec (X,Y ) ∈ R2}.
1. Montrer que U muni de ⊗ est un groupe non-abélien.

2. Soit n ≥ 2. Montrer que Un est un sous-groupe de U , qu’il est abélien.

3. Définissons pour tout a ∈ U et x ∈ {0} × R3, ϕa(x) = a⊗ x⊗ a−1.

(a) Montrer que, pour tout a ∈ U , ϕa({0} × R3) ⊂ {0} × R3.

(b) Pour tout (a, b) ∈ U2, montrer que ϕa ◦ ϕb = ϕa⊗b.

(c) Soit a ∈ U . Déterminer les éléments invariants par ϕa.

Problème – Principalité d’anneaux d’entiers

Partie A – Anneaux d’entiers quadratiques

Pour tout d ∈ N∗, posons

Q(i
√
d) = {a+ ib

√
d, a, b ∈ Q}.

1. Soit d ∈ N∗. Montrer qu’il existe d′ ∈ N∗ sans facteur carré (c’est-à-dire tel que
les exposants dans la décomposition en facteurs premiers soient strictement
inférieur à 2) tel que

Q(i
√
d) = Q(i

√
d′).

2. Vérifier que, pour tout d ∈ N∗ sans facteur carré, Q(i
√
d) est un sous-anneau

de C ; est-ce un corps ?

y
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3. Fixons d ∈ N∗ sans facteur carré et notons Ad l’ensemble des éléments x ∈
Q(i
√
d) tels qu’il existe a0, a1 ∈ Z vérifiant

x2 + a1x+ a0 = 0.

(a) Soit a, b ∈ Q. Montrer que a+ ib
√
d ∈ Ad si et seulement si

2a ∈ Z et a2 + db2 ∈ Z.

Indication: on pourra remarquer que x = a+ ib
√
d est racine de X2 −

2aX + a2 + db2.
On cherche désormais les éléments x = a + ib

√
d ∈ Ad avec a = n

2 et
b = p

q où n, p ∈ Z, q ∈ N∗ et p ∧ q = 1.

(b) Montrer que si n est pair, alors a ∈ Z, dp
2

q2 ∈ Z puis que b ∈ Z.

(c) Montrer que si n est impair, alors 4dp
2

q2 ∈ Z puis que q = 2. Justifier que

cette situation entrâıne d = 3[4].
Indication: on pourra considérer l’expression n2 + dp2 modulo 4.

(d) Conclure que si d = 1[4] ou d = 2[4],

Ad = {a+ ib
√
d, a, b ∈ Z},

et si d = 3[4],

Ad =

{
a+ b

1 + i
√
d

2
, a, b ∈ Z

}
.

(e) Vérifier que Ad est un sous-anneau de Q(i
√
d).

Partie B – A19

1. Préciser le reste de la division de 19 par 4.

2. Soit α = 1+i
√
19

2 . Déterminer un polynôme de degré 2 à coefficients entiers
dont α est racine.

3. Soit x, y ∈ A19 non nuls.

(a) Montrer qu’il existe u, v ∈ Q tels que

x

y
= u+ vα.

Notons n = bvc.
(b) Supposons que v /∈]n + 1

3 , n + 2
3 [ et notons a, b ∈ Z les entiers les plus

proches de u et v, q = a+ b 1+i
√
19

2 et r = x− qy.
Montrer que r ∈ A19 et que |r| < |y|.

(c) Supposons que v ∈]n+ 1
3 , n+ 2

3 [. Montrer qu’il existe q, r ∈ A19 tels que
2x = qy + r et |r| < |y|.

Nous venons d’établir une propriété de � pseudo-division euclidienne �.

4. Soit l’idéal I2 = 2A19 engendré par 2.

(a) Montrer que I2 est un idéal de l’anneau A19.

(b) Soit x, y ∈ A19 tels que xy ∈ I2. Montrer que x ∈ I2 ou y ∈ I2.

On admet que si q /∈ I2 alors il existe u, v ∈ A19 tels que 2u+ qv = 1.

5. Soit I un idéal de A19 différent de {0} et y ∈ I non nul de module minimal.
Soit x ∈ I.

(a) Montrer que s’il existe q, r ∈ A19 tel que x = qy + r et |r| < |y|, alors x
appartient à l’idéal engendré par y.

(b) Montrer que s’il existe q, r ∈ A19 tel que 2x = qy + r et |r| < |y|, alors
x appartient à l’idéal engendré par y.

(c) Conclure.

Partie C – Groupe de classes

Dans cette partie, A est un anneau intègre.

1. Soit I et J deux idéaux de A. Montrer que l’ensemble I.J des sommes finies
de termes de la forme x× y avec x ∈ I, et y ∈ J est un idéal de A inclus dans
I et J .

2. Soit a, b ∈ A. Calculer (aA).(bA).

3. Deux idéaux non nuls I et J sont équivalents s’il existe a, b ∈ A \ {0} tels que

(aA).I = (bA).J

Vérifier que l’on définit ainsi une relation d’équivalence sur l’ensemble des
idéaux non nuls de A.

4. Montrer que si A est principal alors il n’existe qu’une classe d’idéaux non nuls.

5. Soit des idéaux non nuls I, I ′, J et J ′ tels que I et I ′ soient équivalents et J
et J ′ soient équivalents. Vérifier que I.J est équivalent à I ′.J ′.

6. On a donc défini une loi de composition interne produit sur les classes
d’équivalence d’idéaux. L’ensemble des classes d’équivalence d’idéaux d’un an-
neau Ad est un groupe pour le produit, appelé groupe des classes.
Déterminer le groupe des classes de A19, A3 et A5.

y
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Exercice – Théorème de Wolstenhome

Soit p un nombre premier supérieur ou égal à 5.

Partie A – Calculs dans Z/pZ

1. (a) Vérifier que (Z/pZ,+, .) est un corps.

(b) Déterminer les éléments qui sont leur propre inverse pour la loi ..

(c) En déduire le théorème de Wilson (p− 1)! = −1.

2. Notons, pour tout k ∈ [[1, p− 1]], pk = (p−1)!
k(p−k) .

(a) Montrer que, pour tout k ∈ [[1, p− 1]], pk =
(
k
)−2

.

(b) En déduire que
p−1∑
k=1

pk =
p−1∑
k=1

k
2
.

(c) Montrer que
p−1∑
k=1

k
2

= 0.

(d) Conclure que
p−1∑
k=1

pk est divisible par p.

Partie B – Théorème de Wolstenhome

Notons A
B l’écriture irréductible du rationnel

p−1∑
k=1

1
k .

1. Montrer que pB
p−1∑
k=1

pk = 2A(p− 1)!.

2. En déduire que p2 divise A.

Problème – Suite de Lucas

Considérons les suites (Ln)n∈N, (Fn)n∈N et (Sn)n∈N définie par L0 = 2, L1 = 1,
F0 = 0, F1 = 1 et, pour tout n ∈ N :

Ln+2 = Ln+1 + Ln Fn+2 = Fn+1 + Fn Sn = L3.2n

Posons Φ = 1+
√
5

2 , Φ = 1−
√
5

2 , ω = 2 +
√

5 et ω = 2−
√

5.

Partie A – Premières propriétés

1. (a) Calculer, pour tout n ∈ N, Fn et Ln en fonction de Φ et Φ.

(b) Vérifier que, pour tout k, r ∈ N, 2L2k+r − LrL2k = 5FrFkLk.

2. Montrer que pour tout n ∈ N, L2n − L2
n = 2.(−1)n+1.

En déduire une relation de récurrence simple vérifiée par la suite (Sn)n.

3. Vérifier que Sn = ω2n + ω2n pour tout n ∈ N.

Partie B – Relations de congruence

Dans cette partie on pensera à utiliser la relation obtenue à la question 1b de la
partie A.

1. Montrer que, pour tout k, r ∈ N, 2L2k+r = 2(−1)k+1Lr[Lk]

2. Montrer, par récurrence sur α ∈ N, que Lk divise 2αL3α.k.
Soit n ≥ 5 un entier impair. Notons r son reste et 3α.q, avec q non divisible
par 3, son quotient dans la division euclidienne par 4.

3. Montrer que Ln = −1[L2q] ou que Ln = −4[L2q].

Partie C – Théorème de Cohn

1. Démontrer le petit théorème de Fermat : Pour tout nombre premier p et tout
entier a non-divisible par p, ap−1 = 1[p].

2. (a) Soit p un nombre premier congru à 3 modulo 4. Montrer qu’il n’existe
pas d’entier x ∈ N tel que x2 = −1[p].

(b) Soit n un entier congru à 3 modulo 4. Montrer qu’il n’existe pas d’entier
x ∈ N tel que x2 = −1[n].

3. Montrer que L2n n’est pas le carré d’un entier.
Indication: on pourra raisonner par l’absurde en utilisant la question 2 de
la partie A.

4. Montrer que pour tout q non divisible par 3, L2q = 3[4].
Indication: on pourra commencer par montrer que Ln+6 = Ln[4] pour tout
entier n.

5. Déduire des résultats précédents que si n /∈ {1, 3}, Ln n’est pas le carré d’un
entier.

Partie D – Test de Lucas-Lehmer pour les nombres de Mer-
senne

Le nombre de Mersenne d’indice n ∈ N est l’entier Mn = 2n − 1.

y
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1. Montrer que si Mn est premier, alors n est premier.
Considérons p un nombre premier tel que Mp divise Sp−2 et supposons que
Mp est composé. Notons q un diviseur premier de Mp strictement inférieur
à
√
Mp et introduisons l’anneau A = {x +

√
5y, x, y ∈ Z/qZ} avec

√
5 un

élément de carré 3 ∈ Z/qZ.

2. Montrer que A∗ est de cardinal au plus q2 − 1.

3. Montrer que le groupe engendré par ω contient 2p éléments.

4. En déduire que Mp est alors premier.

y
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Exercice – Un critère d’irréductibilité dans Z[X]

Soit P un polynôme à coefficients entiers et n ∈ N tels que
. Pour toute racine complexe z de P , Re(z) < n+ 1

2 .
. P (n) 6= 0
. P (n+ 1) est un nombre premier.

Supposons que P = Q.R avec Q,R ∈ Z[X].

1. Montrer que toute racine de Q est de partie réelle strictement inférieure à
n+ 1

2 .

2. Soit z tel que Re(z) < n+ 1
2 . Justifier que |z − (n+ 1)| > |z − n|.

3. En déduire que |Q(n+ 1)| > 1 si Q est non constant.
Indication: on pourra commencer par comparer |Q(n+ 1)| et |Q(n)|.

4. En déduire que P est irréductible dans Z[X].

Problème – Théorème de Fermat

Partie A – Étude d’une application

Considérons N l’application qui à un polynôme non-nul P ∈ C[X] associe le
nombre de racines distinctes de ce polynôme P .

1. Justifier que N(P ) ≤ degP . Pour quels polynômes a-t-on égalité ?

2. Montrer que, pour tous polynômes P et Q, N(PQ) ≤ N(P ) + N(Q). Pour
quels polynômes a-t-on égalité ?

3. Montrer que, pour tout polynôme P et tout entier naturel non-nul n, N(Pn) =
N(P ).

4. Déterminer les polynômes tels que N(P ) = 0.

Partie B – Inégalité de Mason-Stothers

Soit A, B et C trois polynômes non constants de C[X] deux à deux premiers entre
eux et vérifiant A+B+C = 0. On cherche à montrer l’inégalité de Mason-Stothers

N(ABC) ≥ max(degA,degB, degC) + 1.

1. Montrer qu’il existe un unique polynôme P unitaire, scindé à racines simples
tel que

∀z ∈ C, A(z)B(z)C(z) = 0 ⇔ P (z) = 0.

Déterminer le degré de P .
Considérons les fractions rationnelles R = A

C et S = B
C .

2. Établir que B
A = −

R′
R
S′
S

= −P
R′
R

P S′
S

.

3. Montrer que P R′

R et P S′

S sont des polynômes de degré au plus N(ABC)− 1.

4. En déduire que B divise P R′

R et que A divise P S′

S et donc que

max(degA,degB) ≤ N(ABC)− 1.

5. Conclure.

Partie C – Théorème de Fermat

Démontrer le théorème de Fermat pour les polynômes :
Si n ≥ 3, alors il n’existe pas de polynômes P , Q, et R deux à deux premiers entre
eux, non-constants tels que Pn +Qn = Rn.

y
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Exercice 1 – Déjà vu

Écrire une procédure qui prend un entier n ∈ N∗ et renvoie la n-ième ligne du
triangle de Pascal dans une structure de séquence.

Exercice 2

1. Écrire une procédure chiffres qui prend un entier strictement positif et qui
renvoie la liste de ses chiffres dans l’ordre habituel d’écriture.

> chiffres(1234);

[1, 2, 3, 4]

2. Écrire une procédure dechiffres qui prend une liste de chiffres dans l’ordre
habituel d’écriture et qui renvoie l’entier strictement positif qui correspond.

> dechiffres([1, 2, 3, 4]);

1234

3. Écrire une procédure reverse qui prend une liste et la renvoie dans l’ordre
inverse.

> reverse([1, 2, 3, 4]);

[4, 3, 2, 1]

4. Écrire une procédure test qui teste si un entier a une écriture décimale pa-
lindrome (c’est-à-dire si son écriture décimale lue dans les deux sens donne le
même entier).

> test(1234);

false

> test(12321);

true

5. Écrire une procédure exercice qui prend un entier n > 0 et renvoie la
séquence des entiers inférieurs à n dont l’écriture décimale est un palindrome.

> exercice(123);

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 11, 22, 33, 44, 55, 66, 77, 88, 99,

101, 111, 121

Exercice 3 – Mystère

Identifier la procédure suivante.

mystere := proc(t)

local k:=0, m:=t[0];

for x in t do

if x>m then k:=k+1 end if;

end do;

k

end proc;

Problème – Somme de deux carrés

1. Écrire la séquence des nombres premiers congrus à 1 modulo 4 inférieur à 500.

2. Écrire une procédure truc qui prend un nombre n et renvoie si c’est possible
le plus petit entier a ∈ [[1, n]] tel que n divise a2 + 1 et FAIL s’il n’existe pas
de tels entiers.
On fixe dorénavant p un nombre premier congru à 1 modulo 4 et a la valeur
renvoyée par truc(p).

3. Considérons les suites définies par x0 = a, y0 = 1, z0 =
x2
0+y

2
0

p et pour tout

n ∈ N tel que zn /∈ {0, 1},

xn+1 =
xnrn + ynsn

zn

yn+1 =
xnsn − ynrn

zn

zn+1 =
x2n+1 + y2n+1

p

où rn et sn sont égaux xn et yn respectivement modulo zn et de valeur absolue
inférieure ou égal à zn

2 .

(a) Vérifier que, pour tout entier n tel que les quantités soient définies

z2n(x2n+1 + y2n+1) = (x2n + y2n)(r2n + s2n).

(b) En déduire que la suite (finie) (zn)n est strictement décroissante.

(c) Notons N = inf{n ∈ N, zn ∈ {0, 1}}. Écrire une procédure qui prend p
et a en arguments et qui renvoie (xN , yN ).

(d) Montrer que zN = 1 puis calculer x2N + y2N .

y
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Problème – Polynômes irréductibles sur Z
Ce devoir regroupe des questions indépendantes autour de la définition suivante.

Définition 1

Un polynôme P (X) à coefficients entiers est irréductible sur Z si pour tout couple
(A(X), B(X)) de polynômes à coefficients entiers tels que P (X) = A(X)B(X),
soit A(X) soit B(X) est égal à 1 ou −1.

Partie A – Premiers exemples

1. Soit a, b ∈ Z. Factoriser le polynôme X4 + (2a − b2)X2 + a2 comme produit
de deux polynômes de degré 2.
En déduire que X4 +X2 + 1 n’est pas irréductible sur Z.

2. Factoriser dans C le polynôme X4 + 4.
Le polynôme X4 + 4 est-il irréductible sur Z ?

3. Montrer que le polynôme X4 +X + 1 est irréductible sur Z.

4. Soit α1 < . . . < αn des entiers.

(a) Montrer que
n∏
k=1

(X − αk)− 1 est irréductible sur Z.

(b) Montrer que
n∏
k=1

(X − αk) + 1 est irréductible sur Z pour n impair.

(c) Montrer que
n∏
k=1

(X − αk)2 + 1 est irréductible sur Z.

Partie B – Irréductibilité dans Q[X]

Le contenu d’un polynôme P à coefficients entiers est le pgcd de ses coefficients ;
on ne note c(P ). Un polynôme à coefficients entiers est primitif si son contenu est
égal à 1.

1. (a) Montrer que le produit de deux polynômes primitifs est primitif.

(b) En déduire que, pour tout couple (P,Q) de polynômes à coefficients
entiers, c(PQ) = c(P )c(Q).

2. Soit P et Q deux polynômes unitaires de Q[X] tels que PQ ∈ Z[X].
Notons α et β les ppcm des dénominateurs des coefficients de P et Q dans
leur écriture irréductible.

(a) Montrer que α.P et β.Q sont à coefficients entiers.

(b) Justifier que les entiers α et c(α.P ) sont premiers entre eux.

(c) Montrer que αβc(PQ) = c(αP )c(βQ).

(d) En déduire que PQ n’est pas irréductible sur Z.

Partie C – Critère de Perron

1. Soit P (X) = Xn +
n−1∑
k=0

akX
k ∈ C[X] tel que

|an−1| > 1 +

n−2∑
k=0

|ak|.

(a) Montrer que P (X) n’admet pas de racine de module 1.

(b) Supposons que P (X) admette une racine z1 de module strictement
supérieur à 1 et notons

P (X) = (X − z1)

n−1∑
k=0

bkX
k.

i. Calculer bn−1, b0 puis montrer que, pour tout k ∈ [[1, n− 1]],

ak = bk−1 − z1bk.

ii. En déduire que

|bn−2 − z1| ≥ 1 + |bn−2|+ (|z1| − 1)

n−2∑
k=0

|bk|,

puis que

1 >

n−2∑
k=0

|bk|.

iii. En déduire que
n−1∑
k=0

bkX
k n’a pas de racine de module supérieur à 1.

(c) Conclure que P admet au plus une racine de module supérieure ou égale
à 1 et que celle-ci est simple.

2. Soit P (X) = Xn +
n−1∑
k=0

akX
k à coefficients entiers tel que a0 6= 0 et

|an−1| > 1 +

n−2∑
k=0

|ak|.

Supposons que P (X) = A(X)B(X) avec A(X) et B(X) deux polynômes non
constants à coefficients entiers.

(a) En étudiant les coefficients constants de A et B, montrer que ces po-
lynômes admettent une racine de module supérieur ou égal à 1.

(b) Conclure.

3. Soit n ∈ N \ {0, 1}. Le polynôme Xn + 15485863Xn−1 + 223 est-il irréductible
sur Z ?

y



MPSI2 Devoir 17 R. Mansuy

Partie D – Critère de Osada

Soit P (X) = Xn +
n−1∑
k=0

akX
k ∈ C[X] tel que a0 est premier et

|a0| > 1 +

n−1∑
k=1

|ak|.

Supposons que P (X) = A(X)B(X) avec A(X) et B(X) deux polynômes non
constants à coefficients entiers.

1. Montrer que |A(0)| = 1 ou |B(0)| = 1.

2. En déduire que P admet une racine de module inférieur au égal à 1.

3. Conclure que P est irréductible sur Z.

Partie E – Critère de Polya

1. Soit P (X) un polynôme à coefficients entiers de degré n et des entiers α0 <
α1 < . . . < αn.

(a) Montrer que le coefficient dominant de P est

n∑
k=0

P (αk)

n∏
l=0
l6=k

1

αk − αl
.

Indication: on pensera à l’interpolation de Lagrange.

(b) En déduire qu’il existe k ∈ [[0, n]] tel que |P (αk)| ≥ n!2−n.

2. Soit P (X) un polynôme à coefficients entiers de degré n, α1, α2, . . . , αn des
entiers deux à deux distincts non racines de P tels que

∀k ∈ [[0, n]], |P (αk)| < M !2−M ,

où M =
⌊
n+1
2

⌋
.

Supposons que P (X) = A(X)B(X) avec A et B non constants à coefficients
entiers.

(a) Montrer que l’on peut supposer que degA ≥M .

(b) Vérifier que (degA)!2−degA ≥M !2−M .

(c) Conclure.
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Exercice – Développement en série de Engel

1. Soit (an)n∈N une suite croissante d’entiers telle que a0 ≥ 2.

Montrer que la suite (Sn =
n∑
k=0

1
a0...ak

)n∈N est convergente de limite inférieure

ou égale à 1
a0−1 .

Si x est la limite de la suite (Sn)n∈N, on dit alors que x admet un
développement de Engel et on note x = [a0, . . . , an, . . .].

2. Prouvons dans cette question l’existence du développement de Engel pour
tout x ∈]0, 1]. Soit x ∈]0, 1]. Définissons deux suites (xn)n∈N et (an)n∈N par
x0 = x et pour tout n ∈ N :{

an = 1 +
⌊

1
xn

⌋
xn+1 = anxn − 1

(a) Montrer que, pour tout n ∈ N, xn 6= 0. En déduire que les suites (xn)n∈N
et (an)n∈N sont bien définies.

(b) Montrer que (xn)n∈N est une suite décroissante puis que (an)n∈N est une
suite croissante d’entiers et que a0 ≥ 2.

(c) Montrer que pour tout n ∈ N, x = Sn + xn+1

a0...an
. En déduire que x =

[a0, . . . , an, . . .].

3. Montrons par l’absurde l’unicité du développement de Engel. On suppose qu’il
existe deux suites distinctes croissantes d’entiers (an)n∈N et (bn)n∈N telles que
a0 ≥ 2, b0 ≥ 2 et

[a0, . . . , an, . . .] = [b0, . . . , bn, . . .]

Introduisons n0 = min{n ∈ N, an 6= bn}.
(a) Montrer que [an0

, . . . , an, . . .] = [bn0
, . . . , bn, . . .].

(b) Montrer que si x = [α0, . . . , αn, . . .], alors α0 = 1 +
⌊
1
x

⌋
.

Indication: : on pourra commencer par montrer que 0 ≤ α0x− 1 < 1.

(c) Conclure.

4. (a) Déterminer le réel dont le développement de Engel est associé à une suite
constante égale à p ≥ 2.

(b) Pour tout a ≥ 3, notons r(a) la racine de ]0, 1[ de X2− aX + 1 (dont on
n’utilisera pas l’expression explicite).

i. Montrer que r(a)2 = r(a2 − 2) puis que r(a) = 1
a + 1

ar(a
2 − 2).

ii. En déduire que le développement de Engel de r(p) pour un entier
p ≥ 3 est (αn)n∈N où α0 = p et

∀n ∈ N, αn+1 = α2
n − 2

Indication: on pourra remarquer r(αn) = 1
αn

+ 1
αn
r(αn+1) pour

tout n.

5. Montrer que x ∈]0, 1] est rationnel si et seulement si son développement de
Engel correspond à une suite (an)n∈N stationnaire (i.e. constante à partir d’un
certain rang).

Problème – Réels mal approchés

Partie A – Fractions continues

Pour tout α ∈ R \ Q, on définit les suites (αk)k≥0 ∈ RN et (nk)k≥0 ∈ NN par
α0 = α et n0 = bα0c et les relations de récurrence pour tout k ∈ N,

αk+1 =
1

αk − nk
, nk+1 = bαk+1c.

1. (a) Montrer que pour tout k ∈ N, αk /∈ Q.

(b) En déduire que les suites (αk)k≥0 et (nk)k≥0 sont bien définies.

2. Déterminer la suite (nk)k≥0 pour les irrationnels Φ = 1+
√
5

2 et
√

2.
Considérons (pk)k≥−1 et (qk)k≥−1 les suites croissantes d’entiers définies par
p−1 = 1, p0 = n0, q−1 = 0, q0 = 1 et, pour tout k ≥ −1,

pk+2 = nk+2pk+1 + pk

qk+2 = nk+2qk+1 + qk

3. Montrer, par récurrence, que

∀k ≥ −1, pk+1qk − pkqk+1 = (−1)k.

4. (a) Montrer successivement que, pour tout k ≥ 0,

α =
pk+1αk+2 + pk
qk+1αk+2 + qk

, qk(pk − αqk) =
(−1)k+1

αk+1 + qk−1

qk

.

(b) Montrer l’inégalité de Dirichlet

∀k ≥ 0,

∣∣∣∣α− pk
qk

∣∣∣∣ ≤ 1

qkqk+1
≤ 1

q2k
.

5. (a) Montrer que les suites (p2kq2k )k≥0 et (p2k+1

q2k+1
)k≥0 sont adjacentes de limite

α.

y
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(b) Soit k ∈ N et a
b une fraction (sous forme irréductible) telle que∣∣∣α− a

b

∣∣∣ < ∣∣∣∣α− pk
qk

∣∣∣∣ .
Montrer que b > qk.

Dans la suite de l’énoncé, on appelle (nk)k≥0 l’écriture en fractions continues de

α et la suite
(
pk
qk

)
k≥0

la suite des meilleures approximations de α.

Partie B – Irrationnels mal approchés

Un irrationnel α de suite des meilleures approximations
(
pk
qk

)
k≥0

est dit mal

approché si la borne inférieure de l’ensemble {qn|pn−αqn|, n ∈ N} est strictement
positive. Dans le cas contraire, α est dit bien approché.

1. Montrer qu’il existe κ > 0 tel que pour tout (p, q) ∈ Z× N∗, on a∣∣∣∣√2− p

q

∣∣∣∣ ≥ κ

q2
.

√
2 est-il bien approché ?

2. (a) Montrer que l’écriture en fraction continue (nk)k≥0 de α est bornée si et
seulement si α est mal approché.

(b) En déduire que Φ est mal approché.

Problème – Produits infinis

Soit (un) une suite de réels non nuls, on lui associe la suite (pn) (appelée produit
(pn)) définie par

∀n ∈ N∗, pn =

n∏
p=1

up = u1u2 . . . un.

Par définition, le produit (pn) converge si la suite (pn) admet une limite finie non
nulle. Sinon, le produit (pn) diverge.

Partie A

1. En considérant le quotient pn+1

pn
, montrer que, pour que le produit (pn)

converge, il est nécessaire que la suite (un) converge vers 1.

2. Posons, pour tout n ≥ 1, pn =
n∏
p=1

(1 + 1
p ).

(a) Montrer que, pour tout n ≥ 1, pn = n+ 1.

(b) Quelle est la nature du produit (pn) ?

3. Soit a /∈ πZ et pn =
n∏
p=1

cos a
2p pour tout n ≥ 1.

Calculer, pour tout n ≥ 1, pn. sin
a
2n ; en déduire que le produit (pn) converge

et donner la limite de la suite (pn).

Partie B

1. Soit (pn) un produit associé à une suite (un) qui converge vers 1.

(a) Montrer qu’il existe un entier n0 tel que : ∀n ≥ n0, un > 0.

(b) Posons, pour tout n ≥ 1, Sn =
n∑

p=n0

ln(up).

Montrer que la convergence de la suite (Sn) équivaut à la convergence
du produit (pn).
Lorsque (Sn) converge vers ` donner la limite de la suite (pn) en fonction
de `.

2. Posons, pour tout n ≥ 1, pn =
n∏
p=1

p
√
p et Sn =

n∑
p=1

ln p
p ·

(a) Montrer que :

∀p ≥ 3,

p+1∫
p

lnx

x
dx ≤ ln p

p
.

(b) En déduire la nature de la suite (Sn) et du produit (pn).

Partie C

1. Posons, pour tout n ≥ 1, pn =
n∏
p=1

(1 + vp) où (vn) est une suite de réels

strictement positifs qui converge vers 0 et S′n =
n∑
p=1

vp.

(a) Justifier que ∀x ∈ R∗+, ln(1 + x) < x.

(b) Montrer que la suite (S′n) est croissante.

(c) Montrer que si la suite (S′n) converge, alors le produit (pn) converge.

2. Posons, pour tout n ≥ 1, pn =
n∏
p=1

(1 + a2
p

) où a ∈ R∗+.

(a) Que dire de la nature du produit (pn) lorsque a ≥ 1 ?

y
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(b) Supposons a ∈ ]0, 1[.

i. Montrer que le produit (pn) converge.

ii. Pour tout entier naturel n non nul, calculer (1− a2)pn et en déduire
la limite de la suite (pn).

y



MPSI2 Devoir 19 R. Mansuy

Exercice – Module de continuité uniforme

Le module de continuité d’une fonction continue f : [0, 1] → R est la fonction ωf
définie par

∀t ∈ [0, 1], ωf (t) = sup{|f(x)− f(y)|, (x, y) ∈ [0, 1]2, |x− y| ≤ t}.

1. Calculer ωg pour la fonction g : x 7→
√
x.

Indication: on pourra vérifier que :
√
x−√y ≤

√
x− y pour tous x > y ≥ 0.

2. Soit f une fonction continue.

(a) Montrer que ωf est une fonction croissante et calculer ωf (0).

(b) Montrer que la fonction ωf est sous-additive, c’est-à-dire que, pour tout
(u, v) ∈ [0, 1]2 tel que u+ v ≤ 1, ωf (u+ v) ≤ ωf (u) + ωf (v).

(c) Montrer que la fonction ωf est continue.
Indication: on pourra justifier puis utiliser l’uniforme continuité de f .

(d) Montrer que si ωf s’annule hors de 0, alors ωf est identiquement nulle.
Préciser les fonctions f pour lesquelles ωf = 0.

3. Soit ω : [0, 1]→ R une fonction continue, croissante, nulle à l’origine et sous-
additive. Montrer qu’il existe une fonction dont ω est le module de continuité.

Exercice – Équation fonctionnelle

Soit E l’ensemble des fonctions f : R→ R telles que

∀(x, y) ∈ R2 f(x+ y) + f(x− y) = 2(f(x) + f(y)).

1. Montrer que, si f ∈ E et (r, x) ∈ Q× R, alors f(rx) = r2f(x).

2. Déterminer les éléments de E continus sur R.

3. Déterminer les éléments de E monotones sur R+.

4. Déterminer les éléments de E bornés au voisinage de 0.

y
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Exercice

Soit F l’ensemble des fonctions f : [0, 1]→ R telles qu’il existe C > 0 vérifiant

∀x ∈ [0, 1], |f(x)| ≤ C|x|.

1. (a) Justifier que les fonctions de F sont nulles en 0 et continues en 0.

(b) Montrer que si f , g ∈ F , λ, µ ∈ R, alors λf + µg ∈ F .

(c) Justifier que les fonctions nulles en 0 et de classe C1 appartiennent à F .

Dans la suite du problème, on considère f ∈ F à valeurs positives et on
cherche les solutions y continues en 0 de l’équation (E)

∀x ∈ [0, 1], y(x)− y
(x

2

)
= f(x).

2. Posons, pour tout x ∈ [0, 1] et tout n ∈ N,

un(x) =

n∑
k=0

f
( x

2k

)
.

(a) Montrer que, pour tout x ∈ [0, 1], la suite réelle (un(x))n est croissante
majorée.

(b) Montrer qu’une suite croissante majorée converge.
Notons u(x) la limite de la suite (un(x))n.

(c) Montrer que la fonction x 7→ u(x) appartient à F puis qu’elle est solution
de (E).

3. Soit y0 ∈ R. Montrer que l’équation (E) admet une unique solution y continue
en 0 telle que y(0) = y0.

4. Montrer qu’il existe une unique fonction de F solution de (E).

5. Soit α > 1. Trouver l’unique solution dans F de (E) pour f : x 7→ xα.

Problème – Fonctions à dérivée nulle pp

Partie A – Préliminaire

Soit f : [a, b] → R une fonction dérivable par morceaux et continue. Supposons
que f ′(x) = 0 pour tout x ∈ [a, b] où f est dérivable. Montrer que f est constante.

Partie B – Autour du lemme de Cousin

Soit a < b et δ : [a, b]→ R∗+. Une subdivision de [a, b] plus fine que δ est un couple
formé

. d’une subdivision a = x0 < x1 < . . . < xn = b,

. de points t1, t2,. . . , tn tels que

∀k ∈ [[1, n]], tk − δ(tk) < xk−1 ≤ tk ≤ xk < tk + δ(tk).

1. Soit δ :

 [0, 1] → R∗+
x 7→

{
1 si x ∈ Q,
1

123 sinon.
et xk = k

42 pour k ∈ [[0, 42]].

Trouver tous les points t1, t2,. . . , tn pour lesquels que la subdivision x0 <
x1 < . . . < x42 est plus fine que δ.

2. L’objectif de cette question est de montrer le lemme de Cousin suivant

Lemme 1

Pour tout segment [a, b] et toute application δ : [a, b] → R∗+, il existe une
subdivision de [a, b] plus fine que δ.

Fixons a < b, δ : [a, b] → R∗+ et notons E l’ensemble des x ∈ [a, b] tel qu’il
existe une subdivision de [a, x] plus fine que δ.

(a) Justifier que E admet une borne supérieure.

(b) Montrer que E admet un plus grand élément.

(c) En déduire que maxE = b puis conclure.

3. Soit f : R→ R continue. On suppose qu’il existe une suite (xn)n de réels tels
que si x /∈ {xn, n ∈ N}, f est dérivable en x et f ′(x) = 0. Fixons enfin ε > 0.

(a) Pour tout n ∈ N, montrer qu’il existe δ(xn) > 0 tel que

∀x ∈]xn − δ(xn), xn + δ(xn)[, |f(x)− f(xn)| ≤ 2−n−1ε.

(b) Soit x /∈ {xn, n ∈ N}. Montrer qu’il existe δ(x) > 0 tel que

∀y ∈]x− δ(x), x+ δ(x)[, |f(y)− f(x)| ≤ ε|y − x|.

(c) Montrer, en utilisant le lemme de Cousin, que pour tout a < b,

|f(b)− f(a)| ≤ 2(1 + b− a)ε.

(d) Conclure.

y
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Partie C – Fonction de Cantor

1. Soit (an)n∈N∗ une suite à valeurs dans {0, 1}.

(a) Montrer que les suites

(
n∑
k=1

ak
2k

)
n

et

(
n∑
k=1

2ak
3k

)
n

sont convergentes.

Notons
∞∑
k=1

ak
2k

et
∞∑
k=1

2ak
3k

les limites de ces suites.

(b) Calculer
∞∑
k=1

2ak
3k

. pour la suite (ak)k constante égale à 1 ;

. pour la suite (ak)k constante égale à 1 jusqu’au rang N (inclus) puis
nulle après ;

. pour la suite (ak)k nulle jusqu’au rang N (inclus) puis constante égale
à 1 après.

Définissons, pour tout x ∈ [0, 1],

f(x) = sup

{ ∞∑
k=1

ak
2k

pour (an)n∈N∗ ∈ {0, 1}N
∗

telle que

∞∑
k=1

2ak
3k
≤ x

}
.

2. Justifier que la fonction f est croissante, non constante.

3. Montrer que f est constante sur tout intervalle de la forme]
N∑
k=1

2ak
3k

+
1

3N+1
,

N∑
k=1

2ak
3k

+
2

3N+1

[
avec a1,. . . , aN ∈ {0, 1}. Préciser la valeur de f sur cet intervalle.

4. Montrer que f est continue.

5. L’ensemble des éléments de la forme
∞∑
k=1

2ak
3k

avec (ak)k à valeurs dans {0, 1}

est-il dénombrable ?

Partie D – Une autre fonction pathologique

On admet ici que tout réel x ∈]0, 1], il existe une suite strictement croissante
(αk)k∈N ∈ (N∗)N

x =

∞∑
k=0

1

2αk
= lim
n→∞

n∑
k=0

1

2αk
.

Soit r > 0 différent de 1. Posons f(0) = 0 et pour tout x ∈]0, 1] d’écriture binaire
donnée par la suite (αk)k,

f(x) =

∞∑
k=0

rk

(1 + r)αk
= lim
n→∞

n∑
k=0

rk

(1 + r)αk
.

1. Calculer f(1).

2. Montrer que la fonction f est strictement croissante.

3. Soit x ∈]0, 1] d’écriture binaire donnée par la suite (αk)k et, posons pour tout
n ∈ N,

xn =
∑
k=0
αk≤n

1

2αk
, yn = xn +

1

2n
.

(a) Montrer que, pour tout n ∈ N,

f(yn)− f(xn) =
rAn

(1 + r)n
,

avec An = card {k ∈ N, αk ≤ n}.
(b) En déduire que lim f(xn) = lim f(yn) puis que f est continue en x.

(c) Supposons r < 1. Montrer que si f est dérivable en x, alors f ′(x) = 0.

Partie E – Bonus

Montrer le théorème des valeurs intermédiaires et le théorème des bornes en uti-
lisant le lemme de Cousin (et pas la propriété de la borne supérieure).
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Exercice 1 – Fonctions SCI

Une fonction f définie sur un intervalle I ⊂ R est SCI si

∀x0 ∈ I, ∀ε > 0,∃η > 0,∀x ∈ I, |x− x0| ≤ η ⇒ f(x) ≥ f(x0)− ε.

1. (a) Montrer qu’une fonction continue sur un intervalle est SCI.

(b) Déterminer une fonction SCI qui n’est pas continue.

2. (a) Montrer que la somme de deux fonctions SCI sur un intervalle I est
encore une fonction SCI.

(b) Montrer que le produit de deux fonctions SCI n’est pas forcément une
fonction SCI.

3. Soit f une fonction SCI sur un segment I.

(a) Montrer que f est minorée.

(b) Montrer qu’il existe x0 ∈ I tel que f(x0) = inf
x∈I

f(x).

Exercice 2 – Fonction de Takagi

1. Considérons les fonctions g : x 7→
∣∣x− ⌊x+ 1

2

⌋∣∣ et, pour tout n ∈ N,

gn : x 7→ g(2nx)

2n
.

(a) Tracer la courbe représentative de g.

(b) Montrer que les fonctions gn sont 1-lipschitziennes.

(c) Montrer que, pour tout k ∈ Z, gn est affine sur l’intervalle
[

k
2n+1 ,

k+1
2n+1

]
.

Quelles valeurs peut prendre la pente ?

Posons, pour tout n ∈ N,

fn : x 7→
n∑
k=0

gk(x) =

n∑
k=0

g(2kx)

2k
.

2. (a) Soit x ∈ R. Montrer que la suite (fn(x))n≥0 est convergente.
On note f(x) la limite de cette suite.

(b) Montrer que f est 1-périodique et paire.

(c) Montrer que, pour tout n ∈ N et tout x ∈ R, |f(x)− fn(x)| ≤ 1
2n .

En déduire que, pour tout n ∈ N et pour tous x, y ∈ R tels que |x− y| ≤
1
2n ,

|f(x)− f(y)| ≤ n+ 3

2n
.

(d) Conclure que f est uniformément continue sur R.

3. Soit x ∈ R. Définissons deux suites (an)n et (bn)n par

an =
b2n+1xc

2n+1
et bn =

b2n+1xc+ 1

2n+1
.

On admet que bxc+ byc ≤ bx+ yc ≤ bxc+ byc+ 1 pour tous x, y ∈ R.

(a) Montrer que les suites (an)n et (bn)n sont adjacentes et préciser la limite
commune.

(b) Vérifier que f(an) = fn(an) et f(bn) = fn(bn) pour tout n ∈ N.

(c) Justifier que fn(bn+1)−fn(an+1)
bn+1−an+1

= fn(bn)−fn(an)
bn−an pour tout n ∈ N.

(d) Posons, pour tout n ∈ N, ∆n = f(bn)−f(an)
bn−an . Calculer |∆n+1 −∆n| pour

tout n ∈ N.

(e) Montrer que si f est dérivable en x, alors la suite (∆n)n converge vers
f ′(x).

(f) Conclure.

4. (a) Soit x = k
2n et xp = x+ 1

2p pour p ≥ 2n. Montrer que f(xp) > f(x).

(b) En déduire que f n’est monotone sur aucun intervalle.
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Problème – Commutants

Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie n > 2. Pour tout f ∈ L(E),
définissons le commutant de f comme l’ensemble

C(f) = {g ∈ L(E), g ◦ f = f ◦ g}.

Partie A – Exemples de commutants

1. Soit f ∈ L(E).

(a) Montrer que C(f) est une C-algèbre.

(b) Vérifier que, pour tout g ∈ C(f),

∀λ ∈ C, g(Ker(f − λId)) ⊂ Ker(f − λId).

(c) Donner un contre exemple à la réciproque de la question précédente.

2. Déterminer le commutant d’une homothétie.

3. Soit s une symétrie.

(a) Montrer que g ∈ C(s) si et seulement si

g(Ker(s− Id)) ⊂ Ker(s− Id), g(Ker(s+ Id)) ⊂ Ker(s+ Id).

(b) En déduire dim C(s) en fonction de dim Ker(s−Id) et de dim Ker(s+Id).

4. Soit s et s′ deux symétries qui commutent.

(a) Montrer qu’il existe des sous-espaces vectoriels F1, F2, F3 et F4 tels que

Ker(s− Id) = F1 ⊕ F2

Ker(s+ Id) = F3 ⊕ F4

Ker(s′ − Id) = F1 ⊕ F3

Ker(s′ + Id) = F2 ⊕ F4.

(b) Montrer que g ∈ C(s)∩C(s′) si et seulement si g laisse stables les quatre
sous-espaces F1, F2, F3 et F4.

5. Déterminer les endomorphismes qui commutent avec toutes les symétries.

Partie B – Symétries du commutant

Pour tout f ∈ L(E), notons C′(f) l’ensemble des symétries de E appartenant
à C(f).

1. Montrer que, pour tout f ∈ L(E), C′(f) est non-vide. Est-ce un espace vec-
toriel ?

2. Soit s une symétrie. Montrer que C′(s) est un ensemble infini.

3. Soit s et s′ deux symétries qui commutent, F1, F2, F3 et F4 les sous-espaces
introduits à la question A.4.

(a) Montrer que g ∈ C′(s) ∩ C′(s′) si et seulement si g est une symétrie et

∀i ∈ [[1, 4]], g(Fi) ⊂ Fi.

(b) Montrer que h ∈
⋂

g∈C′(s)∩C′(s′)
C′(g) si et seulement si h est une symétrie

et la restriction de h à chacun des espaces F1, F2, F3 et F4 est une
homothétie.

(c) En déduire que

card
⋂

g∈C′(s)∩C′(s′)

C′(g) = 2m,

où m est le nombre des sous-espaces F1, F2, F3 et F4 non réduits à {0E}.

Exercice – 1 éléphant, 4 éléphants

Considérons l’ensemble E = (Z/2Z)Z
2

.

1. Justifier rapidement que E est un (Z/2Z)-espace vectoriel.

2. Considérons les endomorphismes de E définis par

f : (ai,j)i,j 7→ (ai+1,j + ai−1,j + ai,j+1 + ai,j−1)i,j

tb : (ai,j)i,j 7→ (ai,j−1)i,j

th : (ai,j)i,j 7→ (ai,j+1)i,j

tg : (ai,j)i,j 7→ (ai−1,j)i,j

td : (ai,j)i,j 7→ (ai+1,j)i,j

(a) Exprimer f en fonction de th, tb, tg et td.

(b) Pour tout p ∈ N, calculer la composée f2
p

en fonction des composées de
th, tb, tg et td.

3. Voici un dessin d’éléphant pixélisé (le dessin initial était très beau)

y
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On déforme cette image en appliquant à plusieurs reprises la même transfor-
mation : dans l’image modifiée, un pixel est noir si et seulement si, parmi
ses quatre voisins directs, il y avait 1 ou 3 pixels noirs dans l’image à l’étape
précédente.
Montrer qu’à une certaine étape, l’image comporte 4 éléphants et rien d’autre.

y
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Exercice – Endomorphisme nilpotent

Soit E un R-espace vectoriel de dimension n et u ∈ L(E) un endomorphisme
nilpotent d’indice m, c’est-à-dire tel que um = 0L(E) et um−1 6= 0L(E).
Les deux parties sont indépendantes.

Partie A – Trigonalisation

1. Montrer que m ≤ n.

2. Justifier que Keru 6= {0E}.
3. Soit p ∈ L(E) un projecteur tel que Kerp ⊂ Keru. Montrer que

∀j ≥ 2, p ◦ uj = (p ◦ u)j .

4. Montrer qu’il existe une base dans laquelle la matrice de u est triangulaire
supérieure stricte.

Parie B – Endomorphismes de composition associés

Soit gu, du et adu les endomorphismes de L(E) définis, pour tout f ∈ L(E), par

gu(f) = u ◦ f
du(f) = f ◦ u

adu(f) = gu(f)− du(f) = u ◦ f − f ◦ u.

1. Montrer que gu et du sont nilpotents d’indice m.

2. Montrer que, pour tout n ∈ N et tout f ∈ L(E),

adnu(f) =

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
un−k ◦ f ◦ uk.

3. Montrer que adu est nilpotent et majorer son indice de nilpotence par 2m−1.

4. Soit ϕ ∈ L(E). Montrer qu’il existe ψ ∈ L(E) tel que ϕ ◦ ψ ◦ ϕ = ϕ.
Indication: ou pourra raisonner matriciellement.

5. En déduire l’indice de nilpotence de adu.

Problème – Extensions de corps de dimension finie

Partie A – Nombres algébriques

Pour tout corps K ⊂ C et α ∈ C, on définit K[α] comme le K-sous espace vectoriel
de C engendré par la famille {αk, k ∈ N}.

1. Montrer que K[α] est de dimension finie sur K si et seulement si α est racine
d’un polynôme non-nul à coefficients dans K.
Si cette condition est réalisée, on dit que α est K-algébrique.

2. Supposons que α 6= 0 est K-algébrique.

(a) Justifier l’existence et l’unicité de polynôme de K[X], unitaire, de degré
minimal admettant α pour racine.
On notera ce polynôme ΠK,α.

(b) Montrer que ΠK,α n’admet pas de racine multiple sur C.
Indication: on pourra utiliser le pgcd Π′K,α ∧ΠK,α.

(c) Montrer que dimK K[α] = degΠK,α et en déduire une base de K[α].

(d) Montrer que K[α] est un sous-corps de C.

3. Déterminer la dimension de Q[α] sur Q dans les cas suivants :

(a) α =
√

2

(b) α = 3
√

2
(c) α =

√
1+
√
5

2
(d) α =

√
2 +
√

3

4. On suppose encore que α est K-algébrique et on considère β une racine dans
C de ΠK,α (distincte de α).

(a) Montrer que ΠK,α = ΠK,β .

(b) Montrer qu’il existe un unique morphisme d’algèbre ϕ : K[α] → C (i.e.
une application linéaire ϕ telle que ϕ(x.y) = ϕ(x).ϕ(y) pour tous x, y)
qui vérifie ϕ(α) = β.

(c) Montrer que Imϕ = K[β].

(d) Conclure que les algèbres K[α] et K[β] sont isomorphes.

Partie B – Nombres constructibles

Tous les corps considérés ici sont des sous-corps de R contenant Q. Commençons
par quelques définitions.
. Soit E un ensemble fini de points du plan. Considérons toutes les droites passant
par deux points de E et tous les cercles centrés en un de ces points de rayon égal
à la distance de deux points quelconques de E. Les points d’intersection de ces
droites et cercles deux à deux sont dits points construits à partir de E.
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. Un point M du plan est dit constructible s’il existe une suite finie de points
M1,M2, . . . ,Mn = M telle que :
. M1 est construit à partir de l’ensemble des deux points O(0, 0) et I(1, 0)
. pour tout i ≤ n, Mi est construit à partir de l’ensemble
O, I,M1,M2, . . . ,Mi−1.

. Un réel est dit constructible s’il est égal à l’abscisse d’un point constructible de
l’axe (Ox) ou à l’ordonnée d’un point constructible de l’axe (Oy).

1. Considérons a, b, c, a′, b′, c′ des éléments de K.

(a) On suppose que le système{
ax + by = c
a′x + b′y = c′

admet une unique solution (x, y). Montrer que K[x] = K[y] = K.

(b) On suppose que le système{
ax + by = c

(x− a′)2 + (y − b′)2 = c′2

admet deux solutions (x1, y1) et (x2, y2). Montrer que dimK K[x1] ∈
{1, 2}.

(c) On suppose que le système{
(x− a)2 + (y − b)2 = c2

(x− a′)2 + (y − b′)2 = c′2

admet deux solutions (x1, y1) et (x2, y2). Montrer que dimK K[x1] ∈
{1, 2}.

2. (a) Montrer que si α est constructible, alors il existe une suite (Ki)i≤N telle
que K0 = Q, α ∈ KN et pour tout i < N , dimKi Ki+1 ∈ {1, 2}.

(b) En déduire que si α est constructible, alors dimQ Q[α] est une puissance
de 2.

(c) Montrer que 3
√

2 n’est pas constructible.

3. (a) Soit deux corps K et K′ tels que dimK K′ = 2. Montrer qu’il existe α ∈ K′
tel que K′ = K[α] et α est racine d’un polynôme de degré 2 à coefficients
K.

(b) Montrer que s’il existe une suite (Ki)i≤N telle que K0 = Q, et pour tout
i < N , dimKi−1

Ki ∈ {1, 2}, alors tout élément de KN est constructible.
Indication: on pourra admettre que l’ensemble des nombres construc-
tibles est un sous-corps de R stable par racine carrée.
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Problème – Polytope de Birkhoff

Ce problème étudie la géométrie d’une partie convexe de l’espace vectorielMn(R) :
une sorte de polyèdre dans cet espace de dimension n2. Au fil des questions, on
déterminera, entre autres, quels sont les � sommets � de ce polyèdre et quelle est
la dimension du plus petit espace vectoriel le contenant.
. Une matrice A ∈ Mn(R) de coefficients positifs (ai,j)i,j≤n est bistochastique

si pour tous i, j ∈ [[1, n]], on a
n∑
k=1

ai,k =
n∑
k=1

ak,j = 1. En d’autres termes, une

matrice est bistochastique si la somme des coefficients sur une ligne ou sur
une colonne est égale à 1.

. Une matrice A ∈ Mn(R) de coefficients (ai,j)i,j≤n est de permutation s’il
existe une permutation σ ∈ Sn (c’est-à-dire une bijection de [[1, n]] dans [[1, n]])

telle que A =
n∑
i=1

Eσ(i),i ou de manière équivalente telle que ai,j = δi,σ(j) pour

tous i, j ∈ [[1, n]] (où δ désigne le symbole de Kronecker). On notera Mσ la
matrice de permutation associée à la permutation σ.

Partie A – Sommets du polytope de Birkhoff

1. Montrer que In est bistochastique et de permutation ; préciser la permutation
associée.
Exhiber une matrice bistochastique non inversible.

2. Vérifier que l’ensemble des matrices de permutation est un sous-groupe
de GLn(R).

3. (a) Montrer que toute matrice de permutation est bistochastique.
Étudier la réciproque.

(b) Supposons qu’une matrice de permutation Mσ s’écrive λA+(1−λ)B où
A, B sont des matrices bistochastiques et λ ∈]0, 1[.
Montrer que A et B sont de permutation.

Partie B – Espace engendré par le polytope

Notons F le sous-espace de Mn(R) engendré par les matrices bistochastiques et
G le sous-espace des matrices dont la somme des coefficients sur chacune ligne et
sur chacune colonne est égale à 0.

1. Montrer qu’une matrice appartient à F si et seulement si il existe c ∈ R tel
que la somme des coefficients sur chacune ligne et sur chacune colonne de
cette matrice est égale à c.

2. Montrer que F = Vect(Jn)⊕G où Jn est la matrice dont tous les coefficients
sont égaux à 1.

3. Montrer qu’une matrice M = (mi,j)i,j≤n de G est uniquement déterminée par
ses coefficients (mi,j)i,j≤n−1. En déduire que

dimG ≤ (n− 1)2.

4. (a) Montrer que l’intersection de p hyperplans d’un espace de dimension
N ≥ p est au moins de dimension N − p.

(b) Pour tout i, j ∈ [[1, n]], notons L∗i (respectivement C∗j ) la forme linéaire
qui associe à une matrice la somme des coefficients de la ligne i (respec-
tivement de la colonne j).

Montrer que G =
n⋂
i=1

KerL∗i ∩
n−1⋂
j=1

KerC∗j ; en déduire que

dimG ≥ (n− 1)2.

5. En déduire la dimension de F .

6. Notons U le vecteur-colonne dont tous les coefficients sont égaux à 1 et H le
sous-espace deMn,1(R) des vecteurs dont la somme des coefficients est nulle.

(a) Montrer que M ∈ F si et seulement si M laisse stable Vect(U) et H.

(b) Retrouver la dimension de F .
Indication: on pourra montrer que les sous-espaces Vect(U) et H sont
supplémentaires dans Mn,1(R).

Partie C – Théorème de Birkhoff

L’objectif de cette partie est d’obtenir le théorème suivant

Théorème 2 (Birkhoff )

Toute matrice bistochastique est un barycentre à coefficients positifs d’un
nombre fini de matrices de permutations.

1. Décomposer la matrice 1
4

 2 1 1
1 2 1
1 1 2

 comme barycentre à coefficients po-

sitifs de matrices de permutations.

2. Soit A ∈Mn(R) de coefficients (ai,j)i,j≤n telle que
n∏
j=1

aσ(j),j = 0 pour toute

permutation σ ∈ Sn. Montrer qu’il existe I, J deux parties de [[1, n]] telles
que la matrice extraite (ai,j)i∈I,j∈J soit nulle et card I + card J = n+ 1.
Indication: on pourra raisonner par récurrence forte sur n.
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3. En déduire que si la matrice A = (ai,j)i,j≤n est bistochastique, alors il existe

une permutation σ ∈ Sn telle que
n∏
j=1

aσ(j),j 6= 0.

Indication: on pourra raisonner par l’absurde et calculer la somme de tous
les coefficients d’une matrice bistochastique.

4. Soit A = (ai,j)i,j≤n une matrice bistochastique et σ une permutation associée

à A telle que
n∏
j=1

aσ(j),j 6= 0. Considérons

α = min{aσ(j),j , avec j ∈ [[1, n]]} > 0.

(a) Déterminer A dans le cas où α = 1.

(b) Si α < 1, montrer que A − αMσ = (1 − α)B où B est une matrice
bistochastique qui admet strictement plus de coefficients nuls que A.

5. Montrer le théorème de Birkhoff.
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Exercice – Cercles de Gerschgorin

Soit A = (ai,j) ∈Mn(C).

1. Supposons que, pour tout i ∈ [[1, n]],

|ai,i| >
n∑
j=1
j 6=i

|ai,j |

et considérons X = (xi) ∈ KerA.

(a) Montrer que, pour tout i ∈ [[1, n]], xi = 0.
Indication: on pourra raisonner par l’absurde et considérer la plus
grande coordonnée de X en valeur absolue.

(b) En déduire que A est inversible.

Une valeur propre de A est un nombre complexe λ tel que la matrice A−λIn
ne soit pas injective.

2. Que dire des matrices admettant 0 comme valeur propre ?

3. Montrer que si λ est valeur propre de A, alors, il existe i ∈ [[1, n]] tel que

|ai,i − λ| ≤
n∑
j=1
j 6=i

|ai,j |.

4. En déduire qu’il existe j ∈ [[1, n]] tel que

|aj,j − λ| ≤
n∑
i=1
i6=j

|ai,j |.

Problème – Endomorphismes croisés

Définition 2

Soit E et F deux R-espaces vectoriels de dimension finie. Deux endomorphismes
u ∈ L(E) et v ∈ L(F ) sont croisés s’il existe a ∈ L(E,F ) et b ∈ L(F,E) tels que

u = b ◦ a, v = a ◦ b.

Partie A – Décomposition de Fitting

Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension finie. Notons

Nf =
⋃
k∈N

Kerfk, If =
⋂
k∈N

Imfk.

1. Montrer que la suite (Kerfk)k est croissante pour l’inclusion et que la suite
(Imfk)k est décroissante pour l’inclusion.

2. (a) Montrer qu’il existe un rang r à partir duquel la suite la suite (Kerfk)k
est stationnaire alors qu’elle est strictement croissante avant.

(b) Montrer que la suite (Imfk)k est également stationnaire à partir de ce
rang r.

(c) Déterminer ce rang r pour un projecteur.

3. En déduire que Nf et If sont des sous-espaces vectoriels de E, stables par f .

4. Montrer que E = Nf ⊕ If .

5. Montrer que l’endomorphisme induit par f sur Nf est nilpotent.
Cet endomorphisme est noté fN .

6. Que dire de l’endomorphisme induit par f sur If ?
Cet endomorphisme est noté fI .

Partie B – Cas général

Soit E et F deux R-espaces vectoriels de dimension finie, u ∈ L(E) et v ∈ L(F ).
On considère uN , uI , vN et vI les endomorphismes associés d’après la partie
précédente.

1. (a) Supposons E = E1 ⊕ E2 et considérons f1 ∈ L(E1, F ) et f2 ∈ L(E2, F ).
Montrer qu’il existe une unique application linéaire f ∈ L(E,F ) telle
que f(x) = f1(x) si x ∈ E1 et f(x) = f2(x) si x ∈ E2.

(b) Montrer que si uN et vN sont croisés et si uI et vI sont croisés, alors u
et v sont croisés.

2. Supposons qu’il existe a ∈ L(E,F ) et b ∈ L(F,E) tels que

u = b ◦ a, v = a ◦ b.

(a) Montrer que, pour tout k ∈ N, a(Ker(b ◦ a)k) ⊂ Ker(a ◦ b)k ; en déduire
que a(Nu) ⊂ Nv.

(b) Montrer que a(Iu) ⊂ Iv.

(c) Énoncer les résultats analogues concernant l’application linéaire b.

(d) Montrer que uN et vN sont croisés et que uI et vI sont croisés.

À la suite de ces deux parties, on est ramené à étudier le cas des isomorphismes
et des applications linéaires nilpotentes : c’est l’objet des deux prochaines parties.
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Partie C – Cas des isomorphismes

1. Soit E, F deux R-espaces vectoriels de même dimension finie, deux isomor-
phismes u ∈ L(E) et v ∈ L(F ) tels qu’il existe un isomorphisme f ∈ L(E,F )
vérifiant u = f−1 ◦ v ◦ f .
Montrer que u et v sont croisés.

2. Soit E, F deux R-espaces vectoriels de dimension finie, deux isomorphismes
croisés u ∈ L(E) et v ∈ L(F ) et a ∈ L(E,F ) et b ∈ L(F,E) tels que

u = b ◦ a, v = a ◦ b.
(a) Montrer que a est un isomorphisme.

(b) En déduire qu’il existe un isomorphisme f ∈ L(E,F ) vérifiant

u = f−1 ◦ v ◦ f.

Partie D – Cas des endomorphismes nilpotents

1. Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension finie.

(a) Montrer que, pour tout k ∈ N,

dim Kerfk+1 = dim Kerfk + dim Kerf ∩ Imfk.

Indication: on pourra considérer l’application linéaire{
Kerfk+1 → E

x 7→ fk(x)

(b) En déduire que la suite (dim Kerfk+1 − dim Kerfk)k est décroissante.

2. Soit E, F deux R-espaces vectoriels de dimension finie, deux endomorphismes
nilpotents croisés u ∈ L(E) et v ∈ L(F ) et a ∈ L(E,F ) et b ∈ L(F,E) tels
que

u = b ◦ a, v = a ◦ b.
Fixons k ∈ N et considérons G un supplémentaire de Keruk+1 dans Keruk+2,
H1 = a(G) ∩Kervk+1 et H2 un supplémentaire de H1 dans a(G).

(a) Montrer que dim a(G) = dimG puis que dim v(H2) = dimH2.

(b) Montrer que H1 ⊕ v(H2)⊕Kervk ⊂ Kervk+1.

(c) En déduire que

dim Kervk+1 − dim Kervk ≥ dimG = dim Keruk+2 − dim Keruk+1.

On a monté que si deux endomorphismes nilpotents u et v sont croisés, alors,
pour tout k ∈ N,

dim Kervk+1 − dim Kervk ≥ dim Keruk+2 − dim Keruk+1,

dim Keruk+1 − dim Keruk ≥ dim Kervk+2 − dim Kervk+1.

La réciproque est vraie.
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Exercice

Soit p, n deux entiers naturels non nuls.

1. Rappeler le DLn−1(0) de la fonction x 7→ 1
(1+x)p .

2. Soit a, b deux complexes distincts. Déterminer le décomposition en éléments
simples de la fraction rationnelle

R(X) =
1

(X − a)n(X − b)p
.

3. En déduire la valeur de

n−1∑
k=0

(
p+ k − 1

k

)
2−p−k +

p−1∑
k=0

(
n+ k − 1

k

)
2−n−k.

Problème – Matrices de Hessenberg

Partie I – Ensembles de matrices

1. Une matrice M = (mi,j) ∈ Mn(R) est de Hessenberg si mi,j = 0 dès que
i > j + 1. Notons Hn l’ensemble des matrices de Hessenberg de Mn(R).

(a) Montrer que Hn est un sous-espace de Mn(R) dont on précisera la di-
mension.

(b) Soit M ∈ Hn et T une matrice triangulaire supérieure. Montrer que MT
et TM appartiennent à Hn.

(c) Déterminer les valeurs de n ∈ N∗ pour lesquelles Hn est une sous-algèbre
de Mn(R).

2. Une matriceM = (mi,j) ∈Mn(R) est tridiagonalemi,j = 0 dès que |i−j| > 1.
Montrer que l’ensemble des matrices tridiagonales est un sous-espace vectoriel
de Hn dont on précisera la dimension.

Partie II – Similitude à une matrice de Hessenberg

1. Justifier que toute matrice de Mn(R) est équivalente à une matrice de Hes-
senberg.

2. (a) Rappeler les différentes matrices élémentaires et leur actions sur une
matrice M de Mn(R) par produit à gauche ou à droite.

(b) Soit M une matrice de Mn(R). Montrer qu’il existe P ∈ GLn(R) telle
que les coefficients de PMP−1 en position (i, 1) pour i ≥ 3 soient nuls.
Indication: on pourra utiliser les matrices d’opérations élémentaires.

(c) Conclure que toute matrice de Mn(R) est semblable à une matrice de
Hessenberg.

Partie III – Méthode de Householder

1. Soit X ∈Mn,1(R) une matrice colonne non nulle.

(a) Montrer que tXX est un réel strictement positif.

La norme de X est définie par ‖X‖ =
√

tXX.

(b) Vérifier que la matrice In − 2
‖X‖2X

tX est une matrice de symétrie.

2. Soit E1 la première matrice de la base canonique de Mn,1(R), Y ∈ Mn,1(R)
non colinéaire à E1 et X = Y + ‖Y ‖E1.
Montrer que la matrice (In − 2

‖X‖2X
tX)Y est colinéaire à E1.

3. Soit M une matrice de Mn(R).

(a) Montrer que, pour tout r ∈ [[1, n − 1]], il existe une matrice Pr obtenue
comme produit de matrices de symétrie telle que PrMP−1r soit de la
forme par blocs (

Hr Ar

0n−r,r−1 Y Br

)
avec Hr ∈ Hr, Ar ∈Mr,n−r(R), Br ∈Mn−r,n−r(R) et Y ∈Mn−r,1(R).

(b) Retrouver que toute matrice de Mn(R) est semblable à une matrice de
Hessenberg.

4. Montrer que toute matrice symétrique deMn(R) est semblable à une matrice
tridiagonale.
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Exercice – Sommes de Riemann

Soit f et g deux fonctions continues sur [0, 1] telles que f est dérivable en 0.

1. Justifier que, pour tout ε > 0, il existe α > 0 tel que

∀x ≤ α ⇒ |f(x)− f(0)− xf ′(0)| ≤ εx.

2. Avec un résultat du cours, expliquer pourquoi pour tout ε > 0, il existe N ∈ N
tel que

∀n ≥ N,

∣∣∣∣∣ 1n
n∑
k=1

g

(
k

n

)
−
∫ 1

0

g(t)dt

∣∣∣∣∣ ≤ ε.
3. Montrer que

n∑
k=1

f

(
1

n
g

(
k

n

))
= nf(0) +

∫ 1

0

g(t)dtf ′(0) + o(1).

4. En déduire que
n∑
k=1

f
(

1
k+n

)
= nf(0) + f ′(0) ln 2 + o(1).

Exercice – Calcul de développement asymptotique

Considérons, pour tout entier naturel n ∈ N, In =
∫ 1

0
(1− x)ne−2xdx.

1. Calculer I0, I1.

2. Étudier la monotonie et l’éventuelle convergence de la suite (In)n∈N.

3. Montrer que, pour tout n ∈ N∗, 0 ≤ In ≤
1

n+ 1
.

4. Déterminer la limite de la suite (In)n∈N lorsque n tend vers l’infini.

5. Déterminer une relation de récurrence entre In et In+1.

6. En déduire la limite de la suite (nIn)n∈N lorsque n tend vers l’infini.

7. Déterminer le développement asymptotique de In à la précision 1
n2 .

Problème – Transformée de Cesàro

La transformée de Cesàro d’une fonction continue f : R+ → R est la fonction f∗

de R+ dans R définie par :

f∗ : x 7→


1
x

∫ x
0
f(t)dt si x > 0,

f(0) si x = 0.

Partie I – Premiers exemples

1. Supposons dans cette question que f(x) = arctanx.
Calculer f∗ puis donner les limites de f et f∗ en +∞.

2. Supposons dans cette question que f(x) = | sinx|.
Calculer f∗ en fonction de cosx et de b xπ c. Préciser la limite de f∗ en +∞.

3. Supposons désormais que f est la fonction définie par f(x) =
√
x sinx pour

x 6= 0, prolongée par continuité en 0.

(a) Montrer que f n’est pas bornée sur R+.

(b) Montrer que f∗ tend vers 0 quand x tend vers +∞.

Partie II – Propriétés de f∗

Dorénavant, f est une application continue de R+ dans R.

1. Montrer que f∗ est de classe C1 sur R∗+, puis que f∗ est continue en 0.

2. Montrer que si f admet une limite finie ` lorsque x tend vers +∞, alors f∗

admet la même limite quand x tend vers +∞.

3. Soit (α, β) ∈ R∗ × R. Montrer que si la droite d’équation y = αx + β est
asymptote à la courbe représentative de f au voisinage de +∞, alors la
courbe représentative de f∗ admet une asymptote au voisinage de +∞ dont
on déterminera une équation en fonction de (α, β).

4. Montrer que si f admet un développement limité à l’ordre n en 0+, alors f∗

admet un développement limité à l’ordre n en 0+ que l’on précisera.

5. Montrer que si f est monotone sur R+, f∗ est aussi monotone sur R+.

6. Montrer que si f est périodique, de période T > 0, alors f∗ admet une limite
quand x → +∞ puis donner une expression de cette limite en fonction de T

et de
∫ T
0
f(x)dx.

Partie III – Inégalité de Hardy

Soit f une application continue de R+ dans R.
Montrer que, pour tout x > 0,∫ x

0

(f∗)2(t)dt ≤ 4

∫ x

0

f2(t)dt.
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Problème – Indice d’un lacet

Un lacet sur [a, b] est une application γ : [a, b] → C continue et C1 par morceaux
telle que γ(a) = γ(b).
Pour tout lacet γ sur [a, b] et z0 /∈ γ([a, b]), on définit l’indice de γ relativement à
z0 comme le complexe

I(γ, z0) =
1

2iπ

∫ b

a

γ′(t)

γ(t)− z0
dt.

Partie A – Premières propriétés

1. Calculer I(γ, 0) pour le lacet

γ :

{
[0, 2π] → C
t 7→ eint

Considérons désormais un lacet γ et z0 /∈ γ([a, b]).

2. Étudier la fonction t 7→ 1
γ(t)−z0 exp

(∫ t
a

γ′(u)
γ(u)−z0 du

)
sur [a, b], puis en déduire

que I(γ, z0) est un entier.

3. (a) Justifier qu’il existe r > 0 tel que |γ(t)− z0| > 2r pour tout t ∈ [a, b].

(b) Pour tout z ∈ C tel que |z − z0| < r (donc z /∈ γ([a, b])), montrer que

|I(γ, z)− I(γ, z0)| ≤ 1

4πr2

∫ b

a

|γ′(t)|dt.|z − z0|

(c) Conclure que la fonction z 7→ I(γ, z) est constante sur tout segment ne
rencontrant pas γ([a, b]).

4. Considérons U une partie de C, ω ∈ U et z0 /∈ U tels
. Le lacet γ est à valeur dans U .
. Pour tout t ∈ [a, b], le segment joignant γ(t) à ω est dans U .
. Il existe r > 0 tel que le disque de centre z0 et de rayon r ne rencontre pas
U .

Posons pour tout u ∈ [0, 1],

γu :

{
[a, b] → C
t 7→ uγ(t) + (1− u)ω

(a) Montrer que, pour tout u ∈ [0, 1], γu est un lacet et que z0 /∈ γu([a, b]).

(b) Justifier que, pour tout u ∈ [0, 1] et tout t ∈ [a, b], |γu(t)− z0| ≥ r.
(c) Montrer que pour tout u, v ∈ [0, 1]

|I(γu, z0)− I(γv, z0)| ≤ |z0 − ω|
2πr2

∫ b

a

|γ′(t)|dt.|u− v|.

(d) En déduire que u 7→ I(γu, z0) est continue.

(e) Calculer I(γ, z0)(= I(γ1, z0)).

5. Déterminer I(γ, z0) pour tout z0 et le lacet

γ :

 [0, 4π] → C

t 7→
{

eit si t ≤ 2π,
2eit − 1 sinon.

On pourra présenter le résultat sous forme d’un schéma indiquant les valeurs
de l’indice selon les zones du plan complexe.

Partie B – Indice de lacets proches

Considérons deux lacets γ et η définis sur [a, b] et z0 /∈ (γ([a, b]) ∪ η([a, b])) tel
que

∀t ∈ [a, b], |γ(t)− η(t)| < |η(t)− z0|.

1. Montrer que θ :

{
[a, b] → C
t 7→ γ(t)−z0

η(t)−z0
est un lacet dont l’image est incluse

dans un disque de centre 1 et ne contenant pas 0.

2. Exprimer I(θ, 0) en fonction de I(γ, z0) et I(η, z0).

3. En déduire que I(γ, z0) = I(η, z0).

Partie C – Théorème de D’Alembert-Gauss

Soit P un polynôme complexe non constant. Supposons que P n’admette pas
de racine sur C. Considérons, pour tout r ≥ 0, le lacet

γr :

{
[0, 2π] → C
t 7→ P (reit).

1. Soit M une constante positive fixée. Montrer que, pour tout r, r′ ≤ M , il
existe une constante C telle que

sup
t∈[0,2π]

|γr(t)− γr′(t)| ≤ C|r − r′|.

2. En déduire que si r et r′ sont des réels positifs suffisamment proches, alors
I(γr, 0) = I(γr′ , 0).
Indication: on pourra utiliser les résultats de la partie B.

3. Conclure que r 7→ I(γr, 0) est constante sur R+.

4. Calculer I(γr, 0).

Indication: on introduira le lacet ηr :

{
[0, 2π] → C
t 7→ an(reit)n

où n

désigne le degré degP et an est le coefficient dominant de P .

5. Conclure.
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Partie D – Formule des résidus de Cauchy

Soit F une fraction rationnelle et γ un lacet sur [a, b] tel qu’aucun pôle de F
n’appartienne à γ([a, b]).

1. Déterminer
∫ b
a
F ′(γ(t))γ′(t)dt.

2. Notons (zk)k∈[[1,N ]] les pôles de F et Res(F, zk) le coefficient de l’élément

simple 1
z−zk dans la décomposition de F .

Montrer que ∫ b

a

F (γ(t))γ′(t)dt = 2iπ

N∑
k=1

I(γ, zk)Res(F, zk).

3. Calculer (avec la méthode précédente)
∫ b
a
F (γ(t))γ′(t)dt pour F (X) = 1

1+X2

et

γ :

 [0, 2π] → C

t 7→
{

Reit si t ≤ π,
R cos(t) sinon.

En déduire la valeur de
∫∞
0

1
1+x2 dx.

4. Expliquer comment calculer
∫∞
0

1
1+xn dx.
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Cours

Montrer que la limite uniforme d’une suite de fonctions continues est continue.

Problème – Approximation par convolution

Définition 3

. Une fonction f à valeurs réelles est à support compact si l’ensemble

Supp(f) = {x ∈ R, f(x) 6= 0},

appelé support de f , est borné.
. Une fonction test est une fonction de classe C∞ sur R à support compact.

Définition 4

Une partie F de R est fermée si toute suite convergente à valeurs dans F a sa
limite dans F . Le complémentaire d’une partie fermée est appelé partie ouverte.

Les parties B et C sont totalement indépendantes.

Partie A – Produit de convolution

1. Soit f : R → R une fonction continue par morceaux à support compact et
g : R→ R une fonction continue. Pour tout x ∈ R, définissons

f ? g(x) =

∫ ∞
−∞

f(t)g(x− t)dt, g ? f(x) =

∫ ∞
−∞

g(t)f(x− t)dt.

(a) Montrer que, pour tout x ∈ R, les quantités f ?g(x) et g ?f(x) sont bien
définies et égales.

(b) Montrer que, si f est de classe C1, alors f ?g est de classe C1 puis calculer
sa dérivée.
Indication: on pourra remarquer que si |x| ≤ α et Supp(f) ⊂ [−A,A],
alors

f ? g(x) =

∫ α+A

−α−A
g(t)f(x− t)dt.

(c) En déduire que, si f est de classe C∞, alors f ? g est de classe C∞.

Partie B – Séries de Fourier

Pour toute fonction f : R→ R continue par morceaux, 2π-périodique, on définit
le coefficient d’indice n ∈ Z

cn(f) =
1

2π

∫ 2π

0

f(t)e−intdt,

et la somme de Fourier d’indice n ∈ N

Sn(f) : x 7→
n∑

k=−n

ck(f)eikx.

1. Calculer les coefficients de Fourier de la fonction 2π-périodique telle que
f(x) = π − x sur ]0, 2π].

2. Soit f : R → R 2π-périodique, C1. Exprimer les coefficients de Fourier de f ′

en fonction de ceux de f .

3. Soit f : [a, b]→ R continue par morceaux. Montrer que

lim
x→+∞

∫ b

a

f(t)eixtdt = 0.

Indication: on pourra commencer par vérifier ce résultat pour f en escalier.

4. Fixons n ∈ N∗.
(a) Montrer qu’il existe une fonction Dn : R→ R, nulle en dehors de [0, 2π],

continue par morceaux telle que, pour toute fonction f continue par
morceaux, 2π-périodique,

Sn(f) = Dn ? f.

(b) Calculer Dn ? 1 ; en déduire
∫ 2π

0
Dn(t)dt.

(c) Vérifier que, pour toute fonction f continue par morceaux, 2π-périodique,

Sn(f)(x)− f(x) =
1

2π

∫ 2π

0

f(x− t)− f(x)

sin t
2

sin
(2n+ 1)t

2
dt.

5. Soit f de classe C1 par morceaux, 2π-périodique, et x ∈ R où f est continue.
Montrer, avec la question précédente, que la suite (Sn(f)(x))n converge vers
f(x) (Théorème de Dirichlet).

6. Soit f : R→ R continue 2π-périodique. Notons, pour tout n ∈ N,

S̃n(f) =
1

n+ 1

n∑
k=0

Sk(f).
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(a) Montrer que

S̃n(f)(x)− f(x) =
1

2π

∫ 2π

0

f(x− t)− f(x)

(n+ 1) sin2 t
2

sin2 (n+ 1)t

2
dt.

(b) En déduire que la suite de fonctions (S̃n(f))n converge uniformément
vers f (Théorème de Fejer).

Partie C – Suite régularisante

1. Soit g la fonction définie par g(x) =

{
e−

1
x si x > 0

0 sinon

(a) Montrer que, pour tout n ∈ N, il existe une fonction polynôme Pn de
degré 2n telle que

∀x > 0, g(n)(x) = Pn

(
1

x

)
e−

1
x .

(b) En déduire que g est de classe C∞ sur R.

2. Soit h la fonction définie, pour tout x ∈ R, par h(x) = g((1− x)(1 + x)).

(a) Montrer que h est une fonction test et préciser Supp(h).

(b) Tracer l’allure de la courbe représentative de h.

(c) Vérifier que
∫ 1

−1 h(t)dt > 0.

3. Définissons la fonction ρ par ρ(x) = 1∫ 1
−1

h(t)dt
h(x) et pour tout n ∈ N∗, ρn

par ρn(x) = nρ(nx).
Montrer que, pour tout n ∈ N∗, la fonction ρn est une fonction test, positive ;
déterminer l’intégrale de ρn sur Supp(ρn).

4. Dans cette question, on utilise la suite (ρn)n∈N∗ introduite dans la question
précédente et f une fonction continue à support compact.

(a) Montrer que, pour tout x ∈ R,

|f ? ρn(x)− f(x)| ≤

1
n∫

− 1
n

|f(x− t)− f(x)|ρn(t)dt.

(b) En déduire que la suite (f ? ρn)n∈N∗ converge uniformément vers f .

(c) Conclure que f est limite uniforme d’une suite de fonctions tests.

5. (a) Montrer que l’ensemble des zéros d’un fonction continue est une partie
fermée.

(b) i. Montrer que le complémentaire d’un intervalle ouvert ]a, b[ est un
fermé puisqu’il est l’ensemble des zéros d’une fonction de classe C∞.

ii. Montrer qu’une partie fermé de R est le complémentaire d’une
réunion au plus dénombrable d’intervalles ouverts.

iii. Démontrer que toute partie fermée est l’ensemble des zéros d’une
fonction de classe C∞ (théorème de Whitney).
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ζ(2) and friends

Préliminaires

Notons, pour tout n ∈ N∗, Sn =
n∑
k=1

1
k2 la n-ème somme partielle de la série de

terme général 1
n2 et Hn =

n∑
k=1

1
k la n-ème somme partielle de la série de terme

général 1
n .

1. Montrer que la suite (Hn)n diverge.

2. Justifier précisément que la suite (Sn)n converge.
Notons ζ(2) la limite de cette suite.

3. En étudiant la suite (Tn = Sn + 1
n )n, montrer que

∀n ∈ N∗, 0 ≤ ζ(2)− Sn ≤
1

n
.

Partie A – ζ(2) et des polynômes de Tchebytchev

1. (a) Soit n ∈ N et θ ∈ R. Montrer que

sin((2n+ 1)θ) =

n∑
k=0

(
2n+ 1

2k + 1

)
(−1)k cos2(n−k) θ sin2k+1 θ.

(b) En déduire que, pour n ∈ N et θ ∈ R \ πZ,

sin((2n+ 1)θ) = sin2n+1 θ

n∑
k=0

(
2n+ 1

2k + 1

)
(−1)k(cotan2θ)n−k.

On rappelle que cotan = 1
tan .

2. Posons, pour n ∈ N∗,

P (X) =

n∑
k=0

(
2n+ 1

2k + 1

)
(−1)kXn−k.

(a) Calculer, pour tout k ∈ [[1, n]], P (cotan2 kπ
2n+1 ).

(b) Vérifier que, pour tout k ∈ [[1, n]], kπ
2n+1 ∈]0, π2 [ ; en déduire que P est

scindé à racines simples.

(c) Déterminer la somme des racines du polynôme P .

(d) En déduire

n∑
k=1

cotan2 kπ

2n+ 1
=

n(2n− 1)

3
;

n∑
k=1

1

sin2 kπ
2n+1

=
2n(n+ 1)

3
.

3. (a) Montrer que, pour tout θ ∈]0, π2 [, 0 < sin θ ≤ θ ≤ tan θ.

(b) En déduire que, pour tout n ∈ N∗,

n(2n− 1)

3
≤ (2n+ 1)2

π2
Sn ≤

2n(n+ 1)

3

(c) En déduire la valeur de ζ(2).

4. En déduire les sommes des séries de terme général 1
(2n)2 , 1

(2n+1)2 et (−1)n+1

n2 .

Partie B – ζ(2) et des intégrales de Wallis

Posons, pour tout n ∈ N,

In =

∫ π
2

0

cos2n tdt, Jn =

∫ π
2

0

t2 cos2n tdt, Kn =
4n(n!)2

(2n)!
Jn.

1. Calculer I0 et J0.

2. (a) Montrer que, pour tout n ∈ N, In+1 = 2n+1
2n+2In.

(b) En déduire que, pour tout n ∈ N, In = (2n)!
4n(n!)2

π
2 .

3. Soit n ∈ N∗.

(a) Montrer que In = n(2n− 1)Jn−1 − 2n2Jn.

(b) En déduire que Kn−1 −Kn = π
4n2 .

(c) Conclure que J0 −Kn = π
4Sn.

4. (a) Montrer que, pour tout t ∈ [0, π2 ], sin t ≥ 2
π t.

(b) En déduire que, pour tout n ∈ N,

0 ≤ Jn ≤
π2In

8(n+ 1)
, 0 ≤ Kn ≤

π3

16(n+ 1)
.

(c) Retrouver ζ(2).
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Partie C – ζ(2) et le noyau de Dirichlet

Définissons, pour tout n ∈ N∗ et tout x ∈ R,

Dn(x) =
1

2
+

n∑
k=1

cos kx.

1. Montrer que pour tout n ∈ N∗ et tout x ∈ R \ 2πZ,

Dn(x) =
1

2
.
sin (2n+1)x

2

sin x
2

.

2. Notons, pour tout n ∈ N∗, Ln =
∫ π
0
tDn(t)dt.

(a) Calculer, pour tout k ∈ N∗,
∫ π
0
t cos ktdt.

(b) En déduire que

Ln =
π2

4
− Sn +

n∑
k=1

(−1)k

k2
.

3. Soit f : [0, π]→ R l’unique fonction continue vérifiant

∀x ∈]0, π], f(x) sin
x

2
= x.

Montrer que f est de classe C1 sur [0, π].

4. Montrer que si ϕ : [0, π]→ R est de classe C1, alors

lim
λ→+∞

∫ π

0

ϕ(t) sin(λt)dt = 0.

5. (a) Conclure que limLn = 0.

(b) Retrouver ζ(2).

Partie D – Calcul d’une somme double

Dans cette partie, on utilisera la valeur de ζ(2) obtenue précédemment.

1. (a) Montrer que, pour tout n ≥ 2,

n−1∑
k=1

Hk

k(k + 1)
= Sn −

Hn

n
.

(b) En déduire que la série de terme général Hn
n(n+1) est convergente et

préciser sa somme.

2. Notons, pour tout n ∈ N∗ et m ≥ 2,

Zn,m =

n∑
k=1

1

k(k +m− 1)
.

(a) Montrer que

Zn,m =
1

m− 1
(Hm−1 +Hn −Hn+m−1) .

(b) En déduire que lim
n
Zn,m = 1

m−1Hm−1.

3. (a) Montrer que, pour tout n ≥ 1 et tout m ≥ 2,

n∑
k=1

m∑
l=1

1

kl(k + l − 1)
= Sn +

m∑
l=2

Zn,l
l
.

(b) En déduire lim
m

lim
n

n∑
k=1

m∑
l=1

1

kl(k + l − 1)
.
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Problème – Sous-groupes distingués de S5 et A5

. Le conjugué d’une permutation ρ par une permutation σ est la permutation
σ ◦ ρ ◦ σ−1.
. Un sous-groupe H de S5 (respectivement A5) est distingué dans S5 (respecti-
vement A5) s’il contient tous les conjugués de ses éléments par ceux de S5 (res-
pectivement A5).
Soit H un sous-groupe distingué dans S5.

1. Montrer que si H ∩ A5 = A5, alors H = A5 ou H = S5.

2. Montrer que si H ∩ A5 = {Id}, alors H = {Id}.
Indication: on peut commencer par remarquer que la restriction de la si-
gnature à H est injective et en déduire que card H ≤ 2.

3. (a) Déterminer le nombre d’éléments de chaque ordre dans A5.

(b) Montrer que si H contient un élément d’ordre 2 (respectivement 3 ou 5)
de A5, alors il les contient tous.

(c) Déterminer H ∩ A5.

4. En déduire tous les sous-groupes distingués de S5.

5. Précisons le résultat de la question 3 en déterminant les sous-groupes dis-
tingués de A5.
Soit K un sous-groupe distingué de A5.

(a) Montrer que si K contient un élément d’ordre 2 (respectivement 3) de
A5, alors il les contient tous.

(b) Soit σ et ρ deux éléments d’ordre 5 de A5. Montrer que σ est un conjugué
de ρ ou de ρ2 par un élément de A5.
En déduire que si K contient un élément d’ordre 5 de A5, alors il les
contient tous.

(c) Déterminer les sous-groupes distingués de A5.

Problème – Cercle osculateur

Considérons M un arc paramétré birégulier, paramétré par une abscisse curviligne.

Partie A – Cercle de meilleure approximation

L’objectif de cette partie est de montrer que le cercle de courbure (donc le centre
est le centre de courbure et le rayon est la valeur absolue du rayon de courbure)
est le cercle approximant au mieux l’arc au voisinage du point M(0), appelé cercle
osculateur.
Notons (x(s), y(s)) les coordonnées de M(s) dans le repère de Frenet

(M(0),
−→
T (0),

−→
N (0)).

1. Déterminer un développement limité à l’ordre 2 en 0 des fonctions x et y en
fonction de la courbure γ(0) en M(0).

2. (a) Déterminer les fonctions f telles que f(X,Y ) = 0 soit l’équation d’un
cercle passant par M(0) et dont la tangente en M(0) est la tangente à
l’arc M en M(0).

(b) Préciser parmi les fonctions précédentes les fonctions f telles que
f(x(s), y(s)) = o

0
(s2).

(c) Réconnâıtre le cercle correspondant.

Partie B – Monotonie du disque osculateur

Supposons que l’arc M est de plus de classe C3 et supposons que le rayon de
courbure R est positif et décroissant sur le segment [s0, s1].

Notons Ω(s) le centre de courbure au point M(s) et (
−→
T (s),

−→
N (s)) la base de Frenet.

1. Déterminer la longueur de l’arc de la développée entre Ω(s0) et Ω(s1) en
fonction de R.

2. En déduire que la longueur Ω(s0)Ω(s1) est inférieure à R(s0)−R(s1).

3. Conclure que le disque osculateur (c’est-à-dire le disque délimité par le cercle
osculateur) en s1 est inclus dans le disque osculateur en s0.
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Problème 1 – Déterminants de Smith

Pour toute fonction f : N∗ → R,
∑
d|n

f(d) désigne la somme des f(d) sur l’en-

semble des diviseurs positifs d de n. Par exemple,∑
d|6

d2 = 50.

Les résultats de la question 1 de la partie A sont nécessaires pour la partie B. On
pourra le cas échéant les admettre pour avancer le devoir.

Partie A – Fonction de Mobius

1. (a) Montrer qu’il existe une unique fonction µ : N∗ → C telle que µ(1) = 1
et

∀n ≥ 2,
∑
d|n

µ(d) = 0.

(b) Soit f : N∗ → C et F la fonction définie sur N∗ par

∀n ∈ N∗, F (n) =
∑
d|n

f(d).

Montrer que

∀n ∈ N∗,
∑
d|n

µ(d)F (
n

d
) = f(n).

(c) Montrer que la fonction d’Euler ϕ vérifie

∀n ∈ N∗,
∑
d|n

µ(d)
n

d
= ϕ(n).

2. (a) Soit p un nombre premier. Montrer que µ(p) = −1 puis calculer µ(pk)
pour k ≥ 2.

(b) Comparer, pour m, n ∈ N∗ premiers entre eux, les quantités µ(m)µ(n)
et µ(mn).

(c) En déduire l’ensemble des entiers n ∈ N∗ tels que µ(n) = 1.

Partie B – Calcul de déterminants

1. Soit F : N∗ → C. Posons AF = (F (i ∧ j))i,j ∈ Mn(C) et calculons son
déterminant.

(a) Soit P ∈ Mn(C) la matrice dont le coefficient en position i, j est 1 si i
divise j, et 0 sinon.
Calculer detP .

(b) Trouver, à l’aide de la partie A, une fonction f : N∗ → C telle que

AF = tPdiag(f(1), . . . , f(n))P.

(c) En déduire detAF en fonction de f .

Les trois questions suivantes sont indépendantes entres elles mais utilisent le
résultat de la question précédente.

2. Calculer le � premier déterminant de Smith � det(i ∧ j)i,j .
3. Définissons f(1) = 1 et, pour tout n ∈ N∗,

f(n) =
1

n

∏
p∈Pn

(1− p),

où Pn désigne l’ensemble des facteurs premiers positifs de n. Posons encore
F définie par

∀n ∈ N∗, F (n) =
∑
d|n

f(d).

(a) Montrer que, pour m, n ∈ N∗ premiers entre eux, f(mn) = f(m)f(n).
Indication: on pourra exprimer Pmn en fonction de Pm et Pn.

(b) En déduire que, pour m, n ∈ N∗ premiers entre eux,

F (mn) = F (m)F (n).

Indication: on pourra commencer par étudier l’ensemble des diviseurs
positifs de mn.

(c) Prouver que, pour tout n ∈ N∗, F (n) = 1
n .

(d) En déduire le det
(

1
i∧j

)
)i,j puis le � second déterminant de

Smith � det(i ∨ j)i,j .
4. Calculer le déterminant de la matrice dont le coefficient en position i, j est la

somme des diviseurs positifs communs à i et j.
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Problème 2 – Théorème de Hankel-Sylvester

Pour toute matrice M = (mi,j) ∈Mn(R), on définit

. ∆j1
i1

le mineur de M en position i1, j1, c’est-à-dire le déterminant de la matrice
déduite de M en supprimant la ligne d’indice i1 et la colonne d’indice j1 ;

. ∆j1,j2
i1,i2

le déterminant de la matrice déduite de M en supprimant les lignes
d’indice i1 et i2 et les colonnes d’indice j1 et j2.

Partie A – Formule de condensation de Desnanot-Jacobi

Dans cette partie, on cherche à montrer que, pour toute matrice M ∈ Mn(R) et
tous i 6= j,

detM.∆i,j
i,j = ∆i

i∆
j
j −∆j

i∆
i
j . (1)

1. Rappeler l’expression de la matrice M.
t
Com(M).

2. Pour tout i 6= j, notons Mi,j la matrice déduite de In où les colonnes d’indices

i et j ont été remplacées par les colonnes correspondantes de
t
Com(M).

(a) Exprimer le déterminant de Mi,j en fonction de ∆i
i, ∆j

j , ∆j
i et ∆i

j .

(b) Calculer le produit matriciel M.Mi,j .

(c) Calculer det(M.Mi,j).

(d) En déduire la formule (1) dans le cas où M est inversible.

3. Déduire la formule (1) dans le cas général en considérant la matrice M + xIn
et en faisant tendre x vers 0.

Partie B – Déterminants de Sylvester-Hankel

Pour toute fonction f : I → C de classe C2n, définissons le n-ème déterminant de
Sylvester Sn(f) comme la fonction qui asssocie, à tout x ∈ I, le déterminant de la
matrice (f (i+j−2))i,j≤n+1 ∈Mn+1(C).

1. Calculer les déterminants de Sylvester pour f = exp.

2. Calculer le n-ème déterminant de Sylvester pour f : x 7→
n+1∑
k=1

ake
αkx avec

a1, . . . , an+1, α1, . . . , αn+1 ∈ C.
Indication: on pourra reconnâıtre un produit matriciel et exprimer le
résultat à l’aide du déterminant de Vandermonde de α1, . . . , αn+1.

3. Soit f : I → C de classe C2n+2. Posons M = (f (i+j−2))i,j≤n+2 ∈ Mn+2(C),

∆j
i les mineurs de M .

(a) Montrer que (Snf)′ = ∆n+2
n+1 = ∆n+1

n+2 et que (Snf)′′ = ∆n+1
n+1.

(b) Déduire de la Partie A que

Sn+1f.Sn−1f = Snf.(Snf)′′ − (Snf)′2.

4. Montrer qu’une fonction f de classe C2n est solution d’une équation
différentielle linéaire d’ordre n, homogène à coefficients constants si et seule-
ment si la fonction Snf est identiquement nulle.

5. Déterminer les déterminants de Sylvester pour f : x 7→ 3 cos(2x)− 5 sin(2x).
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Exercice 1 – Déterminant anti-circulant

Soit b1, . . . , bn ∈ C ; le but de cet exercice est le calcul du déterminant de la matrice
A ∈Mn(C) dont les coefficients sont ai,j = bk si i+ j − 1 = k[n].

Notons ω = e
2iπ
n , U ∈ Mn(R) la matrice de coefficients ui,j = ω(i−1)(j−1) pour

tous i, j ≤ n et ϕ : C→ C définie par ϕ(z) =
n∑
k=1

bkz
k−1.

1. a. Calculer les coefficients de AU à l’aide de la fonction ϕ.

b. En déduire que detA = ε.
n∏
k=1

ϕ(ωk−1) où ε est un signe à déterminer en

fonction de la parité de n.
2. Calculer ϕ puis detA dans les cas suivants :

a. bk = ak−1 b. bk =
(
n−1
k−1
)

Problème

Le but de ce problème est de montrer la formule dite de condensation sur les
déterminants et d’en explorer les applications et généralisations.

Notations

Soit n un entier supérieur ou égal à 1 et M une matrice de Mn(R).

- On note Mi,j le coefficient de M qui se trouve sur la i-ème ligne et la j-ème
colonne.

- On note tM sa transposée définie par tMi,j = Mj,i pour tout i, j ∈ {1, . . . , n}.
- On note det(M) son déterminant.
- Pour n ≥ 2 et i, j ∈ {1, . . . , n}, on note [M ]ji la matrice deMn−1(R) obtenue

à partir de M en enlevant la i-ème ligne et la j-ème colonne.
- Plus généralement, soir r ≥ 0.

Pour n ≥ r + 1 et i1, . . . , ir, j1, . . . , jr ∈ {1, . . . , n}, vérifiant ik 6= il et jk 6= jl
si k 6= l, on note [M ]j1,...,jri1,...,ir

la matrice deMn−r(R) obtenue à partir de M en
enlevant les lignes d’indices i1, . . . , ir et les colonnes j1, . . . , jr. On conviendra
que cette matrice vaut M si r = 0.

- On note com(M) la comatrice de M définie par

com(M)i,j = (−1)i+j det[M ]ji

- On désignera par In la matrice identité de Mn(R) et par e = (e1, . . . , en) la
base canonique de l’espace vectoriel Rn.

A – Préliminaires

1. Soit n ∈ N∗ un entier non nul. Montrer que l’application N de Mn(R) dans
R définie par

∀M ∈Mn(R), N(M) = sup
i,j∈{1,...,n}

|Mi,j |

est une norme sur Mn(R).
Dans le cas où M ∈ Mn(R) n’est pas inversible, on rappelle qu’il existe deux
matrices inversibles P et Q (de tailles n× n) telles que M = P.J.Q où

J =



1
. . . (0)

1
(0) 0

. . .

0


J étant une matrice diagonale dont les r premiers éléments diagonaux valent 1 et
dont les n − r derniers éléments diagonaux valent 0. Si J = 0, on convient que
r = 0.

2. Rappeler l’interprétation de r.
3. On conserve les notations de la question précédente. Montrer qu’il existe

une suite de matrices inversibles (Jk)k∈N de Mn(R) telle que M =
limk→+∞ P.JkQ au sens de la distance associée à la norme N .

4. Montrer que le déterminant définit une fonction continue de Mn(R), muni
de la distance associée à la norme N , dans R (on pourra écrire le déterminant
comme une somme de fonctions toutes en forme de produits).

B – Formule de condensation

On se propose de montrer dans cette partie la formule de Desnanot-Jacobi, dite
de condensation, suivante où n est un entier ≥ 3 :

∀M ∈Mn(R), det(M) det[M ]1,n1,n = det[M ]11 det[M ]nn − det[M ]1n det[M ]n1 (1)

5. Soit i ∈ {1, 2, . . . , n}. Calculer

Mi,1 det[M ]1i −Mi,2 det[M ]2i + · · ·+ (−1)n−1Mi,n det[M ]ni

en fonction de det(M) et de i.
6. Montrer que

Mj,1 det[M ]1i −Mj,2 det[M ]2i + · · ·+ (−1)n−1Mj,n det[M ]ni = 0

y
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pour i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, vérifiant i 6= j. (On interprètera le membre de gauche
comme le développement par rapport à une ligne du déterminant d’une cer-
taine matrice).

7. Déduire des deux questions précédentes le fait que M.tcom(M) = xIn où x
est un nombre réel que l’on précisera.

On introduit la matrice de Mn(R) suivante :

M∗ =



det[M ]11 0 0 . . . 0 (−1)n+1 det[M ]1n
− det[M ]21 1 0 . . . 0 (−1)n+2 det[M ]2n
det[M ]31 0 1 . . . 0 (−1)n+3 det[M ]3n

...
...

...
. . .

...
...

(−1)n det[M ]n−11 0 0 . . . 1 −det[M ]n−1n

(−1)n+1 det[M ]n1 0 0 . . . 0 det[M ]nn


Autrement dit, M∗ est obtenue à partir de tcom(M) en remplaçant, pour chaque
i ∈ {1, . . . , n} et chaque j ∈ {2, . . . , n− 1} le coefficient tcom(M)i,j par 0 si i 6= j
et par 1 si i = j.

8. Calculer det(M∗) en fonction de det[M ]11, det[M ]nn, det[M ]1n et det[M ]n1 .
9. Ecrire le calcul explicite de la matrice produit M.M∗ sous la forme du tableau

usuel de taille n× n.
10. En utilisant la question précédente, démontrer (1) dans le cas où M est

inversible.
11. Démontrer (1) dans le cas où M n’est pas inversible.

C – Algorithme de Lewis Carroll

Le Révérend Charles L. Dodgson, plus connu sous son nom de plume, Lewis Car-
roll, s’est servi de la formule de condensation (1) pour mettre au point un algo-
rithme de calcul de déterminant n× n, n’utilisant que des déterminants 2× 2.
L’algorithme fonctionne comme suit.
On doit trouver le déterminant d’une matrice M de taille n× n.
Pour cela, on met en jeu une suite de couples de matrices (A(k), B(k)) ∈Mn−k(R)×
Mn−k−1(R) pour k = 0, . . . , n− 2 définies comme suit.
Pour k = 0, A(0) = A et B(0) est la matrice deMn−1(R) dont tous les coefficients
valent 1.
Voici comment l’on passe du couple (A(k), B(k)) (k ≤ n − 3) au couple
(A(k+1), B(k+1)). Si aucun des coefficients de B(k) n’est nul (ce qui est le cas
pour B(0)) alors on pose

A
(k+1)
i,j =

1

B
(k)
i,j

∣∣∣∣∣ A
(k)
i,j A

(k)
i,j+1

A
(k)
i+1,j A

(k)
i+1,j+1

∣∣∣∣∣ , i, j ∈ {1, . . . , n− k − 1}

B
(k+1)
i,j = A

(k)
i+1,j+1, i, j ∈ {1, . . . , n− k − 2}

Bien entendu, dans le membre de droite qui définit le terme A
(k+1)
i,j , |.| désigne un

déterminant 2 × 2. Enfin, si (A(n−2), B(n−2)) a pu être défini par la précédente

procédure, alors on définit la matrice de taille 1× 1, A(n−1) = (A
(n−1)
1,1 ) par

A
(n−1)
1,1 =

1

B
(n−2)
1,1

∣∣∣∣∣ A(n−2)
1,1 A

(n−2)
1,1+1

A
(n−2)
1+1,1 A

(n−2)
1+1,1+1

∣∣∣∣∣
Notrer qu’il n’y a pas de terme B(n−1). L’algorithme se termine en affirmant que

A
(n−1)
1,1 = det(M), on prouvera plus loin sa validité. Si l’un des coefficients de B(k)

est nul, l’algorithme ne s’applique pas, et Lewis Carroll préconise de recommencer
après avoir échangé (convenablement) des lignes dans la matrice initiale.
Exemple :

M = A(0) =


2 0 1 3
−1 2 1 −2
0 −1 1 3
2 4 −3 2

 B(0) =

 1 1 1
1 1 1
1 1 1



A(1) =

 4 −2 −5
1 3 5
2 −1 11

 B(1) =

(
2 1
−1 1

)

A(2) =

(
7 5
7 38

)
B(2) =

(
3
)

A(3) =
(

77
)

Le déterminant de M vaut donc 77.
12. Appliquer cet algorithme au calcul du déterminant de

1 −2 −1 3
2 1 −1 2
−1 −2 1 −3
0 −1 −1 2


13. Soit M ∈ Mn(R). On suppose que l’algorithme se termine sans qu’au-

cun des coefficients des matrices B(i) ne s’annule. Quel est le nombre un de
déterminants 2× 2 que l’on a calculé au cours de la procédure ?

Une autre méthode de calcul de déterminant consiste à répéter le développement
suivant des lignes par cofacteurs jusqu’à ce qu’on obtienne des déterminants 2×2.
L’objet de la question suivante est d’étudier le nombre vn de déterminants 2 × 2
ainsi obtenus.

14. Soit donc vn le nombre de déterminants 2× 2 calculés lorsque l’on applique
la méthode de développements successifs par rapport à des lignes pour calculer
le déterminant d’une matrice de taille n× n. Etablir une relation entre vn et
vn−1. Puis, comparer un et vn lorsque n→ +∞.

y
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On se place désormais dans le cas où l’algorithme de Lewis Carroll s’applique. On
se propose de montrer sa validité.

15. Soit r, s ∈ {1, 2, . . . , n − 2}. En appliquant la formule de condensation,

montrer que A
(2)
r,s est le déterminant d’une matrice 3× 3, extraite de M , que

l’on précisera.
16. Soit k ∈ {1, 2, . . . , n − 1} et r, s ∈ {1, 2, . . . , n − k}. Généraliser le résultat

précédent en exprimant A
(k)
r,s comme le déterminant d’une matrice de taille

(k + 1)× (k + 1) extraite de M que l’on précisera. Prouver que

A
(n−1)
1,1 = det(M)

ce qui établit la validité de l’algorithme

D – Le λ-déterminant

Soit λ ∈ R. On introduit la notion de λ-déterminant d’une matrice M de Mn(R)
convenable, noté det λ(M), de la manière suivante.
Soit (a) ∈M1(R), det λ(a) = a.

Soit

(
a b
c d

)
∈M2(R), det λ

(
a b
c d

)
= ad+ λbc.

On impose de plus, pour toute matrice M ∈ Mn(R), la formule de condensation
suivante :

det λ(M) det λ[M ]1,n1,n = det λ[M ]11 det λ[M ]nn + λ det λ[M ]1n det λ[M ]n1 (2)

Cette condition (2) permet donc de définir par récurrence la λ-déterminant pour
une matrice M de taille n×n, à la condition de ne pas avoir à diviser par 0 au cours
de son calcul. Plus précisément, supposons que cette procédure par récurrence ait
permis de définir le membre de droite de (2) ainsi que det λ[M ]1,n1,n et qu’en plus ce
dernier soit non nul. Alors on définit det λ(M) par (2) puisqu’on peut diviser par
det λ[M ]1,n1,n 6= 0.
Dans la suite, M désigne une matrice de Mn(R) pour laquelle det λ(M) est bien
défini.

17. Soit t ∈ R∗ et j ∈ {1, . . . , n}. On note Mt,j la matrice obtenue à partir de
M par multiplication de la j-ème colonne de M par t. Montrer que det λ(Mt,j)
est bien défini et donner sa valeur en fonction de det λ(M) et de t.

On considère un vecteur (x1, . . . , xn) de Rn tel que les réels xi sont tous non nuls.
On introduit la matrice de Vandermonde de taille n× n :

V (x1, . . . , xn) = (xj−1i )1≤i,j≤n,

où xj−1i est le coefficient situé sur la i-ème ligne et la j-ème colonne.

18. On suppose que xj + λxi est non nul pour tous i, j ∈ {1, . . . , n} tels
que 1 ≤ i < j ≤ n. Calculer det λV (x1, . . . , xn) en fonction de xj + λxi
(i, j ∈ {1, . . . , n}). (On commencera par le cas n = 3, puis on procédera par
récurrence sur n).

y
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Exercice – Médiatrices

Soit A et B les points du plan de coordonnées (1, 0) et (0, 1). Tracer la médiatrice
de [A,B] (c’est-à-dire l’ensemble des points équidistants de A et B) pour les normes
‖ ‖1, ‖ ‖2 et ‖ ‖∞.

Exercice – Deux preuves de Kolmogorov

L’objectif de cet exercice est de deux donner deux nouvelles preuves du

Théorème 3

Soit une fonction f : R→ R de classe Cn+1 telle que f et f (n+1) sont bornées.
Alors, pour tout k ∈ [[0, n+ 1]], f (k) est bornée.

On rappelle la formule de Taylor-Lagrange pour une telle fonction : pour tous a,
b ∈ R, il existe c entre a et a+ b tel que

f(a+ b) =

n∑
k=0

f (k)(a)

k!
bk +

f (n+1)(c)

(n+ 1)!
bn+1.

Méthode A

Posons, pour tout t ∈ R, Pt(X) =
n∑
k=0

f(k)(t)
k! Xk.

1. Montrer que les applications de Rn[X] dans R définies par

‖P‖1 = max
k∈[[0,n]]

|P (k)(0)|, ‖P‖∞ = sup
x∈[0,1]

|P (x)|

sont des normes.

2. Rappeler rapidement pourquoi ces normes sont équivalentes.

3. Montrer qu’il existe M > 0 tel que

∀t ∈ R, ‖Pt‖∞ ≤M.

4. Conclure.

Méthode B

Notons A la matrice de Mn(R) dont le coefficient en position i, j est ij .

1. Montrer que la matrice A est inversible.

2. Soit x ∈ R. Montrer qu’il existe des réels c1,. . . ,cn tels que
f(x+ 1)− f(x)− f(n+1)(c1)

(n+1)! 1n+1

f(x+ 2)− f(x)− f(n+1)(c2)
(n+1)! 2n+1

...

f(x+ n)− f(x)− f(n+1)(cn)
(n+1)! nn+1

 = A


f(1)(x)

1!
f(2)(x)

2!
...

f(n)(x)
n!


3. Conclure.

Problème

Dans ce problème, on considère les ensembles suivants :
. E0 est le R-espace vectoriel des fonctions f ∈ C1(R+,R) vérifiant f(0) = 0.

. E1 est l’ensemble des fonctions f ∈ E0 et telles que la fonction t 7→
(
f(t)
t

)2
soit intégrable sur R∗+.

. E2 est l’ensemble des fonctions f ∈ E0 et telles que la fonction t 7→ (f ′(t))
2

soit intégrable sur R∗+.

On pose, pour f ∈ E1, N1(f) =

(∫ +∞
0

(
f(t)
t

)2
dt

)1/2

et, pour f ∈ E2 N2(f) =(∫ +∞
0

(f ′(t))
2
dt
)1/2

.

Le but du problème est de comparer les ensembles E1 et E2 d’une part, les fonctions
N1 et N2 d’autre part.

Partie I – Premier Exemple

Dans cette partie, on suppose que f est la fonction définie sur R+ par f(t) =
arctan t.

1. Montrer que f appartient à E1.

2. Montrer que, pour tout x ∈ R∗+, la fonction Hx : t 7→ 1
(t2+1)(t2+x2) est

intégrable sur R+ puis que f appartient à E2.

3. Pour x ∈ R∗+, on note ϕ(x) =
∫ +∞
0

Hx(t)dt.

(a) Montrer que la fonction ϕ est continue sur tout segment de R∗+ et donc
sur R∗+.

(b) Soit x ∈ R∗+\{1} ; décomposer en éléments simples la fraction rationnelle
en T , 1

(T+1)(T+x2) .

(c) En déduire l’expression explicite de ϕ(x) pour x ∈ R∗+ \ {1}.
(d) Déterminer la valeur de N2(f).

y
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4. Étudier le signe de l’expression u− arctanu pour u ∈ R+.

5. Montrer que, pour x ∈ R+, la fonction Gx : t 7→ arctan (xt)
t(t2+1) est intégrable sur

R∗+.

6. Pour x ∈ R+, on pose θ(x) =
∫ +∞
0

Gx(t)dt et on admet que θ est de classe C1

sur R+ avec : θ′(x) =
∫ +∞
0

1
(t2+1)(x2t2+1)dt

(a) Calculer θ′(x), puis θ(x), pour x ∈ R+.

(b) Établir une relation entre [N1(f)]
2

et θ(1).

(c) En déduire la valeur de N1(f) et celle de N1(f)
N2(f)

.

Partie II – Deuxième exemple

Dans cette partie, on suppose que f est la fonction définie sur R+ par f(t) =
ln
(
t+
√
t2 + 1

)
.

1. Calculer f ′(t) pour t ∈ R+. En déduire que f est élément de E2. Quelle est la
valeur de N2(f) ?

2. Déterminer un équivalent de f(t) en 0+ et en +∞.

3. Montrer que f appartient à E1.

4. (a) Montrer que la fonction t 7→ ln t
1−t2 est intégrable sur l’intervalle ]0, 1[.

On note désormais J =
∫ 1

0
ln t
1−t2 dt.

(b) Montrer que, pour tout k ∈ N, la fonction t 7→ t2k ln t est intégrable sur

l’intervalle ]0, 1[ ; déterminer la valeur de Jk =
∫ 1

0
t2k ln tdt.

(c) Montrer que la suite de fonctions (t 7→
n∑
k=0

t2k)n converge uniformément

t 7→ 1
1−t2 sur tout segment de ]0, 1[.

On admet l’égalité J =
+∞∑
k=0

Jk =
+∞∑
k=0

∫ 1

0
t2k ln tdt.

(d) Déduire de ce qui précède la valeur de l’intégrale J .

Indication: on admet que
+∞∑
n=1

1
n2 = π2

6 .

5. (a) Montrer que [N1(f)]2 = 2
∫ +∞
0

f(t)

t
√
t2+1

dt.

(b) Justifier puis effectuer les changements de variable u = f(t) =
ln
(
t+
√
t2 + 1

)
et v = e−u dans l’intégrale obtenue dans la question

précédente.

(c) En déduire la valeur de N1(f), puis celle de N1(f)
N2(f)

.

Partie III – Étude de l’équivalence entre N1 et N2

1. Soit f une fonction quelconque appartenant à E0. On associe à f deux fonc-

tions g et h définies sur R∗+ par g(t) = f(t)√
t

et h(t) = f(t)
t .

(a) Quelles sont les limites de h(t) et de g(t) en 0+ ?

(b) Exprimer f ′(t)−
√
tg′(t) en fonction de h(t) pour t ∈ R∗+.

(c) Déterminer les limites de
√
tg′(t) et de g(t)g′(t)en 0+.

(d) Établir, pour x > 0, la relation :∫ x

0

(f ′(t))
2
dt =

1

2
(g(x))

2
+

∫ x

0

(√
tg′(t)

)2
dt+

1

4

∫ x

0

(h(t))
2
dt(2)

2. (a) Déduire de la relation (2) l’inclusion E2 ⊂ E1.

(b) En considérant la fonction sin, montrer que les ensembles E1 et E2 ne
sont pas égaux.

3. (a) Montrer que E2 est un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel E0.
On admettra sans justification que N1 et N2 sont des normes sur l’espace
vectoriel E2.

(b) Justifier l’inégalité N1(f) ≤ 2N2(f), pour f ∈ E2.

(c) Pour n ∈ N∗, on définit fn : t 7→ e−t sin (nt).
Vérifier que fn ∈ E2 pour tout n ∈ N∗ et calculer N2(fn).

(d) Conclure que les normes N1 et N2 ne sont pas équivalentes sur E2.

y
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Exercice – Polynômes homogènes

Considérons, pour tout n ∈ N,
. l’espace Fn des polynômes homogènes de R3 dans R de degré n engendré

par les applications (x1, x2, x3) 7→ xα1
1 xα2

2 xα3
3 telles que (α1, α2, α3) ∈ N3 et

α1 + α2 + α3 = n ;
. l’espace Hn des polynômes homogènes de R3 dans R, harmoniques de degré
n défini par :

Hn = {f ∈ Fn, ∆f = 0} ,

où ∆f = ∂2f
∂x2

1
+ ∂2f

∂x2
2

+ ∂2f
∂x2

3
est le laplacien de f .

1. (a) Soit f ∈ C1(R3,R) telle que f(0, 0, 0) = 0 et ∂f
∂x1

, ∂f∂x2
, ∂f∂x3

∈ Fn. Montrer
que f ∈ Fn+1.

(b) Soit f ∈ Cn(R3,R) telle que :

∀λ ∈ R, ∀(x1, x2, x3) ∈ R3, f(λx1, λx2, λx3) = λnf(x1, x2, x3)

Montrer, par récurrence, que f ∈ Fn.

2. Soit n ≥ 2.

(a) Montrer que, pour tout f ∈ Fn, ∆f ∈ Fn−2.

(b) En considérant l’application linéaire de Fn dans Fn−2 qui à une fonction
f associe son laplacien ∆f , montrer que

dimHn ≥ dimFn − dimFn−2

3. (a) Soit f ∈ Hn telle qu’il existe g ∈ Fn−2 vérifiant :

∀(x1, x2, x3) ∈ R3, f(x1, x2, x3) = (x21 + x22 + x23)g(x1, x2, x3)

En factorisant (x21 + x22 + x23) à plusieurs reprises, montrer que f = 0.
Indication: On pourra utiliser le laplacien de f .

(b) En considérant l’application linéaire de Fn−2 dans Fn qui à une fonction
f associe la fonction (x1, x2, x3) 7→ (x21 + x22 + x23)f(x1, x2, x3), montrer
que

dimHn ≤ dimFn − dimFn−2

4. Montrer que dimFn = (n+1)(n+2)
2 . En déduire la dimension de Hn pour n ≥ 2.

Problème – Dérivabilité de fonctions réelles

Dans ce problème, f désigne une fonction définie sur une partie ouverte de R
dans R. On note alors τa,b(f) ou τa,b s’il n’y a pas confusion le taux d’accroissement
de f entre deux réels distincts a et b du domaine de définition de f .
On rappelle que f est dérivable en a si h 7→ τa,a+h(f) admet une limite finie en 0.

Partie A – Dérivabilité forte

La fonction f est fortement dérivable en a si (x1, x2) 7→ τx1,x2
(f) admet une

limite finie en (a, a) ; on note f∗(a) cette limite.

1. Posons, pour tout α ∈ R+,

fα : x 7→ xα sin
1

x
.

(a) Montrer que fα admet un prolongement continu en 0 si et seulement si
α > 0.
On note encore fα ce prolongement.

(b) Pour quelles valeurs de α > 0, la fonction fα est-elle dérivable en 0 ?

(c) Pour quelles valeurs de α > 0, la fonction fα est-elle fortement dérivable
en 0 ?

Revenons au cas général.

2. (a) Montrer que si f est fortement dérivable en a alors elle est dérivable au
sens usuel en a et f ′(a) = f∗(a).

(b) Montrer que si f est fortement dérivable sur un ouvert U alors elle est
de classe C1 sur U .

(c) Étudier la réciproque.

Partie B – Dérivabilité au sens de Schwarz

La fonction f est dérivable au sens de Schwarz en a si h 7→ τa−h,a+h(f) admet
une limite finie en 0 ; on note fs(a) cette limite.

1. Montrer que si f est dérivable en a alors f est dérivable au sens de Schwarz
en a.
Étudier la réciproque.

2. Soit f continue sur le segment [a, b], dérivable au sens de Schwarz sur ]a, b[.

(a) Montrer que si f(b) > f(a), alors il existe c ∈]a, b[ tel que fs(c) ≥ 0.

(b) Montrer que si f(b) = f(a) = 0, alors il existe c, d ∈]a, b[ tel que fs(c) ≥
0 ≥ fs(d).

(c) Montrer qu’il existe c, d ∈]a, b[ tel que fs(c) ≥ τa,b(f) ≥ fs(d).

(d) Conclure que si fs est bornée, alors f est lipschitzienne.

3. Soit f continue et dérivable au sens de Schwarz sur ]a, b[. Étudier le lien entre
monotonie de f et signe de fs.

4. Déterminer une fonction f continue et dérivable au sens de Schwarz sur ]a, b[
admettant un extremum e, x0 ∈]a, b[ tel que fs(x0) 6= 0.

5. Soit f continue et dérivable au sens de Schwarz sur ]a, b[ et telle que fs est
continue. Montrer que f est dérivable et que f ′ = fs.

y
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Mines-Ponts 2009 MP
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Exercice – Théorème spectral

Soit S ∈ Sn(R). On munit l’espace Mn,1(R) de son produit scalaire canonique ;
on considère S la sphère unité de Mn,1(R) et

f :

{
S → R
X 7→ 〈X,SX〉

L’objectif de cet exercice est de montrer que S admet un vecteur propre (ce qui
par récurrence permet de montrer le théorème spectral).

1. Montrer que f atteint sa borne supérieure en un vecteur X0 ∈ S.

2. Soit Y ∈ S orthogonal à X0 et

ϕ : t 7→ cos(t)X0 + sin(t)Y.

(a) Montrer que f ◦ ϕ admet son maximum en 0.

(b) En déduire que 〈SX0, Y 〉 = 0.

(c) Conclure que X0 est un vecteur propre de S.

Problème – Groupe symplectique

Soit m un entier supérieur ou égal à 1. On note Im la matrice identité deMm(R)

et J la matrice

(
0 −Im
Im 0

)
de M2m(R). On note

Sp(2m) = {M ∈M2m(R) | tMJM = J}.

Partie A – Matrices symplectiques

1. Soit M ∈ Sp(2m). Montrer que detM = ±1. Calculer detJ .

2. (a) Montrer que Sp(2m) est un sous-groupe de GL2m(R).

(b) Donner un condition nécessaire et suffisante sur M ∈ GL2(R) pour que
M ∈ Sp(2).

3. A-t-on J ∈ Sp(2m) ? Si M ∈ Sp(2m), a-t-on tM ∈ Sp(2m) ?

4. Soit M ∈ Sp(2m) telle que detM = 1 et PM (λ) = det(M − λI2m) où λ ∈ C.

(a) Montrer que PM (λ) = PM−1(λ).

(b) Montrer que si λ ∈ C∗, alors PM (λ) = λ2mPM
(
1
λ

)
.

Partie B – Endomorphismes symplectiques

Soit n un entier > 1. On munit Rn de son produit scalaire usuel, et on note
〈x|y〉 le produit scalaire des vecteurs x et y.

On rappelle que pour toute f ∈ L(Rn), il existe une unique f∗ ∈ L(Rn) telle
que pour tous x, y ∈ Rn, on a

〈f(x)|y〉 = 〈x|f∗(y)〉.

L’application f∗ s’appelle l’adjoint de f .

On appelle forme symplectique sur Rn une application ω = Rn × Rn → R qui
est
. bilinéaire (pour tout x ∈ Rn, y 7→ ω(x, y) et y 7→ ω(y, x) sont linéaires),
. antisymétrique (pour tous x, y ∈ Rn, on a ω(x, y) = −ω(y, x)),
. non dégénérée, si x ∈ Rn et pour tout y ∈ Rn on a ω(x, y) = 0 alors x = 0.

1. (a) Soit η un endomorphisme de Rn tel que η∗ = −η. Pour tous x, y ∈ Rn,
on pose ω(x, y) = 〈η(x)|y〉. Montrer que ω est une forme symplectique si
et seulement si η est inversible.

(b) Réciproquement, soit ω une forme symplectique sur Rn. Montrer qu’il
existe un unique endomorphisme η de Rn tel que pour tous x, y ∈ Rn,
on a ω(x, y) = 〈η(x)|y〉. Montrer que η∗ = −η et que η est inversible.

2. Montrer que s’il existe une forme symplectique sur Rn, alors n est pair.
On suppose dorénavant n = 2m et on note j l’endomorphisme de Rn dont la
matrice dans la base canonique est J .

3. (a) Montrer que ω définie par ω(x, y) = 〈j(x)|y〉 est une forme symplectique
sur Rn.

(b) On note (ek)16k6n la base canonique de Rn. Déterminer ω(ek, el) pour
tous k, l ∈ [[1, n]].

(c) Soit f un endomorphisme de Rn et M sa matrice dans la base canonique.
Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

i. Pour tous x, y ∈ Rn, on a ω(f(x), f(y)) = ω(x, y) ;

ii. M ∈ Sp(n).
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Une algèbre de Lie est un espace vectoriel V muni d’une loi de composition in-
terne bilinéaire alternée, généralement notée (u, v) 7→ [u, v] et appelée crochet, et
vérifiant pour tous u, v, w ∈ V

[u, [v, w]] + [v, [w, u]] + [w, [u, v]] = 0,

connue sous le nom d’identité de Jacobi.
On rappelle que, pour toute matrice M = (mi,j)1≤i,j≤n ∈ Mn(R), M désigne le
réel

∑n
k=1mk,k appelé trace de la matrice M ; par ailleurs, est une forme linéaire

sur Mn(R) vérifiant, pour toutes matrices A,B ∈Mn(R), (AB) = (BA).

1. Dans une algèbre de Lie V , montrer que le crochet est antisymétrique, i.e.
pour tous u, v ∈ V , [u, v] = −[v, u].

2. Montrer que (R3,∧) est une algèbre de Lie.

3. Soit G le sous-ensemble de M4(R) constitué des matrices de trace nulle.
On note I = {(i, j) ∈ {1, 2, 3, 4}2 | i 6= j}.
(a) Montrer que G est un sous-espace vectoriel de M4(R). Quelle est sa

dimension ?

(b) Montrer que G est une algèbre de Lie pour le crochet [A,B] = AB−BA.

(c) Soit Ei,j ∈ M4(R) la matrice dont tous les termes sont nuls sauf celui
situé sur la i-ème ligne et la j-ème colonne qui vaut 1 et Fi = Ei,i −
Ei+1,i+1 pour 1 ≤ i ≤ 3.
Montrer que la famille

{Ei,j | (i, j) ∈ I} ∪ {Fi | 1 ≤ i ≤ 3}

est une base de G.

4. Soit A le sous-espace de G constitué des matrices diagonales.

(a) Montrer que (F1, F2, F3) est une base de A.

(b) Montrer que l’application (M,N) 7→ 2(MN) définit un produit scalaire
sur A que l’on note désormais 〈M |N〉.

(c) Déterminer la base orthonormée (G1, G2, G3) obtenue en appliquant le
procédé de Gram-Schmidt à (F1, F2, F3) puis exprimer les coordonnées
de F1, F2, F3 dans la base (G1, G2, G3).

5. Pour tout A ∈ G, on note adA l’endomorphisme de G donné par

adA(B) = [A,B] = AB −BA.

Soit (i, j) ∈ I.

(a) Soit M une matrice diagonale deM4(R). Montrer qu’il existe un nombre
réel αi,j(M) tel que adM (Ei,j) = αi,j(M)Ei,j .

(b) Montrer que l’application αi,j : A → R qui à M associe αi,j(M) est une
forme linéaire.

(c) Trouver un vecteur Hi,j ∈ A tel que pour tout M ∈ A, on a

αi,j(M) = 〈Hi,j |M〉.

6. Un bon chemin est une application C : t 7→ (ci,j(t))i,j définie sur un voisinage
] − ε, ε[ de 0 et à valeurs dans SL4(R) telle que C(0) = I4 et que chaque
fonction-coefficient ci,j est dérivable en 0 ; pour tout bon chemin C, la matrice
(c′i,j(0))i,j des dérivées en 0 est notée C ′(0). Soit H l’ensemble des matrices
des dérivées en 0 des bons chemins,

H = {C ′(0) |C est un bon chemin}.

(a) Soit C1, C2 deux bons chemins. Montrer que C1C2 : t 7→ C1(t)C2(t) est
un bon chemin et calculer sa matrice des dérivées en 0. En déduire que
H est stable par addition.

(b) Montrer que H est un sous-espace vectoriel de M4(R).

(c) Montrer que H est une algèbre de Lie pour le crochet défini à la question
3(b).
Indication: on pourra commencer par montrer que pour tout G ∈
SL4(R) et tout M ∈ H, GMG−1 ∈ H.

(d) Montrer que H est l’algèbre de Lie G introduite à la question 3.
Indication: on pourra utiliser les matrices élémentaires de M4(R).
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Dans tout ce problème, on considère un espace euclidien E de dimension n ≥ 2 ;
on note 〈 ; 〉 le produit scalaire sur E et ‖ ‖ la norme associée.
On définit pour tout famille x1, . . . , xp de vecteurs de E, la matrice de Gram
G(x1, . . . , xp) ∈ Mp(R) comme la matrice dont le coefficient en position (i, j) est
〈xi;xj〉.

Partie I – Premiers résultats

Dans cette partie, on redémontrera toutes les propriétés utilisées sur les matrices
ou déterminants de Gram.

1. (a) Déterminer les matrices X ∈Mn,1(R) vérifiant tXX = 0.

(b) Soit A ∈ Mn,p(R). Montrer successivement que Ker(tAA) = KerA et
que rg(tAA) = rg(A).

2. Soit x1, . . . , xp des vecteurs de E et A la matrice des coordonnées de ces
vecteurs dans une base orthonormée de E.

(a) Donner, sans justification, la taille de la matrice A.

(b) Montrer que G(x1, . . . , xp) = tAA.

(c) En déduire que le rang de la matrice G(x1, . . . , xp) est égal au rang de
la famille x1, . . . , xp.

3. On suppose dans cette question que p = n.

(a) Justifier que la famille x1, . . . , xp est une base si et seulement si
det(G(x1, . . . , xp)) 6= 0.

(b) Montrer que la famille x1, . . . , xp est une base si et seulement si
det(G(x1, . . . , xp)) > 0.

4. On définit l’angle géométrique entre deux vecteurs non-nuls u et v comme
l’unique réel α ∈ [0, π[ vérifiant :

cosα =
〈u; v〉
‖u‖‖v‖

Soit A,B,C trois points de la sphère de R3 centrée en (0, 0, 0) et de rayon 1.

Notons α, β et γ les angles géométriques des couples de vecteurs (
−→
OA,
−−→
OB),

(
−−→
OB,

−−→
OC) et (

−→
OA,
−−→
OC) respectivement.

Montrer, à l’aide d’une matrice de Gram, l’inégalité suivante :

1 + 2 cosα cosβ cos γ ≥ cos2 α+ cos2 β + cos2 γ

À quelle condition géométrique a-t-on égalité ?

5. Considérons (x, y) une famille libre de deux vecteurs de E et notons z la
projection orthogonale de x sur la droite engendrée par y.

(a) Montrer que det(G(x, y)) = det(G(x− z, y)).

(b) Soit A,B,C trois points non-alignés de R2. Déduire de la question
précédente que l’aire du triangle ABC vaut

1

2

√
detG(

−−→
AB,

−→
AC)

Partie II – Points équidistants sur une sphère

Une famille (x1, . . . , xm) de vecteurs distincts de E vérifie la propriété P(m, t) si :
. ∀i ≤ m, ‖xi‖ = 1
. ∀i 6= j ≤ m, 〈xi;xj〉 = t

1. (a) Justifier rapidement que le polynôme caractéristique de matrice de
Mm(R) dont tous les coefficients sont égaux à 1 est égal à :

(−1)mXm−1(X −m)

(b) En déduire l’expression de det(G(x1, . . . , xm)) lorsque (x1, . . . , xm)
vérifie la propriété P(m, t).

(c) Conclure que s’il existe une famille (x1, . . . , xm) qui vérifie la propriété
P(m, t), alors

− 1

m− 1
≤ t ≤ 1

2. Soit (x1, . . . , xm) une famille qui vérifie la propriété P(m, t).

(a) Montrer que si (x1, . . . , xm) est libre alors m ≤ n et t /∈
{
− 1
m−1 , 1

}
.

(b) Montrer que si (x1, . . . , xm) est liée alors m ≤ n+ 1 et t = − 1
m−1 .

Indication: on montrera que (x1, . . . , xm−1) est libre.

(c) Peut-on trouver cinq vecteurs de R3 qui deux à deux forment le même
angle ?

(d) Déterminer t ∈ R tel qu’il existe trois vecteurs de R2 qui satisfont la
propriété P(3, t).
Faire un dessin.

3. Soit u un vecteur unitaire de R3.

(a) Montrer qu’il existe trois vecteurs y1, y2, y3 de Vect(u)⊥ qui forment une
famille vérifiant P(3,− 1

2 ).

(b) Soit t ∈] − 1
2 , 1[. Posons a =

√
2(1−t)

3 , b =
√

2t+1
3 et pour tout i ≤ 3,

xi = ayi + bu.
Montrer que la famille (x1, x2, x3) est libre et vérifie P(3, t).
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Partie III – Théorèmes d’Apollonius

Si (e1, . . . , en) est une base de E et ϕ une forme bilinéaire symétrique, on définit
la matrice de la forme ϕ dans la base B comme la matrice de Mn(R) dont le
coefficient en position (i, j) est ϕ(ei, ej). On remarquera par exemple que la matrice
du produit scalaire dans la base B est la matrice de Gram G(e1, . . . , en).
On précise, de plus, que si S désigne la matrice de la forme ϕ dans la base B et X,
Y les matrices colonnes dans la base B des vecteurs x et y, alors ϕ(x, y) = tXSY .

1. Soit ( ; ) un second produit scalaire sur E, (a1, . . . , an) et (b1, . . . , bn) deux
bases orthonormées pour ce produit scalaire, P la matrice de passage de
(a1, . . . , an) à (b1, . . . , bn).

(a) Montrer que G(b1, . . . , bn) = P−1G(a1, . . . , an)P .
On rappelle que les matrices de Gram sont définies pour le produit sca-
laire 〈 ; 〉.

(b) Justifier que
n∑
i=1

〈ai; ai〉 =
n∑
i=1

〈bi; bi〉.

2. Dans R2 muni d’un repère orthonormé, on considère la courbe C d’équation

x2

a2
+
y2

b2
= 1

(a) Rappeler la nature de la courbe C.
(b) On définit l’application (u; v) = u1v1

a2 + u2v2
b2 où u = (u1, u2) et v =

(v1, v2). Montrer que ( ; ) définit un produit scalaire sur R2.

(c) Soit M0 = (x0, y0) un point de C. Notons D le droite parallèle à la
tangente en M0 qui passe par O et M ′0 un point d’intersection de C et
D.
Montrer que les vecteurs

−−−→
OM0 et

−−−→
OM ′0 sont orthogonaux pour ( ; ).

(d) Soit M et M ′ deux points de C qui satisfont (
−−→
OM ;

−−−→
OM ′) = 0 et

(
−−→
OM ;

−−→
OM) = (

−−−→
OM ′;

−−−→
OM ′) = 1.

i. Montrer que ‖
−−→
OM‖2 + ‖

−−−→
OM ′‖2 = a2 + b2.

On rappelle que la norme ‖ ‖ est associée au produit scalaire 〈 ; 〉.
ii. Montrer que l’aire du triangle de sommets O,M,M ′ est égale à 1

2 |ab|.
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