Corrigé du devoir n°8 (vissages)

L'espace est rapporté au repére (O, T, 7/, K ), et on identifieu = XT+YT+2K

au vecteur-colonne é

Z
1 v est une transformation affine; V' (I’application linéaire associée) a pour matrice
(dans la base orthonormée directe associée au repére) M = 8 (1) (1) ; on vérifie

1
aisément que "MM = I3 (v est donc une isométrie) et que det l\gl :01 (v est donc
un déplacement). Si A ; est un point fixe de v, c’est donc que x =y+a,y =z+b
z

et quez=x+c;sia+b+c #O0, ce systeme n’a pas de solution; si a+b+c =0,
I’ensemble des points fixes est 1’'intersection des deux plans x =y+aety=z+0D,

a+b+t a+b
soit ladroite M| b+t passant parle point My| b et de vecteur directeur
t 0

1
u=|( 1

1

2 On sait, d’aprés le cours, que si a + b+ ¢ = 0, v est une rotation (on vient
d’en déterminer 1’axe); le calcul d’angle peut se faire par la méthode qui sera

rappelée en 6, mais on peut aussi remarquer que v = Idg, ce qui montre que
1

I’angle vaut 4+27/3; prenant le vecteur w = 0 (qui est orthogonal a u),
-1
0 -1
onaw = V(w)=| -1],etdonc wAw = | -1 | = —u ce qui montre que

1 —1
I’angle vaut —27t/3.

3 Prenons pour 1 une rotation correspondant a a’ et b’ quelconques, et ¢’ = —a — b,
et pour t la translation de vecteur ku. Les formules de la transformation to r sont
doncx =y+d +k,y =z+b +ketz =x+k—da —b'. Par identification,
onauradoncv—=torsia=ad +k,b=b"+ketc=k—a —b’; et ce systeme
posseéde la solution k = (a+b+c)/3, a’ =(—2a+b+c)/3,b' = (a—2b+c)/3 (et
¢’ =(a+b—2c)/3). Larotation r est d(b)rig définie (d’apres les calculs faits en 1)

—a— C
3
par son axe A = (Mo, u), avec M # , et son angle 6 = —27/3.
0

4 Si f est une translation, on peut prendre pour A n’importe quel axe de direction
parallele a celle de la translation, et pour angle 8 = 0. Si f est une rotation,
on peut prendre pour t la translation de vecteur nul (qui appartient a Z)) Dans
le cas général, la transformation g = t o f est le composé de deux déplacements;
c’est donc un déplacement; comme g(A) = t;3(f(A)) = t;3(B) = A, g est un
déplacement admettant un point fixe; c’est donc (d’apreés le cours) une rotation
d’axe A passant par A.
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5 Soit P un plan orthogonal & A; on a donc f(P) = (t~! o g)(P); or g(P) = P, et
I’image d’un plan P par une translation est un plan Q paralléle (ou confondu) ave
P. On peut facilement trouver un vecteur w orthogonal a P et tel que P = t(Q)
(poser {A} = PNA,{B} = ONA,et w = ]ﬁ), et on aura alors tyof (P) = tw(Q) =
P; P étant (globalement) invariant par 1'isométrie ty o f, on voit que ty o f - est

une isométrie de P; orientant P a l'aide de A, on voit que c’est un déplacement,
donc une rotation de P de centre I (ce ne peut pas étre une translation, car f en
serait une aussi). Ainsi, la transformation, restreinte au plan P, est un vissage
d’axe parallele a A, passant par I, d’angle «, de vecteur de translation w. Il ne
reste plus qu’a montrer que ce résultat est valable dans tout plan. L’application
vectorielle f associée a f étant une rotation vectorielle d’axe A et d’angle «, soit

— —
I' le point de P’ centre de la rotation tyof ,,ionaura donc ?(H’) =w —w+lIT,

H
ce qui montre que II' € Z), et donc que (11') est parallele a A (donc orthogonal aP),
et le méme raisonnement prouve que w’ = w. Finalement, tout déplacement de
l’espace est donc un vissage (éventuellement dégénéré).

6 Si M est sur 'axe du vissage, on a vu que Mf(Mi = w est colinéaire a Z);
réciproquement, si M n’est pas sur ’axe, on a Mf(Mi =W+ Mr(Mi, et comme
MT(NU est orthogonal a A, il en résulte qu’alors Mf(Mi n’est pas colinéaire a A,
Etudions alors la transformation f. C’est une transformation affine, de matrice

-2 -1 2
associée F=—-| 2 —2 1 |;eton vérifie aisément que F est une matrice ortho-
1 2 2

gonale (*FF = I3) de déterminant 1, donc que f est un déplacement. Déterminons
la direction de I’axe du vissage : il n’est pas nécessaire de diagoxﬁliser F, puisqu’on
sait que 1 est valeur propre; il suffit de chercher les v tels que f (v) = v, donc de

—2x —y+2z=3x a
résoudre { 2x —2y+z =3y ,desolution | a |. Cherchons a présent 1’angle de
x+2y+2z=3z 3a
1
la rotation, en prenant pour vecteur directeur de ’axe le vecteuru = | 1 | ; comme
3
1 —
v = | —1 | est orthogonal a u, il sufit de déterminer ’angle (orienté) (v, '(v)),
0
. -1/3 1/3
orv = f(v)=1| 4/3 |,et commevAv = | 1/3 | =(||v|]?sin«)u/||ul/, on
-1/3 1

obtient finalement « = arcsin(+/11/6). La méthode précédente amene & chercher les

points M tels que Mf(Mi soit colinéaire a u; posant les équations correspondantes,
-5x—-y+2z+3=k

on aboutit au systeme { 2x —5y+z+ 3 =k ,desolution la droite passant par O
x+2y—z+9=3k

(x =y =z =0et k =3) et de vecteur directeur u, comme on pouvait s’y attendre;

cette droite est donc I’axe du vissage. Comme f(O) = O’ tel que Cﬁ = u, on voit

que u est le vecteur de translation du vissage, ce qui, en revanche, est une simple

coincidence.



