Sup Tsi - Cours de mathématiques

VI. Géométrie de 'espace

1 Repérage dans ’espace

Définition 1. On appelle base de l’espace un triplet (i, j, k) avec i, j et k trois vecteurs non

coplanaires de l’e_s}pace. Tout vecteur U de l’espace s’exprime de maniére unique comme combinaison linéaire
— - — — .

des vecteurs i, j et k sous la forme U=\ +uj+vk av_e}c ):),u_ft v des nombres réels. Les nombres A,

et v sont appelés coordonnées du vecteur U dans la base (i,7,k),le nombre X est appelé abscisse du

= = = - = =
vecteur W dans la base (i,7,k),lenombre u est appelé ordonnée du vecteur U dans la base (i,7,k)

A
- = =
et le nombre v est appelé cote du vecteur U dans la base (7,7, k). On note u 7
v
- = = — — (0
Remarque 1. Dans la base (i, j, k), ona i 01, s 1 etk | O
0 0 1
ARt . L. - = = .
Définition 2. On appelle repére cartésien de l'espace un quadruplet (O, i, j, k), avec O un point du

—- = 7 . L e . . . - .
plan et (i, j, k) une base de l’espace. Le point O est appelé origine du repére, la droite (O, i) est appelée
. . — , . . ,

axe des abscisses, la droite (O, j) est appelée axe des ordonnées et la droite (O, k) est appelée axe
des cotes. Si les vecteurs i, j et k sont orthogonaur deux & deuz, le repére est dit orthogonal si de
plus ils sont de méme norme alors le repére est dit orthonormal. Tout point M de ’espace est repéré de
maniére unique par trois nombres x, y et z tels que OM = x i +vyj + z k. Les nombres x, y et z sont
appelés coordonnées du point M dans le repére (O, i, j, k), le nombre x est appelé abscisse du point
- = - - = =
O’Z’J7k 077’7J7k)

M dans le repére ( ), le nombre y est appelé ordonnée du_gooz'nt M dans le repére (
- =

et le nombre z est appelé cote du point M dans le repére (O, i, j, k). On note M(x;y; z).

M(1;2;3)

—/\
V3
A

Remarque 2. On admet que Uespace tout comme le plan peut étre orienté, on utilisera la régle du bon-
homme d’Ampeére ou du tire-bouchon de Maxwell pour définir une base orthonormale directe.
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2 Produit scalaire, produit vectoriel et produit mixte dans 1’espace

2.1 Produit scalaire

Définition 3. On appelle produit scalaire de deuz vecteurs U et U de Uespace :

R [P xcos (T, T) siTAC et T £
77_{ 0 5i7:6>0u7:6>

Remarque 3. On ne peut pas définir la notion d’angle orienté de deuz vecteurs non nuls dans ’espace.

Remarque 4. Le produit scalaire est symétrique car T =dT|

Remarque 5. Le produit scalaire est nul si et seulement si les vecteurs U et U sont orthogonaux.

x
Propriété 1. Dans [l’espace muni d’une base orthonormale, on consideére deuzx vecteurs U Y et
z
:E,
7 y: ; alors : UV =xx + vy + 272’
z
1
Démonstration. Hors-programme - On utilise la formule d’Al-Kashi 7.7 = 3 (1T + 7)) =[] = || 7).
O
Propriété 2. Bilinéarité du produit scalaire
On considére trois vecteurs 7, T et W de l’espace et deux nombres réels X et u, alors :
AU +p )W = MU + p(V.W0)
Démonstration. Hors-programme - On utilise la propriété 1. ]

2.2 Produit vectoriel

Définition 4. On appelle produit vectoriel de deuzr vecteurs U et U de Uespace le vecteur UNT tel
que :
%
o WAV =0 sid et U sont colinéaires.
o le vecteur W AU est orthogonal auz vecteurs U et U, (7, VU A 7) est une base directe

et |4 AT = ||| x||V|| xsin (W, V) si « et T ne sont pas colinéaires.

Remarque 6. Le produit vectoriel est antisymétrique car ‘ TAUL=-UNT ‘

Remarque 7. Le produit vectoriel est nul si et seulement si les vecteurs U et U sont colinéaires.
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- = - : I T I
Reinarque 8. Si(i,j,k) estunebase orthonormale directe de l’espace alors i N j =k, j ANk =i
- =
et k Ni =7.
- = = - = o
Exer(ice 1_) On considére une base orthonormale directe (i, j, k) de l'espace, calculer (i N i )N j et
i AN(TANG).

Propriété 3. Bilinéarité du produit vectoriel

On considére trois vecteurs 7, U et W de lespace et deur nombres réels A et u, alors :

UNNY +p@) = NUAT) + p(d AD)

Démonstration. Hors-programme - On montre que ’application U — U AU est lindaire en tant que

composée de trois applications linéaires (projection sur le plan orthogonal & U, rotation d’angle 3 et

homothétie de rapport || ||). O
" . . — = 77 L3y
Propriété 4. Dans ’espace muni d’une base orthonormale directe (i, j, k), on considére deux vecteurs
T x’
7l y | e | v |, alors:
z 2!
— — —
UNYT =2 —2y) 0 + (22’ —22) § + (xy) —ya') ke
Démonstration. Hors-programme - On utilise la propriété 3. U
-2
Exercice 2. Dans l’espace muni d’une base orthonormale directe, on considere les vecteurs U 3 et
-1
1
¥ | =2 |. Calculer 7 A V.
1

2.3 Produit mixte

Définition 5. On appelle produit mixte de trois vecteurs U,V et W de l’espace :

(0,7, W) =U.(UAD)

Remarque 9. Le produit mizte est nul si et seulement si les vecteurs 7, U et W sont coplanaires.

Propriété 5. On considére quatre points A, B, C et D non coplanaires de l’espace et on note H le projeté
orthogonal du point B sur le plan (ACD), alors [E,B,E] = [ﬁﬁ,ﬁ,A |=+HB x ||B/\ EH

Démonstration. Non exigible. O

].

- = - - = -
Exercice 3. On considére une base orthonormale directe (i, j, k) de l’espace, calculer [i, j, k
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x
Propriété 6. Dans l’espace muni d’une base orthonormale directe, on considere trois vecteurs 4 v |,
z
x/ x//
Ty | eew@| v |, alors:
Z/ Z”
[77776}] _ (xy/z// —i—yz'x" + zx’y") o (zy'x" —i—xz'y" +yx/Z//)
Démonstration. Hors-programme - On utilise les propriétés 1 et 4. U

Propriété 7. Antisymétrie du produit mixte On considére trois vecteurs U, U et W de Uespace,
alors :

0, W, V] = —-[u, 7, W] ; [V, W, W] =,V W] ; (W, V, U] =—[", T, W]

Propriété 8. Hors-programme - On utilise l’antisymétrie du produit vectoriel et la propriété 6.
Exercice 4. Montrer que . (U A W) = (U A V).W.

Propriété 9. Trilinéarité du produit mixte

On considére quatre vecteurs 17{, 275, T et W de l’espace et deux nombres réels X et u, alors :

Nui + pad, V', W) = Nuf, O, W] + plud, V, W

Démonstration. Hors-programme - On utilise la définition du produit mixte et la propriété d’antisymétrie.
O

Exercice 5. Simplifier [ + U, 4 — U, ).

3 Droites, plans et spheres de ’espace

3.1 Plans

Propriété 10. Equation cartésienne d’un plan

Dans U'espace muni d’un repére orthonormal, les coordonnées (x;y;z) des points d’un plan P vérifient
une équation de la forme ax +by+cz+d =0 avec a, b, ¢ et d des nombres réels et (a;b;c) # (0;0;0), cette
équation est appelée une équation cartésienne du plan P.

Réciproquement, l’ensemble des points de coordonnées (x;y; z) vérifiant une équation de la forme ax +
by + cz +d =0 avec a, b, ¢ et d des nombres réels et (a;b;c) # (0;0;0) est un plan.

Démonstration. Exigible - On utilise le produit mixte. U

Exercice 6. Dans [’espace muni d’un repére orthonormal, déterminer une équation cartésienne du plan
passant par les points A(2;1;1), B(3;2;2) et C(1;—1;-3).

Propriété 11. Dans [’espace muni d’un repéere orthonormal, on considére le plan P d’équation cartésienne

a
ax+by+cz+d =0 avec a, b, ¢ et d des nombres réels et (a;b;c) # (0;0;0). Alors le vecteur @ | b | est
c
un vecteur normal au plan P.
Démonstration. Exigible. O

Remarque 10. Dans le cas ou le vecteur T est normé (a® + b+ % = 1), I’équation cartésienne ax + by +
cz +d =0 est appelée équation normale du plan P.
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Exercice 7. Dans [’espace muni d’un repére orthonormal, déterminer une équation cartésienne du plan
passant par le point A(—1;3;2) et paralléle au plan d’équation 3x — 2y + 5z = 4.

Propriété 12. Paramétrage d’un plan

Dans Uespace muni d’un repére orthonormal on considére un plan P passant par le point A(za;y4;24)

T T
et admettant 0 Y et U yo | pour vecteurs directeurs (7 et U ne sont pas colinéaires). Alors
Z i
le point M (z;y;z) appartient au plan P si et seulement si il existe t1 € R et to € R tel que :
r = xp4 + U1 gy + t2 xp
y = ya + toyg + t2 yy
z = zpa + U1 zgmp + ta zyp

Cette écriture est appelée un paramétrage du plan P.
Démonstration. Exigible. O

Exercice 8. Dans l’espace muni d’un repere orthonormal, déterminer un paramétrage du plan passant par
les points A(1;2;3),B(—1;2;1) et C(5;4;3).

Propriété 13. Distance d’un point a un plan

Dans l’espace muni d’un repére orthonormal, on considere un plan P d’équation cartésienne
a
— . .
axr +by+cz+d =0 avec a, b, ¢ et d des nombres réels et b % 0. Alors la distance d’un point
c
M (zar;yar; zar) au plan P est :

d(M,'P) _ ]axM—i-byM—i-czM—i-d]
NETET

M

Démonstration. Exigible - On introduit le projeté orthogonal H du point M sur le plan P et on calcule
|HM . 7). O

Exercice 9. Dans l’espace muni d’un repére orthonormal, déterminer la distance du point M(1;1;1) au
plan P d’équation 3x — 4y + 5z + 9 = 0 puis vérifier le résultat en calculant les coordonnées du projeté
orthogonal H du point M sur le plan P.
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3.2 Droites

Propriété 14. Paramétrage d’une droite

s
On consideére une droite D de l’espace passant par le point A(za;ya;za) et admettant 0 Yo pour
0
vecteur directeur. Alors le point M (x;y; z) appartient a la droite D si et seulement si il existe t € R tel que :
r = xpa + t xy
y = ya + t yzg
z = zp4 + t 2y

Cette écriture est appelée un paramétrage de la droite D.
Démonstration. Exigible. O

Exercice 10. Dans l’espace muni d’un repere orthonormal, déterminer un paramétrage de la droite passant
par les points A(1;2;3) et B(3;2;1).

Propriété 15. Intersection d’une droite et d’un plan
Dans l’espace muni d’un repéere orthonormal, on considére une droite D admettant 4 pour vecteur directeur
et un plan P admettant w pour vecteur normal. Alors lintersection de la droite D et du plan P est :

e l'ensemble vide ou la droite D si W.7 = 0.

o un point si .7 # 0.

7

Démonstration. Exigible - On utilise un paramétrage de D et une équation cartésienne de P. O

Propriété 16. Intersection de deux plans
Dans l’espace muni d’un repére orthonormal, on considére un plan P admettant w pour vecteur normal et
un plan P’ admettant i pour vecteur normal. Alors :
o Siles vecteurs 1 et 1’ sont colinéaires, les plans P et P’ sont paralléles ou confondus.
o Siles vecteurs 1 et ' ne sont pas colinéaires, les plans P et P’ sont sécants suivant une droite D
admettant 7 N 7' pour vecteur directeur.

!/

Démonstration. Non exigible - On part d’un systeme de deux équations en z, y et z puis on exprime z, y
et z en fonction de x dans le cas ou b’ — b/'c # 0. O

Exercice 11. Dans [’espace muni d’un repere orthonormal, déterminer [’intersection des plans P : 2x +
Jy+z=1etP :x+y+z2=2.
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Propriété 17. Distance d’un point a une droite

Dans l’espace, on considére une droite D passant par le point A et admettant 0 pour vecteur directeur.
Alors la distance d’un point M a la droite D est :

Démonstration. Exigible - On introduit le projeté orthogonal H du point M sur la droite D. O

Exercice 12. Dans l’espace muni d’un repére orthonormal, déterminer la distance du point M(1;1;1) a
-1
la droite D passant par le point A(1;6;3) et admettant U 2 pour vecteur directeur puis vérifier le
1
résultat en calculant les coordonnées du point H projeté orthogonal du point M sur la droite D.

3.3 Spheres

Propriété 18. Equation cartésienne d’une spheére

Dans lespace muni d’un repére orthonormal, les coordonnées (x;y; z) des points d’une sphére S de centre
Qza;yo; 2q) et de rayon R vérifient une équation de la forme (z —xq)* + (y —ya)? + (2 — 2q)? = R?, cette
équation est appelée une équation cartésienne de la sphére S.

Réciproquement, ’ensemble des points de coordonnées (x;y; z) vérifiant une équation de la forme
(r—20)?+ (v —ya)? + (2 — 20)? = R? avec x4, Y, 2, et R des nombres réels et R > 0 est une sphére S
de centre Q(zq;ya; zq) et de rayon R.

Démonstration. Exigible. O

Exercice 13. Dans l’espace muni d’un repére orthonormal, montrer que [’équation cartésienne
22 +y? + 22 —dx + 2y — 22 — 10 = 0 est I’équation d’une sphére dont on déterminera le centre ainsi que le
rayon.
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Propriété 19. Intersection d’un plan et d’une sphere

Dans l’espace muni d’un repére orthonormal, on considére un plan P ainsi qu’une sphére S de centre )
et de rayon R > 0. Alors :
e Sid(Q2,P) > R, le plan P et la sphére S n’ont aucun point d’intersection.
e Sid(2,P) = R, le plan P et la sphére S ont un unique point d’intersection qui est le projeté orthogonal
de Q sur P et le plan P est dit tangent en ce point a la sphére S.
e S5id(Q,P) < R, lintersection du plan P et de la sphére S est un cercle de centre H projeté orthogonal

de 0 sur le plan P et de rayon r = \/ R? — d(Q, P)>.

Sshab B

P

Démonstration. Non exigible - On montre que HM? = R? — d(Q,P)? avec M un point de PNS et H le
projeté orthogonal de €2 sur le plan P. O

Exercice 14. Dans le plan muni d’un repere orthonormal on considere le plan P : x + 2y + 3z =6 et la
sphére S de centre Q(0; —1; —2) et de rayon 4. Déterminer le projeté orthogonal H du point 2 sur le plan
P et en déduire l'intersection du plan P avec la sphere S.

Propriété 20. Intersection d’une droite et d’une sphére

Dans l'espace muni d’un repére orthonormal, on considére une droite D ainsi qu’une sphére S de centre
Q et de rayon R > 0. Alors :
e 5id(2,D) > R, la droite D et la sphére S n’ont aucun point d’intersection.
e S5 d(2,D) = R, la droite D et la sphére S ont un unique point d’intersection qui est le projeté
orthogonal de € sur D et la droite D est dit tangente en ce point a la sphere S.
e 5id(Q,D) < R, la droite D et la sphére S ont deux points d’intersection.

GG G

Démonstration. Non exigible - On montre que HM? = avec M un point de DNS et H le
projeté orthogonal de €2 sur la droite D. O

Propriété 21. Dans [’espace muni d’un repére orthonormal, on considére deux points distincts A et B.
Alors le point M appartient a la sphére de diametre [AB] si et seulement si MA . MB = 0.

1
Démonstration. Exigible - On montre que MA . MB = 1M? - ZABQ avec I milieu de [AB]. O
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