Sup Tsi - Cours de mathématiques

V. Equations différentielles

1 Primitive d’une fonction

Définition 1. On appelle primitive d’une fonction f une solution de l’équation différentielle y' = f.

Exercice 1. Déterminer une solution de ’équation différenticlle y'(t) = 2t> — 2t + 5 d’inconnue y de la
variable t.

Remarque 1. On notera parfois abusivement y' = 2> — 2t + 5 au lieu de 3 (t) = 2t3 — 2t + 5.

Lorsque nous aurons défini la notion de continuité et développé la théorie de 1’intégration, nous
pourrons démontrer le théoreme suivant :

Théoréeme 1. Toute fonction f continue admet des primitives, si Iy et Fy sont deux primitives de la
fonction f alors il existe une constante k € R telle que Fo = Fy + k, si F' est une primitive de la fonction

b
f alors/ f(x) de = F(b) — F(a).

1
2417

Exercice 2. Déterminer les primitives de la fonction f définie sur R par f(t)

Exercice 3. Montrer que la fonction f définie sur R par f(t) =
que F(1) = 1. Ezprimer F(t).

admet une unique primitive F telle
t2+1

Exercice 4. Ecrire sous forme intégrale l'unique primitive F s’annulant en 1 de la fonction f définie sur
R par f(t) = e .

2 Equations linéaires du premier ordre

Rappelons tout d’abord que nous avons défini la fonction exponentielle & partir d’une équation différen-
tielle du premier ordre :

Définition 2. L’équation différentielle y' =y avec la condition initiale y(0) = 1 admet une unique solution
sur R, on l’appelle fonction exponentielle et on la note t — exp(t) ou t — e’ avec e = exp(1).

La fonction exponentielle va donc jouer un role fondamental dans la résolution des équations différen-
tielles.
2.1 Equations linéaires du premier ordre sans second membre

Théoréme 2. On considére une fonction a continue sur un intervalle I a valeurs dans R ou C, alors
Uéquation différentielle y' + a(t)y = 0 admet pour solutions les fonctions y définies par y(t) = Ae=2®) o A
est une primitive de a et A un nombre réel ou complexe.

Démonstration. Exigible - On remarque que 3/ () + a(t)y(t) = 0 <= o/ (t)e*® + y(t) A'(t)eA® = 0. O
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Exercice 5. Résoudre les équations différentielles suivantes :
ey —2y=0
ey +(1+it)y=0
° (t2+1)y’+y:0

Propriété 1. On considére une fonction a continue sur un intervalle I a valeurs dans R ou C, alors
léquation différentielle y' + a(t)y = 0 avec la condition initiale y(tg) = a admet une unique solution.

Démonstration. Exigible. O
Exercice 6. Résoudre I’équation différentielle y' — \/ty = 0 avec la condition initiale y(1) = e.

Exercice 7. Si on impose une condition initiale sur y’, I'équation différentielle y' + a(t)y = 0 admet-elle
une unique solution ?

2.2 Equations linéaires du premier ordre avec second membre

La premiere méthode de résolution appelée méthode de variation de la constante consiste a chercher
une solution de I’équation avec second membre sous une forme modifiée de la solution de I’équation sans
second membre en remplagant la constante multiplicative par une fonction :

Propriété 2. On considére deux fonctions a et b continues sur un intervalle I a valeurs dans R ou C, alors
Uéquation différentielle y' + a(t)y = b(t) admet pour solutions les fonctions y définies par y(t) = f(t)e=A®)
ot A est une primitive de a et f une primitive de la fonction be?.

Démonstration. Non exigible - On pose y(t) = f(t)e~*® et on montre que f’ = be?. O
1

Exercice 8. Résoudre l'équation différentielle y' + ;y = t sur lintervalle 0;400] puis sur l'intervalle

| — 00; 0[ en utilisant la méthode de variation de la constante.

La seconde méthode de résolution appelée méthode de la solution particuliére consiste a chercher
une solution particuliere de ’équation avec second membre ce qui permet ensuite de se ramener a une
équation sans second membre :

Théoréme 3. On considére deuz fonctions a et b continues sur un intervalle I a valeurs dans R ou C, alors
Uéquation différentielle y' +a(t)y = b(t) admet pour solutions les fonctions y définies par y(t) = y(t) +ymu(t)
ot 1 est une solution particuliére de ’équation différentielle et yg une solution de I’équation différentielle
sans second membre associée.

Démonstration. Exigible - On remarque que 1’équation différentielle admet une solution ¢ et on montre que
f =y — ¢ est solution de I’équation différentielle sans second membre associée. U

1
Exercice 9. Résoudre l’équation différentielle y' + ;y = t sur lintervalle 0;400] puis sur l'intervalle

| — 00;0[ en cherchant une solution particuliére sous la forme d’une fonction trinome du second degré.

Propriété 3. On considére deux fonctions a et b continues sur un intervalle I a valeurs dans R ou C, alors
léquation différentielle y' + a(t)y = b(t) avec la condition initiale y(tg) = o admet une unique solution.

Démonstration. Non exigible. O

Exercice 10. Résoudre I’équation différentielle y' +y = €' avec la condition initiale y(0) = 1.
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Le principe de superposition peut étre utile lors de la recherche d’une solution particuliere :

Propriété 4. On considére trois fonctions a, by et by continues sur un intervalle I a valeurs dans R ou C.
Si y1 est une solution de l’équation différentielle y' + ay = by et yo une solution de l’équation différentielle
Yy + ay = by alors y1 + yo est une solution de l’équation différentielle iy + ay = by + ba.

Démonstration. Exigible. O

Exercice 11. Déterminer une solution particuliére de I’équation différentielle 3y’ —y = 2cost en utilisant
les formules d’Fuler ainsi que le principe de superposition.

3 Equations linéaires du second ordre a coefficients constants

3.1 Equations linéaires du second ordre a coefficients constants sans second membre

Théoréme 4. On considére trois nombres a, b et ¢ réels ou complexes avec a # 0 et on note A = b> — 4ac,
alors Uéquation différentielle ay” + by’ + cy = 0 admet pour solutions les fonctions y définies par :
o Si A#0, y(t) = X"t + pe™! avec \ et u des nombres réels ou complezes et r1, ro les solutions de
Uéquation ar® + br 4+ c = 0.
e SiA=0,y(t)=(\+ ut)e™" avec X et pu des nombres réels ou complexes et ry la solution double de
Uéquation ar® + br 4+ c = 0.

Démonstration. Non exigible - On pose y(t) = f(t)e™ avec r une solution de '’équation ar? +br +c =0 et
on montre que f’ est solution d’une équation différentielle linéaire du premier ordre que 1’on résout. ]

Définition 3. L’équation du second degré associée a une équation différentielle linéaire du second ordre a
coefficients constants est appelée équation caractéristique.

Exercice 12. Résoudre les équations différentielles suivantes :
ey =3y +2y=0
° y//+2y/+y:0
oy +2iy —2y=0

Propriété 5. On considére trois nombres a, b et ¢ réels ou complexes avec a # 0, alors ’équation différen-
tielle ay” + by’ 4+ ¢ = 0 avec la condition initiale y(to) = « et y'(tg) = B admet une unique solution.

Démonstration. Non exigible - On montre que A et u sont solutions d’un systeme linéaire de déterminant
non nul. O

Exercice 13. Résoudre l’équation différentielle y" — 5y + 6y = 0 avec la condition initiale y(0) = 5 et
/
y'(0) = 12.

Théoréme 5. On considére trois nombres a, b et ¢ réels avec a # 0 et on note A = b*>—4ac, alors I’équation
différentielle ay” + by’ + cy = 0 admet pour solutions a valeurs réelles les fonctions y définies par :
e Si A =0, yt) = M+ p)e™ avec X et p des nombres réels et ro la solution double de I’équation
ar’? +br+c=0.
o Si A >0, y(t) = Ne"! + pe™t avec N et p des nombres réels et r1, ro les solutions de I’équation
ar? +br +c=0.
e SiA<O0, y(t)= (A cos (%t) + Bsin (%)) e2at avec A et B des nombres réels.
Démonstration. Non exigible - On remarque que y(t) = % (y(t) + y(t)). O

Exercice 14. Résoudre l’équation différentielle y" + 4y’ + 5y = 0 ou y est une fonction a valeurs réelles.
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Corollaire 1. Les solutions de I’équation différentielle iy +w?y = 0 avec w € R* et y une fonction a valeurs
dans R sont les fonctions y définies par y(t) = Acos(wt) + Bsin(wt) avec A et B des nombres réels.

Démonstration. Exigible. O

Exercice 15. Résoudre l’équation différentielle y” + 2y = 0 ot y est une fonction a valeurs réelles.

3.2 Equations linéaires du second ordre a coefficients constants avec second membre

La méthode de variation de la constante permet de se ramener a une équation différentielle linéaire
d’ordre 1 :

Propriété 6. On considére trois nombres a, b et ¢ réels ou complexes avec a # 0 et une fonction d continue
sur un intervalle I a valeurs dans R ou C, alors I’équation différentielle ay” + by’ + cy = d(t) admet pour
solutions les fonctions y définies par y(t) = f(t)e"™ ot r est une solution de I’équation ar® +br +c =0 et

b 1
f une primitive d’une solution de l’équation différentielle i + (2r + —) y=—d(t)e .
a a

Démonstration. Hors-programme - On pose y(t) = f(t)e" avec r une solution de I'équation ar? +br+4c =0
et on montre que f est solution d’une équation différentielle linéaire. O

Exercice 16. Résoudre l’équation différentielle vy’ + 2y’ +y = 2 en utilisant la méthode de variation de la
constante.

la méthode de la solution particuliere permet de se ramener a une équation différentielle sans second
membre :

Théoréme 6. On considere trois nombres a, b et ¢ réels ou complexes avec a # 0 et une fonction d continue
sur un intervalle I a valeurs dans R ou C, alors I’équation différentielle ay” + by’ + cy = d(t) admet pour
solutions les fonctions y définies par y(t) = y(t) + yu(t) ot y est une solution particuliére de I’équation
différentielle et yg une solution de l’équation différentielle sans second membre associée.

Démonstration. Exigible - On remarque que 1’équation différentielle admet une solution ¢ et on montre que
la fonction f =y — g est solution de I’équation différentielle sans second membre associée. O

Exercice 17. Résoudre l’équation différentielle iy’ + 2y +1vy = 2 en cherchant une solution particuliére sous
la forme d’une fonction constante.

Propriété 7. On considére trois nombres a, b et ¢ réels ou complexes avec a # 0 et une fonction d continue
sur un intervalle I a valeurs dans R ou C, alors I’équation différentielle ay” + by’ +c = d(t) avec la condition
initiale y(to) = a et y'(to) = B admet une unique solution.

Démonstration. Hors-programme. ]

Exercice 18. Résoudre I’équation différentielle i’ — 6y’ + S8y = et

y'(0) =2

Le principe de superposition peut étre utile lors de la recherche d’une solution particuliere :

avec la condition initiale y(0) = 1 et

Propriété 8. On considére trois nombres a, b et ¢ réels ou complexes avec a # 0 et deux fonctions dy et
ds continues sur un intervalle I a valeurs dans R ou C. Si yy est une solution de [’équation différentielle
ay” + by’ + cy = dy et ys une solution de l’équation différentielle ay” + by’ + cy = ds alors yi + yo est une
solution de ’équation différentielle ay” + by’ + cy = di + ds.

Démonstration. Exigible. O

Exercice 19. Déterminer une solution particuliére a valeurs dans R de l’équation différentielle y"+vy'+y =
3cost — 2sint  en utilisant les formules d’Fuler ainsi que le principe de superposition.
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