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Chapitre 11
Systémes linéaires

Pour ce chapitre K désignera R ou C, n, p, ¢, r désigneront des entiers naturels non nuls.

1 Matrices et systémes linéaires

1.1 Généralités

Définitions 1.1 (Matrice).

(i) On appelle matrice de taille n x p a coefficients dans K toute famille A de

n x p nombres de K écrite sous la forme d’un tableau : A = (a;;) 1<i<n ce qui donne
1<jisp
explicitement :
air a2 ... Qi ... Qip La matrice ( ai1 A2 ... Gp )
a1 Gz2 ... Qz; ... Qzp est appelée la i¢™¢ ligne de A.
. ; ; : aij
A= a2;
a1 ;2 cee Ay c.. o Qgp
La matrice
ap1 Ap2 ... Gpj ... Gpp
Le nombre a;; est le coefficient de A si- nj

tué a lintersection de la i**™¢ ligne et de 3 o
la f*m colonne. est appelée la j¢™ colonne de A.
(it) L’ensemble des matrices de taille n X p est noté M,, ,(K).
(#5i) Pour n = p on dit que la matrice est carrée. L’ensemble des matrices carrées est
noté M,,(K).
(iv) Pour p =1 on dit que la matrice est une matrice colonne de taille n.
(v) Pourn =1 on dit que la matrice est une matrice ligne de taille p.

Remarques.

— On utilise de préférence i pour les lignes et j pour les colonnes.
— On note suivant les cas a;; ou A;j le coefficient de la i**™¢ ligne et la j**™° colonne d’une
matrice A.

M.Boukhobza Sup PTSI B - St Joseph Toulouse



2 Systémes linéaires

Définitions 1.2 (Equation linéaire, systéme linéaire).

(i) Systéme linéaire
On appelle systéme d’équations linéaires a p inconnues et n équations tout sys-
teme du type :

4111 + G122 + ... + ai1;r; + ... + G1p%Tp = by (Ll)
2171 + G22¥2 + ... + a2;r; + + ATy = b (Lg)
GIe | i o
a1+ @ 4+ ...+ air; + ..+ aipr, = b (L;)
An1T1 + anoTa + ... A+ anT; + .+ anpTy = by (Lp)

Les nombres a;; € K, ou i € [1,n] et j € [1,p], sont appelés coefficients du
systeme.
Les nombres b; € K, ot i € [1,n], forment le second membre du systéme.
Les nombres z;, ot j € [1,p], sont les inconnues du systéme.

(i3) Systéme homogéne
Lorsque tous les b; sont nuls on dit que le systéme est homogéne.
Dans le cas général a tout systéme (S) est associé le systéme homogéne associé,
noté (So), qui les mémes coefficients que (S) et un second membre nul.

(i7i) On appelle solution de (S) tout p-uplet (x1,x2,...,x,) € KP qui vérifie les n équa-
tions linéaires.
Résoudre (S) consiste 4 trouver ’ensemble des p-uplets solutions.

21‘1 — X2 -+ 51‘3 = 7

71’1 — T2 — 21’3 = 5

Alors (1,0,1) est une solution du systéme , c’est-a-dire x1 =1, x9 =0, x3 = 1 conviennent . Par
contre, (—2,3,1) ne satisfait que la premiére équation. Ce n'est donc pas une solution du systéme.

Exemple 1.1. Soit le systéme {
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1 Matrices et systémes linéaires 3

Définition 1.1 (Ecriture matricielle).
Soit (S) le systéme linéaire :

111 + ...+ a1pTp = b1

a1y + ... + a2px, = by
(S) -

ap1T1 + ... + GppTp = by

(1) La matrice associée au systéme linéaire (S) de la définition 1.2 est la matrice
A= (aij) }ilin € Mn’p(K) :
IIP

ar,i 600 a1,p
az 1 s Q2p
an1 ... Gnp

On pose alors les inconnues et le second membre sous la forme de matrices colonnes :
Et alors le systéme est équivalent @ AX = B, avec :

Iy bl
i) b2

X=| " " |eMui(K) et B=| " |eM,1(K)
J,‘p bn

(#7) La matrice augmentée associée a un systéme est la matrice de M,, ,1(K) formée

par les coefficients de A auzquels on rajoute en derniére colonne le second membre.
On la note A|B :

ai1 s Q1p b1

as i 200 ag’p bQ
(AlB) =

Gpi - GQpp | by

Exemple 1.2.
Ecrire le systéme suivant sous forme matricielle. Donner la matrice augmentée du systéme.

2 + 3y — 2z 4+ t = b
(S) 2y — 2z + t = 1
r + 3y + Tz = -3

1.2 Opérations élémentaires

Définitions 1.3 (Opérations sur les lignes).

On définit les trois opérations élémentaires sur les lignes d’un systéme linéaire ou d’une
matrice :

(i) L; < AL; avec \ # 0 : multiplier une ligne par un scalaire A non nul.
(14) L <= Ly + AL; avec A € K (et j # i) : ajouter d la ligne L; un multiple d’une autre
ligne L.
(i13) L; <> Lj : échanger deuz lignes.
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Systémes linéaires
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Définitions 1.4 (Systémes équivalents - Matrices équivalentes).

(i) Deuz systémes linéaires sont dits équivalents si on peut passer de l'un & lautre par
une suite finie d’opérations élémentaires sur les lignes.
(i1) Deux matrices A et A’ sont dites équivalentes par lignes si elles se déduisent l'une

de Uautre par une suite finie d’opérations élémentaires sur les lignes et on note
A~ A,
i

Théoréme 1.1 (Solutions de systémes équivalents).

Deuz systémes linéaires équivalents ont le méme ensemble de solutions.

Autrement dit, les trois opérations élémentaires de la définition 1.8 ne changent pas les
solutions d’un systéme linéaire.

Remarque. Ainsi pour résoudre un systéme linéaire donné, on se rameéne & un systéme équivalent
dont la résolution sera plus simple que celle du systéme de départ.

Proposition 1.1 (Matrices augmentées de systémes équivalents).

Si on passe d’un systéme (S1) @ un systéme (S2) par une suite finie d’opérations élémen-
taires sur les lignes, alors la matrice augmentée de (Sa) s’obtient en effectuant la méme
suite d’opérations élémentaires sur les lignes sur la matrice augmentée de (Si).

Remarque. Cette proposition nous permet d’utiliser les matrices augmentées dans la résolution
d’un systéme linéaire.

2 Algorithme du pivot de Gauss-Jordan

2.1 FEchelonnement

Définition 2.1 (Matrice échelonnée).
Une matrice est dite échelonnée par lignes si elle vérifie les deux propriétés suivantes :

(i) Si une ligne est nulle, toutes les lignes suivantes le sont aussi;

(i4) A partir de la deuziéme ligne, dans chaque ligne non nulle, le premier coefficient
non nul a partir de la gauche est situé a droite du premier coefficient non nul de la
ligne précédente.

Exemples 2.1.

2 3 -2 1 5
1. La matrice [0 2 —1 1 1 | n’est pas échelonnée par lignes car la deuzriéme condition
03 7 0 -3
n’est pas vérifiée. En effet, le premier élément non-nul de la 3°™° ligne n’est pas situé a
droite (mais en méme position) que le premier élément non-nul de la 2¢™° ligne.

1 1.5 01 5

2. La matrice est échelonnée par lignes.

OO OO oW
OO o oo
SO OO W
SO O N+
o O O wo
OO O oo
S O Ut
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2 Algorithme du pivot de Gauss-Jordan

Définition 2.2 (Pivot).

On appelle pivot d’une matrice échelonnée par ligne, le premier coefficient non nul de
chagque ligne non nulle.

Exemple 2.2. les pivots de la matrice échelonnée par ligne vue dans l'exemple 2.1 sont : 2,3,7,5.

Définition 2.3 (Matrice échelonnée réduite).
Une matrice échelonnée en lignes est dite échelonnée réduite par lignes si elle est nulle
ou st tous ses pivots sont égaux a 1 et sont les seuls éléments non nuls de leur colonne.

Exemples 2.3.

10 3 0 0 1 1007 0 0
01 5009
00010 6 01 04 00
1. Les matrices 0000 1 4 et ]0 0 1 5 0 0] sont échelonnées réduites par
0 00 O0T1O0
0 00 O0OO0O 0 00000 1
0 00 O0OO0O
lignes.
10 0 0 0O 10100 0
021000
000710 0 01 0 0 0O
2. Les matrices et |0 0 1 0 O O] ne sont pas échelonnées ré-
0 000 11
00001 2
0000 O0O°TF O 00000 1
0 000 OO

duites par lignes.

Théoréme 2.1 (Admis).
Toute matrice est équivalente par lignes a une unique matrice échelonnée réduite par lignes.

2.2 Pratique de l’algorithme du pivot de Gauss-Jordan

Cet algorithme, facilement programmable (voir TP sur Python), permet de transformer un
systéme en un systéme équivalent dont la matrice est échelonnée réduite par lignes. L’existence et
I’unicité d’un tel systéme sont assurées par le théoréme 2.1.

L’avantage d’un tel systéme est qu’il est facile & résoudre en « remontant les équations ».
Nous allons voir cet algorithme sur un exemple précis. Ce processus se déroule en trois temps :

échelonnement de la matrice augmentée, passage & une matrice échelonnée réduite par lignes, puis
enfin résolution.

Exemple 2.4.
Soit le systéeme suivant & résoudre :
i) +3$3 —X4 = —4
(S) : X1 —X9 +5CC3 —Xq = 0
—x1 +2£C2 +£L'3 +2£L’4 = 2

La matrice augmentée associée au systéme est :

0 1 3 —-1|-4
1 -1 5 —-1]0
-1 2 1 2 2

1) Passage a une forme échelonnée.
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6 Systémes linéaires

— Pour appliquer la méthode du pivot de Gauss, il faut d’abord que le premier coefficient de
la premiére ligne soit non nul. Comme ce n’est pas le cas ici, on échange les deuzx premiéres
lignes par l'opération élémentaire :Ly <> Lo :

® -1 5 —-1]0
0 1 3 —1|-4
1 2 1 2|2

— Le pivot D sert pour éliminer tous les autres termes sur la méme colonne.
Faisons disparaitre le terme —1 de la troisiéme ligne - premiére colonne ; pour cela on fait
lopération élémentaire Ls < L3+ Ly :

® -1 5 —-1|0
0 1 3 —1|-4
0 1 6 12

— On passe a la ligne 2, on prend le pivot D de la ligne 2 et a Uaide des opération élémentaires
Ly <+ L1+ Ly et Lz < L3 — Ly on annule les éléments de la colonne 2 :

1 -1 5 —-1] 0 1 0 8 —-2|—-4
o @ 3 —-1|-4 donne 0o 3 —-1|-4
0 1 6 1] 2 0 0 3 216

— On passe a la ligne 3, on prend le pivot ) de la ligne 8 et a U'aide des opération élémentaires
Lo < Lo — L3 et Ly < 3L — 8L3 les éléments de la colonne du pivot sont annulés :

1 0 8 —-2|—-4 3 0 —22 | —60
01 3 -—-1|-4 donne 0 0 -3 |-10
00 & 2 6 0 0 3 2 6

La matrice augmentée est maintenant sous forme échelonnée par lignes.

0
1

2) Passage a une forme réduite.
1l reste maintenant a mettre la matrice sous la forme échelonnée réduite par lignes. Pour cela,
effectue les opérations élémentaires suivantes Ly < L1/3 et Ly + L3/3 :

10 0 —22/3]-20
010 -3 |-10
001 2/3 |2

La matrice est bien est sous forme échelonnée réduite par lignes.

3) Résolution.
Le systéme (S) est donc équivalent au systéme :

I — 31‘4 = =20

(S) : Ta — 3xy = -—10
2

r3 + §x4 = 2

Le systéme est maintenant simple o résoudre. En choisissant x4 comme variable libre, on peut
exprimer x1,x2,x3 en fonction de x4 :

22 2
1 = —20+ §m4, Ty =3xy — 10, x3=2-— §x4.
Ce qui permet d’obtenir toutes les solutions du systéme (S) :

22 2
S = {(720 + §w4,3x4 —10,2 — §x4,x4) | z4 € R}.
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3 Résolution d’un systéme linéaire 7

3 Résolution d’un systéme linéaire

On souhaite répondre & la question de savoir si les solutions existent et de savoir la forme des
solutions en cas d’existence.

Dans le cas ou il y a une infinité de solutions, certaines des variables jouent un role particulier.
Combien de variables jouent un tel role ?

3.1 Différents types de systémes

Définition 3.1 (Systémes compatibles - Systémes incompatibles).
Un systéme est dit compatible lorsqu’il posséde au moins une solution.
Un systéme est dit incompatible lorsqu’il ne posséde pas de solution.

Exemples 3.1.

Le systéme (S) : { il B ? - (1) est incompatible, alors que le systéme
1 = T2 =
(S'): { il :L ;32 - (1) est compatible .
1 2 =

Voici un résultat théorique important pour les systémes linéaires.

Théoréme 3.1 (Solutions d’un systéme linéaire).
Un systéme d’équations linéaires n’a soit aucune solution, soit une seule solution, soit une
infinité de solutions.

3.2 Systémes homogeénes

Un cas particulier important est celui des systémes homogénes, pour lesquels by = by = --- =
b, = 0, c’est-a-dire dont le second membre est nul. De tels systémes sont toujours compatibles
car ils admettent toujours la solution z; = x93 = --- = x, = 0. Cette solution est appelée solution
triviale.

Le fait que ’on puisse toujours se ramener 4 un systéme échelonné réduit implique le résultat
suivant :

Théoréme 3.2 (Solutions d’un systéme homogene).
Tout systéeme homogéne d’équations linéaires dont le nombre d’inconnues est strictement
plus grand que le nombre d’équations a une infinité de solutions.

3.3 Structure des solutions

Définitions 3.1 (Rang d’une matrice / d’un systéme linéaire).

(i) On appelle rang d’une matrice M, noté rg(M) le nombre de pivots obtenus aprés
réduction de M en matrice échelonnée par lignes.
(ii) On appelle rang d’un systéme linéaire S, noté rg(S) le rang de sa matrice associée.

Exemple 3.2.
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8 Systémes linéaires

=4 etrg

03
[N eloeNoNall S
OO O OO
OO OO Utw
[N ool N
SO = O OO
OO = O O
OO OO
S oo =O
SO = OO
O O Utk
O = O OO
_— o O O O

Il

ot

Remarque. 11 découle de la définition 3.1 que le rang d’une matrice est inférieur ou égal au nombre
de lignes et au nombre des colonnes.

De méme, le rang d’un systéme linéaire est plus petit ou égal au nombre d’équations et au nombre
d’inconnues.

Définitions 3.2 ( Inconnues principales et secondaires).
Soit (S) un systéme linéaire & p inconnues de rang v dont la matrice associée est échelonnée
par lignes.

(i) On appelle inconnues principales les inconnues correspondant aux colonnes
contenant les pivots.
(i1) On appelle inconnues secondaires ou paramétres les inconnues restantes.

Exemple 3.3. Pour le systéme (S)

22

X1 - 51‘4 = =20

(S) : xTo — 31‘4 = =10
2

T3 + 3T4 = 2

X1, To et x3 sont les 8 inconnues principales du systéme (S) et x4 est l'inconnue secondaire,
on dit aussi que x4 est un parameétre de (S).

Théoréme 3.3 (Structure des solutions d’un systéme linéaire).
Le nombre de parameétres est égal a la différence du nombre d’inconnues et du rang.

Proposition 3.1 (Structure des solutions d’un systéme linéaire homogene).
Soit (S) un systéme linéaire homogéne a p inconnues, de rang r < p. Alors (S) admet une
infinité de solutions qui s’expriment a l’aide de p — r paramétres.

Remarque. Sir = p, le systéme linéaire homogeéne (5) admet une seule solution : la solution triviale
Ty =Ty ==, =0.

Exemple 3.4. Pour le systéme (S)

. X1 — 23 + x4 = 0
(S){ ry — x3 + 3xy = 0

x1 et xo sont les inconnues principales du systéme (S) et x3,x4 sont les parameétres.
Le systéme homogéne (S) qui est de rang 2 admet une infinité de solutions, ces solutions s’ex-
priment & l’aide des paramétres x3 et x4. Les solutions du systéme (S) :

S = {(21‘3 — X4,T3 — 3$4,(E3,£B4) / ($3,$4) S RQ}
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4 Applications a la géomeétrie 9

Théoréme 3.4 (Structure des solutions d’un systéme linéaire).
Les solutions d’un systéme linéaire compatible s’obtiennent en additionnant une solution
particuliére a toutes les solutions du systéme homogéne associé.

Exemple 3.5. Soit le systéme (5)

. T — 21‘3 + Ty = -1
(S) ) { o — x3 + 3ry = 11
On remarque que (1,2,3,4) est une solution particuliére de S, alors les solutions du systéme (S) :

S={(2x3 — x4+ 1,23 —3w4+2, 235+ 3,24 +4) / (r3,24) € R?}.

4 Applications a la géométrie

4.1 Exemple : deux droites dans le plan

L’équation d’une droite dans le plan (Oxy) s’écrit ax + by = ¢ ol a,b et ¢ sont des paramétres
réels, a et b n’étant pas simultanément nuls. Cette équation s’appelle équation linéaire dans les
variables (ou inconnues) x et y.

Considérons maintenant deux droites Dy et D5 et cherchons les points qui sont simultanément
sur ces deux droites. Un point (z,y) est dans 'intersection Dy N Dy §'il est solution du systéme :

Joax 4+ by = ¢
CR SR A

|
o

Trois cas se présentent alors :

1. Les droites D; et D- se coupent en un seul point. Dans ce cas, illustré par la figure de
gauche, le systéme (S) a une seule solution.

2. Les droites D; et D5 sont paralléles. Alors le systéme (.S) n’a pas de solution cela correspond
a un systéme incompatible. La figure du centre illustre cette situation.

3. Les droites D; et Dy sont confondues et, dans ce cas, le systéme (S) a une infinité de
solutions.

Y Y
y Dy A D

g \

Dy = D»

Proposition 4.1 (intersection de 2 droites du plan).
Soient deux droites du plan d’équations ax + by = c et a’x + b'y = ¢’. On leur associe le
systeme (S).
(1) Sirg(S) =2, alors (S) admet une unique solution ;
(79) si rg(S) = 1, alors (S) est soit incompatible soit admet une infinité de solutions
s’exprimant a 'aide d’un seul paramétre.
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4.2

Exemple : trois plans dans 1’espace

Dans l’espace (Ozyz), une équation linéaire est ’équation d’un plan :

ar+by+cz=d

(on suppose ici que a, b et ¢ ne sont pas simultanément nuls).

L’intersection de trois plans dans ’espace correspond au systéme suivant a 2 équations et a 3
inconnues :

ax + by + ¢z = d
(S):¢ dx + Vy + 2z = d
a//x + b//y Jr c//Z — d//

Cinq cas de figures se présentent alors :

deux des 3 plans sont sécants en une droite qui coupent le troisiéme plan en un point ;
deux des 3 plans sont sécants en une droite qui est contenue dans troisiéme plan et le
systéme admet une infinité de solutions qui s’expriment & I’aide d’un seul paramétre ;
deux des 3 plans sont sécants en une droite qui est strictement paralléle au troisiéme plan
et le systéme est incompatible;

les 3 plans sont sont paralléles dont au moins deux sont strictement paralléles, le systéme
(S) est donc incompatible ;

les 3 plans sont confondus et il y a une infinité de solutions qui s’expriment & l’aide de 2
parametres.

Proposition 4.2 (intersection de 3 plans de ’espace).
Soient trois plans de l’espace d’équations :

arx +by+cz=d, dx+by+cy=d et 'z +b'y+'y=4d",

et (S) le systéeme associé.

(i) Sirg(S) =3, alors (S) admet une unique solution ;
(79) si rg(S) = 2, alors (S) est soit incompatible soit admet une infinité de solutions

s’exprimant a 'aide d’un seul paramétre ;

(ti) si rg(S) = 1, alors (S) est soit incompatible soit admet une infinité de solutions

s’exprimant & ['aide de 2 paramétres.

4.3

Exemple : deux plans dans I’espace

Dans l'espace (Ozyz), une équation linéaire est ’équation d’un plan :

ar+by+cz=d

(on suppose ici que a, b et ¢ ne sont pas simultanément nuls).

L’intersection de deux plans dans ’espace correspond au systéme suivant & 2 équations et & 3
inconnues :

(5) : ax 4+ by + cz = d
N dz + by + 2z = d

Trois cas se présentent alors :

— les plans sont paralléles (et distincts) et il n’y a alors aucune solution au systéme,
— les plans sont confondus et il y a une infinité de solutions au systéme,

— les plans se coupent en une droite et il y a une infinité de solutions.
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et (S) le systéme associé.
(1) Sirg(S) = 2, alors (S) est soit incompatible soit admet une infinité de solutions
s’exprimant a l’aide d’un seul paramétre ;
(7) si rg(S) = 1, alors (S) est soit incompatible soit admet une infinité de solutions
s’exprimant a l'aide de 2 paramétres.

ax + by + cz = d,

Proposition 4.3 (intersection de 2 plans de ’espace).
Soient deux plans de ’espace d’équations :

et dr+by+cy=d,

Etudions ’ensemble des solutions des systémes suivants :

T+2y—=z
2 + by — 2z
r+2y—z

2z + 4y — 22
r+2y—z

Exemple 4.1.
1. 3r—2y+ 2
2. 3r —2y+ 2z
3. 3r —2y+ 2

2z + 4y — 2z

M.Boukhobza

— = O O =~ O

O = O

x+2y—=z

4. —r—2y+z
20 + 4y — 2z

5 3z +2y—z
’ 6x + 4y — 2z
6 3z +2y—z
| 6z 44y — 2z
7 T+ 2y — 2z
’ 2z —y + 2z

Il
| W o~ O
—

[
o o

Sup PTSI B - St Joseph Toulouse



12 Systémes linéaires

M.Boukhobza Sup PTSI B - St Joseph Toulouse



