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Chapitre 18

Polynôme

Dans ce chapitre chapitre K désigne R ou C.

1 L'ensemble K[X]

1.1 Dé�nitions

Dé�nition 1.1 (Polynôme- Degré).
On appelle polynôme à une indéterminée X et à coe�cients dans K toute expression de
la forme :

P = anX
n + an−1X

n−1 + · · ·+ a2X
2 + a1X + a0,

avec n ∈ N.
� Les ai sont des éléments de K appelés coe�cients du polynôme.
� L'ensemble des polynômes est noté K[X].
� Deux polynômes sont égaux si leurs coe�cients respectifs sont égaux .
� Lorsque tous les coe�cients sont nuls on dit que P est le polynôme nul et on note

P = 0.
� On appelle le degré de P le plus grand entier n tel que an 6= 0 ; on le note degP .

Le coe�cient adeg(P ) est appelé coe�cient du terme de plus haut degré (ou
coe�cient dominant).
par convention, on pose deg(0) = −∞.

Remarques.
� Le symbole X est une indéterminée, ce n'est ni une valeur ni une variable, c'est un objet

mathématique à part.
� On identi�e K avec l'ensemble des polynômes constants. Le degré d'un polynôme constant

est nul.

Dé�nition 1.2 (Vocabulaire).
Soit un polynôme P = anX

n+an−1X
n−1 + · · ·+a2X

2 +a1X+a0 ∈ K[X] de degré n ∈ N.
� Si le coe�cient dominant an = 1, on dit que P est un polynôme unitaire (ou

normalisé).
� Les polynômes comportant un seul terme non nul (du type anX

n) sont appelés mo-

nômes.

Remarques.
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� On note Kn[X] = {P ∈ K[X] / degP 6 n}.

Exemple 1.1.

� P = 3X2 + 5X +
√

2 est un polynôme de degré 2 et de coe�cient dominant 3.

� P =

n∑
k=0

Xk est un polynôme de degré n et son coe�cient dominant est égal à 1, il est donc

unitaire.
� P = −X + eiθ est un polynôme de degré 1 et de coe�cient dominant −1.
� P = 5 est un polynôme constant, de degré nul.

Dé�nition 1.3 (Fonction polynomiale).

Soit P =

n∑
k=0

akX
k un élément de K[X], on appelle fonction polynômiale associée au

polynôme P la fonction que l'on note encore P et dé�nie par :

P : K −→ K

x 7−→
n∑
k=0

akx
k .

Remarque. En pratique, on pourra confondre polynôme et fonction polynômiale.

1.2 Opérations sur les polynômes

Dé�nition 1.4 (Fonction polynomiale).

Soient P =

p∑
k=0

akX
k et Q =

q∑
k=0

bkX
k deux polynômes de K[X], avec (p, q) ∈ N2.

On dé�nit :
� la somme de deux polynômes par :

P +Q =

max(p,q)∑
k=0

(ak + bk)Xk.

� La multiplication par un scalaire :

si λ ∈ K, alors λ · P =

p∑
k=0

λakX
k.

� Le produit de deux polynômes par :

P ×Q =

p+q∑
k=0

ckX
k, avec ck =

k∑
i=0

aibk−i =
∑
i+j=k

aibj .

Remarque. Dans ces dé�nitions, les polynômes sont complétés par des zéros si besoin, par exemple
si p < q on pose ap+1 = 0, · · · , aq = 0.

Exemple 1.2.

Soient P = X3 +X2 +X + 1 et Q = X − 1. Alors P +Q = X3 +X2 + 2X et P ×Q = X4− 1.
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Proposition 1.1 (Propriétés de l'addition et de la multiplication).
Pour P,Q,R ∈ K[X], on a :

(i) 0 + P = P , P +Q = Q+ P , (P +Q) +R = P + (Q+R) ;
(ii) 1 · P = P , P ×Q = Q× P , (P ×Q)×R = P × (Q×R) ;

(iii) P × (Q+R) = P ×Q+ P ×R.

Proposition 1.2 (Degré d'une somme et d'un produit).
Soient P et Q deux polynômes de K[X] :

(i) deg(P ×Q) = degP + degQ ;
(ii) deg(P +Q) 6 max(degP,degQ).

Exercices d'application.

1. Soit P = 3X3 − 2, Q = X2 +X − 1, R = aX + b. Calculer P +Q, P ×Q, (P +Q)×R
et P ×Q×R. Trouver a et b a�n que le degré de P −QR soit le plus petit possible.

2. Calculer (X + 1)5 − (X − 1)5.

3. Déterminer le degré de (X2 +X + 1)n − aX2n − bX2n−1 en fonction de a, b.

4. Montrer que si degP 6= degQ alors deg(P +Q) = max(degP,degQ). Donner un contre-
exemple dans le cas où degP = degQ.

5. Montrer que si P = Xn + an−1X
n−1 + · · · + a0 alors le coe�cient devant xn−1 de

P (x− an−1
n

) est nul.

2 Divisibilité et division euclidienne dans K[X]

Il existe beaucoup d'anologie entre l'arithmétique dans Z et l'arithmétique dans K[X] et de
nombreuses propriétés arithmétiques dans Z sont transposées à K[X].

Dé�nition 2.1 (Divisibilité).
Soient A,B ∈ K[X], on dit que B divise A (ou que A est divisible par B) s'il existe
Q ∈ K[X] tel que A = BQ. On note alors B|A.

Remarque. On dit aussi que A est multiple de B.

Dé�nition 2.2 (Polynôme irréductible).
On dit qu'un polynôme P de K[X] est irréductible dans K[X] s'il de degré supérieur ou
égal à 1 et s'il est divisible seulement par les polynômes constants et les polynômes de la
forme λP avec λ ∈ K∗ (c'est-à-dire les polynômes constants non nuls et les polynômes
associés à P ).

Remarque. Les polynômes de degré 1 sont par dé�nition irréductibles.

Exemple 2.1.
� Le polynôme 3X − 2 est irréductible dans K[X].
� Le polynôme X2 + 1 est irréductible dans R[X] mais pas dans C[X].
� Le polynôme X2 − 1 n'est pas irréductible dans R[X] car il est divisible par X − 1.
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Théorème 2.1 (Division euclidienne des polynômes).
Soient A,B ∈ K[X], avec B 6= 0, alors il existe un unique polynôme Q et il existe un
unique polynôme R tels que :

A = BQ+R et degR < degB.

Q et R sont appelés quotient et reste de la division euclidienne de A par B

Remarques.

� La condition degR < degB signi�e R = 0 ou 0 6 degR < degB.
� A est divisible par B si, et seulement si, R = 0.

Exemple 2.2. Déterminons le quotient et le reste de la division euclidienne du polynôme
A = 2X4 + 7X3 + 11X2 + 9X − 2 par B = X2 + 2X + 3.

2X4 + 7X3 + 11X2 + 9X − 2 X2 + 2X + 3

2X2 + 3X − 1

2X4 + 4X3 + 6X2−

3X3 + 5X2 + 9X − 2

3X3 + 6X2 + 9X−

−X2 − 2

−X2 − 2X − 3−

2X + 1

On obtient donc Q = 2X3 + 3X − 1 et R = 2X + 1. On peut donc écrire :

2X4 + 7X3 + 11X2 + 9X − 2 = (X2 + 2X + 3)(2X3 + 3X − 1) + (2X + 1).

Proposition 2.1 (Division par X − α).
Soit α ∈ K, le reste de la division euclidienne de P ∈ K[X] par X − α est P (α).

Exercices d'application.

1. Soit n ∈ N∗, déterminer le reste de la division euclidienne de A = Xn par B = X + 1.

2. Montrer que (X − 1)|(Xn − 1) (pour n > 1).

3. Calculer les divisions euclidiennes de A par B avec A = X4 − 1, B = X3 − 1. Puis
A = 4X3 + 2X2 −X − 5 et B = X2 +X.
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3 Dérivation

3.1 Dérivée première

Dé�nition 3.1 (Dérivée formelle).

Soit P =

n∑
k=0

akX
k, on appelle polynôme dérivé de P et on note P ′ le polynôme dé�ni

par :

P ′ =


0 si P est constant
n∑
k=0

kakX
k−1 sinon

.

Remarques.

1. On retrouve la formule analogue de la dérivée usuelle de la fonction :

f : K −→ K
x 7−→ a0 + a1x+ · · ·+ anx

n .

2. deg(P ′) =

{
deg(P )− 1 si P n'est pas un polynôme constant

0 sinon
.

Proposition 3.1 (Propriétés de la dérivée).
Pour P,Q ∈ K[X] et λ ∈ K, on a :

(i) (P +Q)′ = P ′ +Q′ ;
(ii) (λP )′ = λP ′.

(iii) (P ×Q)′ = P ′ ×Q+ P ×Q′.

Exemple 3.1. Calculer la dérivée de P = (X − 1)(X − j)(X − j) avec j = ei2π/3 puis simpli�er
au mieux P ′.

3.2 Dérivée d'ordre supérieur

Dé�nition 3.2 (Dérivée d'ordre supérieur).
Soient n ∈ N et P un polynôme de K[X]. On dé�nit par récurrence les dérivées successives
de P , ainsi la dérivée (n+ 1)−ième de P comme la dérivée de la dérivée n−ième :

P (n+1) =
(
P (n)

)′
et par convention P (0) = P.

Proposition 3.2 (Résultat à connaître).

∀n, p ∈ N ,

∣∣∣∣∣∣ si p 6 n (Xn)(p) =
n!

(n− p)!
Xn−p

si p > n (Xn)(p) = 0
.

Exemple 3.2. Calculer (X2n)(n).
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Proposition 3.3 (Formule de Leibniz).
Soient P et Q deux polynômes de K[X] et n ∈ N. Alors :

(P ×Q)(n) =

n∑
k=0

(
n

k

)
P (k) ×Q(n−k).

Théorème 3.1 (Formule de Taylor).
Soient P un polynôme de K[X] de degré n et α ∈ K. Alors :

P = P (α) + P ′(α)(X − α) +
P ′′(α)

2!
(X − α)2 + · · ·+ P (n)(α)

n!
(X − α)n.

Remarque. En particulier, pour α = 0, on obtient :

P = P (0) + P ′(0)X +
P ′′(0)

2!
X2 + · · ·+ P (n)(0)

n!
Xn =

deg(P )∑
k=0

P (k)(0)

k!
Xk.

4 Racine d'un polynôme, factorisation

4.1 Racines

Le nombre de racines d'un polynôme P non nul est majoré par le degré de P. Multiplicité d'une
racine. Caractérisation par les dérivées successives. Polynôme scindé sur K.

Dé�nition 4.1 (Racine d'un polynôme).
Soient P ∈ K[X] et α ∈ K. On dit que α est une racine (ou un zéro) de P si P (α) = 0.

Proposition 4.1 (C.N.S de divisibilité par X − α).
Soient P ∈ K[X] et α ∈ K. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) P (α) = 0.
(ii) (X − α)|P , autrement dit on peut factoriser P par X − α.

Proposition 4.2 (Nombre de racines d'un polynôme).
Soit P un polynôme de K[X].

(i) Si α1, · · ·αn sont n racines distinctes de P , alors :

(X − α1) · · · (X − αn)|P.

(ii) Si P est de degré n, alors il admet au plus n racines distinctes. Autrement dit, si le
nombre des racines distinctes de P est supérieur à son degré alors P = 0.

Remarque. En particulier, un polynôme admettant une in�nité de racines distinctes est nul.
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Dé�nition 4.2 (Racine multiple).
Soient P ∈ K[X], α ∈ K et k ∈ N∗.

� On dit que α est une racine de multiplicité k (ou de racine d'ordre k) de P si
(X − α)k divise P et (X − α)k+1 ne divise pas P .

� Lorsque k = 1, on dit que α est une racine simple de P .
� Si k > 2, on dit que α est une racine multiple de P .

Proposition 4.3 (Multiplicité d'une racine et dérivées successives).
Soient P un polynôme de K[X] et α ∈ K. Il y a équivalence entre :

(i) α est une racine multiple de P d'ordre k.
(ii) Il existe Q ∈ K[X] tel que P = (X − α)kQ, avec Q(α) 6= 0.

(iii) P (α) = P ′(α) = · · · = P (k−1)(α) = 0 et P (k)(α) 6= 0.

Exemple 4.1. Soit n ∈ N∗, montrer que P = nXn+2 − (n+ 2)Xn+1 + (n+ 2)X − n est divisible
par (X − 1)3.

4.2 Factorisation dans C[X]

Théorème 4.1 (Théorème de d'Alembert-Gauss).
Tout polynôme de C[X] de degré n > 1 (c'est-à-dire non constant) possède au moins
une racine dans C. Il admet exactement n racines si l'on compte chaque racine avec sa
multiplicité.

Exemple 4.2. P (X) = Xn − 1 admet n racines distinctes dans C.

Dé�nition 4.3 (Polynôme scindé).
Un polynôme P de K[X] est dit scindé sur K si on peut l'écrire sous la forme :

P = λ(X − α1)k1(X − α2)k2 · · · (X − αr)kr ,

où λ ∈ K, α1, ..., αr sont les racines distinctes de P et k1, ..., kr sont leurs multiplicités.

Exemple 4.3. X2 + 1 est scindé sur C[X] mais pas sur R[X].

Théorème 4.2 (Factorisation dans C[X] ).
Tout polynôme de C[X] est scindé sur C.
Cela signi�e que si P ∈ C[X] de degré n > 1, alors :

P = λ(X − α1)k1(X − α2)k2 · · · (X − αr)kr ,

où λ ∈ K est le coe�cient dominant de P , α1, · · · , αr sont les racines distinctes de P ,
k1, · · · , kr sont leurs multiplicités et k1 + · · ·+ kr = n.

Remarque. Les seuls polynômes irréductibles de C[X] sont les polynômes de degré 1.



8 Polynôme

4.3 Factorisation dans R[X]

Remarque. Tout polynôme de R[X] peut être considéré comme polynôme de C[X].

Proposition 4.4.
Soit P un polynôme de C[X]. Alors :

∀z ∈ C, P (z) = P (z) ⇐⇒ P ∈ R[X].

Proposition 4.5 (Racine conjuguée).
Soient P un polynôme de R[X], α ∈ C et k ∈ N∗. Alors :

α racine d'ordre k de P ⇐⇒ α racine d'ordre k de P.

Exemple 4.4. Déterminer les racines de X2 + 1, X3 + 1 et X2 − 2X cosα+ 1 dans C.

Théorème 4.3 (Factorisation dans R[X]).

(i) Les polynômes irréductibles de R[X] sont les polynômes de degré 1 ainsi que les
polynômes de degré 2 ayant un discriminant ∆ < 0 c'est-à-dire sans racine réelle.

(ii) Si P ∈ R[X] de degré n > 1. Alors la factorisation de P s'écrit :

P = λ(X − α1)k1(X − α2)k2 · · · (X − αr)krQ`11 · · ·Q`ss ,

où les αi sont les racines réelles distinctes de multiplicité ki et les Qi sont des
polynômes irréductibles de degré 2 : Qi = X2 + βiX + γi avec ∆ = β2

i − 4γi < 0.

Exemple 4.5. P = 2X4(X−1)3(X2+1)2(X2+X+1) est déjà décomposé en facteurs irréductibles
dans R[X] alors que sa décomposition dans C[X] est P = 2X4(X−1)3(X−i)2(X+i)2(X−j)(X−

j2) où j = e
2iπ
3 =

−1 + i
√

3

2
.

Corollaire (Polynôme de degré impair).
Tout polynôme de R[X] de degré impair admet au moins une racine réelle.

Exercices d'application.

1. Factoriser P = X3 − 1 et X4 + 1 dans C[X] et R[X].

2. Factoriser P = Xn − 1 dans C[X] et R[X].

4.4 Somme et produit des racines d'un polynôme

Dé�nition 4.4 (Somme et produit).
Soit n ∈ N∗, α1, α2, · · · , αn des éléments de K. On note S = α1 + α2 + · · · + αn et
P = α1 × α2 × · · · × αn.

Théorème 4.4 (Relation entre coe�cient et somme et produit des racines).
Soit un polynôme P = anX

n +an−1X
n−1 + · · ·+a2X

2 +a1X+a0 ∈ K[X] de degré n > 1.
Si α1, α2, · · · , αn sont les racines distinctes ou non de P , alors :

S = −an−1
an

et P = (−1)n
a0
an
.



4 Racine d'un polynôme, factorisation 9

Exemple 4.6. Soit P = 2X4 − 3X2 + 5X − 1, déterminer la somme, le produit et la somme des
carrés des racines de P dans C[X].
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