TD AL 5 : Nombres complexes

Forme algébrique

1/ Mettre sous forme a + ib les nombres complexes suivants :

: (1+i\/§)5
71’ b 22:79
! ) (1-1)

a) z1 =

2/ Démontrer que 1+ j + j2 = 0 (avec j = eiQ'T"), en déduire la forme algébrique de : z3 =

Solution:
1/
a) zZ1 = 2 + 21 s

1+v3 . 1-3
= +1

b
) 22 2 2

1_.3 ) . 1 N7 _'27 22
2/1+j+j2:17]_:()carj3:e‘32?:1,onendéduitquezgz( +]) _ | ]2) —J

£

Module et argument

Déterminer le module et un argument des nombres complexes suivants :

1/ 2v2+2iV2.

Solution:
T

4, —.
"4

(4—- 4:1)2
(1+iv3)"
Solution:

4 T
2
3/ —4els

Solution:
47

4, —.
3

i ;0
4/ 'z —e'a

Solution:

s i j I i i o o ™ j I o ™ i Im o ™ i 197
e's —e'7 = '™ (6124 —e ‘24) = 2isin (ﬂ) e'24 = 2sin (—) e'2e'21 = 2sin (ﬂ) e' 22 . Donc son module est

24
94 (7‘(’) : t 197 [27]
sin | 57 ) et son argument —7-[2n].
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5/ 1+el?.

Solution:

z=1+¢e? =el?/2 (e719/2 4 e1¢/2) = 2cos(ip/2) e #/2.

Si 2cos(p/2) > 0, alors |z| = 2cos(p/2) et arg z = ¢/2[27].

Si 2cos(p/2) < 0, alors |z| = —2cos(¢/2) et argz = /2 + 7[27].

1+ cosp+ising
1—cosp —ising’

6/

(p # 2km, k € Z).

Solution:
1+el? cos /2 . cos@/2
= — = =i .
1—elv —ising/2 sin /2
. cos /2 cos /2
Si — >0, alors |z| = — et arg z = 7/2[2x].
sin ¢/2 sin /2
2 2
Si C(_)S<p/ <0, alors |z| = _c9sg0/ et arg z = 37 /2[2x].
sin /2 sin /2
1+itane
7 ——— 24 km, k€ 7).
/ [ itang’ (p#m/2+km, k€ Z)
Solution:
_ l+4itang  €'f 90

7= , = —
1—itanp e~ if
Donc |z| =1 et arg z = 260[27]

8/ 1+sinp —icosy, (0< ¢ < m).

Solution:

p=1—ie® = 1+ eT/2H0) = oi(=7/4t0/2) (HT/440/2) 4 o= =7/440/D) = 9 cos(—/d + p/2) (T/4H0/2)

Comme (% = %) € [0,7/2], alors 2 cos(—m/4 + ¢/2) > 0 et par suite |z| = 2cos(—7/4+ ¢/2) et argz = (% - %) [27].

Module et argument

Soient z, 2’ deux nombres complexes de module 1 tels que 1+ 2z’ # 0. Montrer que Z =

!
est réel.

14 z2/

Solution:

Z = —Z ou encore, on peut dire :
g et pelt  eltH)/2 3 9cos ((t—1')/2)  cos((t —1')/2) R
14 eitrt)  eitH)/2 x2cos ((t+1)/2)  cos((t+1)/2) '

Exercice 4

Etudier Pinjectivité, la surjectivité et la bijectivité des applications suivantes :
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1/ f:C—>C, f:z2—7Z 3/ f:C—=C, f:z—az+b avec (a,b) € C*xC.

2/ f:C—=Ry, f:z0]z].

Solution:
1/ f bijective, car pour tout z € C, il existe un unique 2’ =z € C tel que f(z') =% = 2.

2/ f n’est pas injective car pour z € C* on a z # (—z) et f(z) = f(2) = |z|.

f est surjective car pour tout y € Ry, il existe z =y € C tel que f(z) = |y| = y. On conclut que f est non bijective car

non injective.
/

Z e, f(z) =2

3/ f bijective car : Vz' € C, 3z =
a

Soit P={2€C/Imz>0}et D={2€C/|z] <1}.

Montrer que f définie f(z) = z _T_l est une bijection de P vers D.
z+1

Transformation homographique

C\{i} — C{1}
SOitf: Z+i
z —

z—1
1/ Montrer que f est bijective.

2/ Déterminer f(R), f(U\ {i}), fFGR\ {i}).

Solution:
1/
o Injectivité :

Soit 2,z € C\ {i} :
z=Fil 7 4 N A N A Y
0 (z+1)( =)= (" +i)(z—1)

/
Z=Zz.

<~
— 22 —iz+id+1=2z—id +iz+1 & 2i7 =2iz
<~
L’application f est donc injective.
e Surjectivité :
Soit Z € €\ {1}, existe-t-il z € C\ {i} tel que f(z) =27
z+1i

- =7 — z+i=Z(z—1i)
zZ—1

=
= 20-2)=-iZ -1
=

iZ 41
= (Z#1).

fle)=2

=
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Il nous reste a vérifier que z € C\ {i}. On a :

iZ+i
Z -1

z=1 =i <= iZ+i=iZ—1i < i= —1 ce qui est absurde.

iZ 41
Z -1

On vient de prouver que pour tout Z € €\ {1}, l'existence de z = € C\ {i} tel que f(z) = Z, donc f est

surjectif et par suite bijectif car f est injectif.

2/

e Par définition f(R) = {f(z), =z € R}.

z+1 2 ] ] o "
On a f(z) = S et on vérifie rapidement que f(x) # 1 (car le cas contraire meéne a une absurdité), et

(@) = Bl _ verdl
|z —i] V2241

Réciproquement, si Z € U\ {1}, alors Z s’écrit sous la forme Z = e'? avec § € R\ {2k~, k € Z}. D’apres la

=1, donc f(z) € U, autrement dit f(R) C U\ {1}.

74
question précédente, il existe z = lZ _+11 € C\ {i} vérifiant f(z) =Z.On a :
_iZ+i Zﬁie19+ii_ei"+1
-z =1 ST T
_elf/2 (eig/Q—i-e_ig/Q) . 2cos(0/2) 0
= =15 (€102 —e-19/2) ~ ' 2isin(6/2) (aveeg 7 k)
0/2
= ZZM eR
sin(0/2)

On vient de prouver que U\ {1} C f(R) et donc ‘ fR)=TU\{1} ‘
e Déterminons f(U \ {i}).

Soit z € U\ {i}, on peut donc écrire z = e'? avec § € R\ {n/2 + 2kn, k € Z}. On a :

5 ass elf 4 eim/2
= < = =
f(Z) Z—i f(Z) el@_elﬂ'/2
. 2047 . 2047 ;20+T
el = (el 2 +e—1 2 )
— f(Z): 204 [ 204w _ 29+rr>
el7a (72 —e 4
2 cos (2%t T
= f(z)= (20‘:_”) (avec # k)
2151n( 1 )
20+
cos
= f(z)=—i— (%i ) €iR
sin (25°7)

On vient de prouver que f(U\ {i}) CiR.

Réciproquement, soit Z € iR, alors Z =ix avec z € R.
2 C ey . iZ+1i
On a prouvé dans la surjectivité I’existence de z = 1

€ C\ {i}, tel que Z = f(z). On a :

iZ+i
Z -1

—x +1i
ir—1

i

i

iz) +i|
z—1 |
— |z|=1 < z€U\{i}.

2| = |2| =
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Ceci prouve que iR C f(U\ {i}) et par suite ’ fFU\{i}) =iR ‘
e Déterminons f (iR \ {i}).

Soit z € iR\ {i}, on peut donc écrire z =iz avec z € R\ {1}. On a :

. . . 1
Z+T — f(z)z%z+%:x+ € R.
z—1 ix—1i rz—1

Par hypothese, f(z) # 1, d’ou f(z) € R\ {1} soit f (iR \ {i}) Cc R\ {1}
Réciproquement, soit Z € R\ {1}, alors Z = z avec x € R et = # 1.

74
Par surjectivité, il existe z = IZ +11 € C\ {i}, tel que Z = f(z). On a :
i i 1 1
:mH_1 :ix+ €iR avec * #1
z—1 z—1 xz—1
Ceci prouve que R\ {1} € f (iR \ {i}) et par suite ‘ FARN\ {i}) =R\ {1} ‘

Triangle équilatéral

Soient a, b, ¢ € C distincts. Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :

1/ {a,b,c} est un triangle équilatéral. 3/ a®> +b*+ % = ab+ ac + be.

1 1 1
2/ j ou j? est racine de az? + bz + ¢ = 0. 4/ a—b+ b—c+ c—a =0.
Dans C on définit la relation R par :
2R = |z| =17

1/ Montrer que R est une relation d’équivalence.

2/ Déterminer la classe d’équivalence de 1 et la représenter.

Solution:

1/ R est réflexive, symétrique et transitive.

2/ La classe de 1 est le cercle unité.
Configuration de points

Déterminer les nombres z € C tels que :

1/ ]|z—1]<4 2/ arg(z) = §[27]

Solution: Solution:

Disque fermé de centre (1,0) et de rayon égal & 4 La demi-droite d’équation y = x avec = > 0.
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3/ |z—1+2i=4

Solution:

Cercle de centre (1, —2) et de rayon égal a 4
4/ arg(z+1—1) = Z[n]

Solution:
La droite passant par le point A(—1,1) et dont un vec-
teur directeur fait un angle avec 7 de mesure 7/3 (cette

droite est privée du point A). Son équation cartésienne est

y=+3z+V3+1
5/ z—1]=|z -1

Solution:

La médiatrice du segment [AB] avec A(1,0) et B(0,1).

6/ arg (é:zz) = Z[n].

Solution:

Cercle de diameétre [AB] avec A(2,0) et B(0,1) et privé de
ces deux points.

Cercle

7/ ABC soit un triangle équilatéral direct avec A(1 + i),
B(4 + 3i) et M(z).

Solution:
Onaz—a=b—-a)e™3ouz—a=(b—a)e '"/3 avec

a et b les affixes des points A et B. Donc :
5-2v3 i(4+3v3) 542v3 i(4—3v3)
z = 5 + ) ou z = 5 + 5 o

8/ z,2%, z* sont alignés.

Solution:

ze]RouRez:—%.

9/ 1,2,2% forment un triangle rectangle.

Solution:

z€—-1+iRouz€eiRou |z+1/2|=1/2.
1, .

10/ z,—,—1i sont alignés.
z

Solution:

z€iRou |z —i| = V2.

Trouver les complexes z € C* tels que tels que z,1 — z et 1/z aient des images sur le méme cercle de centre O.

Solution:

e+ 1/z=2

Trouver les complexes z € C* tels que

1
z+‘:2.
z

Solution:

Poser z = x +i y. On trouve les cercles de centre +i et de rayon v/2 (laborieux).

Racines de ’unité

1/ Résoudre dans C I'équation 2* — 1 = 0.
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Solution:

i km

2z, =¢el2 avec k € {0,1,2,3} .
2/ En déduire les solutions dans C de I'équation 23 + 22 + z + 1 = 0.

Solution:
1— 2%

P4+22+241=0 <

N\ 3 N 2 .
3 3 3

3/ Résoudre dans C I’équation ( i +,1) + ( i +_1> + (Z—H) +1=0
z—1i z—1 z—1

Solution:
3 i - b 2—1i 241

On a Zk—i_.lzelkT avec k € {1,2,3}. Donc § = 1,—$70 .
2p —1i 5 5

Racines de 1’unité

Résoudre : "
5/ <1—|—ix) _ l+itana
1/ z+1)"=(z—1)™ 1—ix 1—itana’
Solution:
Solution: (a—i—?lm)
T = tan .
z = —icotan & n

z+1\° z—1\°
6/ (z—l) +<z+1) =0

2/ 24 -2 +22—2+1=0.

~ =0,z#1 — Ze=e T avec k € {1,2,3}. Donc § = {i, —i, —1}.

Solution:

2k +1)i
w,k:071’3,4,

Z = exp

3/ 1+22+222 4+ 42201427 =0.

Solution:

2ik
z=—1ouz=exp ! W,1§k<n.
4/ z =1

Exercice 14| Sommes sur les racines de 1’unité

n—1

Soit w = €™/, Calculer Z(l +wh)m.

k=0
i

Soit z = e /T et u =2+ 22 + 2%, v = 2%+ 2° + 26.

1/ Calculer u + v et u?.
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Solution:

z=+i, +i(2+3).

1—1
7/ 2= ——.
/ 1+iv3
Solution:
P :\/56_1”/4:@6_177#12
1+iv3 2eim/3 2

Les solutions sont :

(64 kn
2p = {‘/?e’(4+2)avecr: 7,0: 13 ©
{0,1,2,3} .
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Solution:
utv=—-1ul=u+20=-2—u.

2/ En déduire sin 2 + sin 4 + sin &Z.

Solution:

S=Imu= 17

Exercice 16| Position des racines carrées

Soit z € C et p, q ses racines carrées. A quelle condition z, p, ¢ forment-ils un triangle rectangle en z 7

Solution:

|z| = 1.

Equations du second degré

Résoudre dans C :

1/ 2%sin®t — 4zsint + 4 + cos?t = 0. Solution:

il S N S P
z+1) 21 27 7 |
zp—1 V3 ‘(%) avec k € [0, 5].

u+1 V3 (@ktnr
racine carrée. Les solutions sont donc : Au final, 2z, = - avec u = —el( ® ) et k €

—u+1 B
2 icos (¢) _ 2 icos (t)
sin (t) sin (t) y 22 = s (t) ST (?) [[0, 5]].

Solution:

A = 4cos(t)* — 4cos(t)? dont § = 2icos (t)sin (t) est une 2z, +1 3

1 =

4/ 2% — (5— 141)22 —2(5i1412) = 0.
2/ (322+2+1)2+ (22 +2242)? =0
Solution:
Solution:
—14+i —1-i
’ 2 2

21 =—29=3—2i,23=—24=1—1.

5/ 2* +62° + 922 4+ 100 = 0.
3/27(z - 1)+ (z+ 1) =0.

Solution:

z=1+£2i z=—-4+£2i.

Equation du second degré

Comment faut-il choisir m € C pour que 'équation : 22 — (2 +im)z — (1 + im) = 0 admette deux racines imaginaires

conjuguées ?
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Solution:

m = 21.

1/ Soient u,v € C. Montrer que |u + v|? + |u — v|* = 2|u|? + 2|v|2.
2/ Soient o, 8 € C, m = ot

Moyennes géométrique et arithmétique

Solution:

éléver au carré : |al® + |82 + 2|aB| = |m — u|® + |m + p? +2|m? — 42|
—~—

——
1k 2|m|2+2|p]? lo—B|? /4

Exercice 20| Transformations trigonométriques

1/ Pour x € R, Linéariser cos* 2

x.sin” x.

2/ Pour z € R, exprimer sin(5z) comme produit de sin(x) par un polynéme en cosx.

Solution:

1/ cos* x.sin’x = 1, cos(2z) cos(4x) cos(6z)
16 32 16 32
2/ sin(5z) = 16sin (z)° — 20sin (z)° + 5sin (z).

Equation trigonométrique

cos(a) + cos(a + x) + cos(a+y) =0
Soit a € R. Résoudre :

sin(a) + sin(a + ) + sin(a + y) = 0.

Solution:

2
T=—y= :I:g7T (mod 27).

5" cos? (s -+ kn20)

Soit § € R.
1/ Simplifier cos* 6 + cos*(60 + Z) + cos*(6 + ZF) + cos* (6 + 2T).

Solution:
S—3.
2/ Simplifier cos® 6 + cos®(§ + &) + - - - + cos®(f + 7).

Solution:

32cos%(f) = cos 60 + 6 cos40 + 15cos26 + 10. S = 2.
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3/ Simplifier cos?” 6 + cos? (0 + 75) toot cos?P (0 + (2”2%)”).

Solution:
p 2
Sp = 92p—1 (;f))'

Zcos(k:r)/cos zF =0

i, cos(kx)
Résoudre : Z

k=0

=0.

cosk z

Solution:

T s
=0 (mod ﬁ)’ = 5 (mod 7).

2= (1+ia)/(1-1a)

1+ia
Soit z € U. Peut-on trouver a € R tel que z = tia,

1—ia’

Solution:

z=e'% a=tan g pour 0 #m (mod 27).

Points cocycliques

Dans le plan complexe rapporté au R.O.N.(O; @, ¥), on considére les points U(1),V (i), M(z), M'(z"), P(22") ou z et 2’

sont 2 nombres complexes distincts et différents de 0 et de 1.

—i

z
1/ Déterminer 'ensemble des points M tels que 1 soit un imaginaire pur non nul.

2/ Démontrer que M, M’, P sont distincts 2 & 2 .
, 2z — 72 z z
3/ Démontrer que arg ——— = arg — arg
2zl — 2 z'—1 z—1

4/ En déduire que M, M’, P sont alignés si et seulement si les points O, U, M, M’ sont alignés ou cocycliques .

(mod 27).
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