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Chapitre 19

Intégration

1 Intégrale d’une fonction en escalier sur un segment

a, b sont deux réels tels que a < b.

1.1 Fonction en escalier

Définition 1.1 (Subdivision).
On appelle subdivision d’ordre n € N* d’un segment [a,b] toute suite finie de n + 1 réels
Sn = {x0,21,22,...,2,} tels que :

a=20< 21 < < Tp1<Tp=2>=
On dit que S,, = {xg,x1,2,...,2,} est une subdivision réguliére de [a,b] lorsque, pour

tout k € [0,n—1] :
b—a

Te4+1 — T =

Remarque. Si S, est une subdivision réguliére de [a,b], alors pour tout & € [0,n — 1], on a
h—
T, =a+k a.

n

Définition 1.2 (Fonction en escalier).

On dit qu’une fonction f : [a,b] — R est en escalier lorsqu’ il existe une subdivision S,
de [a,b] tel que :

[ est constante sur |xy, xp1[ pour tout k € [0,n — 1]

Une telle subdivision est dite adaptée a f.
On notera £([a,b], R) l'ensemble des fonctions en escalier sur [a, b].

Remarque. 1l existe en général plus d’une subdivsion adaptée a f.
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1.2 Intégrale d’une fonction en escalier

Théoréme-Définition 1.1 (Intégrale d’une fonction en escalier).
Soient f € £([a,b],R) et Sp, = {xo, 21, %2,...,2Tn} une subdivision adaptée d f.
Pour tout k € [0,n — 1] on note yi la valeur de f sur |zy, Tri1].
n—1
— Le réel Z Yk(Tp41 — xk) ne dépend pas de la subdivision S,, adaptée a f choisie.
k=0
— Ce réel est appelé intégrale de f sur [a,b] et est noté :

b
/ f(z)dx ou f(z)dx ou encore f
a la,b]

[a;b]

Remarque.
b n—1
La valeur / f(z)dx = Zyk(ka — ) représente une somme d’aires algébriques de rec-
a k=0
tangles.
Théoréme 1.1 (Propriétés de l'intégrale d’une fonction en escalier).
Soient f,g € E([a,b],R), avec a < b.
(i) Linéarité : VA, pucR, (A 4+ 1g) = A f+ u/ g
[a,b] [a,b] [a,b]
(i7) Relation de Chasles : Vc € [a,b], f+ f= f
[a>c] [C)b] [a,b]
(t4i) Positivité :  si f > 0 sur [a,b], alors f=0
[a,0]
(iv) Croissance : si f < g sur [a,b], alors /< g
[a,b] [a,b]
(v) Inégalité et valeur absolue : ‘ fl < / |f]
[a,b] [a,b]

2 Intégrale d’une fonction continue sur un segment

a, b sont deux réels tels que a < b.
L’ensemble des résultats de ce paragraphe seront admis.

2.1 Comnstruction

On va définir 'intégrale d’une fonction continue sur un segment avec les fonctions en escalier.

Pour cela on prouve que toute fonction continue sur un segment peut étre approchée par des
fonctions en escalier « inférieures » et « supérieures », puis on définit 'intégrale de la fonction avec
celles des fonctions en escalier.



2 Intégrale d’une fonction continue sur un segment

Théoréme 2.1 (Approximation d’une fonction continue sur un segment par des fonctions
en escalier).
Soit f : [a,b] — R une fonction continue.

Ve > 0, E|<p,¢€€([a7b])/{:;f£if

Théoréme-Définition 2.1 (Définition de l'intégrale d’une fonction continue sur un seg-

ment).
Soit f : [a,b] — R une fonction continue.
On pose :
T g*(f) :{ [ b](p/(peg([aﬂb]aR)a 4 < f}7
—a( =t ¢/veslen ), vz
Alors : ,

(1) sup (E_(f)) etinf (E4(f)) existent et sont finis;
(i) sup (€-(f)) = inf (£4.(f))-

Cette valeur commune est appelée intégrale de f sur [a,b] et on la note / f.
[a,b]

Définition 2.1 (Notation de l'intégrale d’une fonction continue).
Soit f : [a,b] = R une fonction continue.
Pour tous réels o, B € I on note :

f st < f
(o, 3]
B B
0 sia=p

Remarques.

a a b
— Donc par définition, on a/ f=0 et/ f= 7/ f.
b

a a
— Uintégrale de f sur [a,b] représente 'aire algébrique de la partie du plan comprise entre
les droites d’équation x = a, x = b, (Ox) et la courbe représentative de [ dans un repére
orthonormé. On l’obtient comme limite d’intégrales de fonctions en escalier.
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2.2 Propriété et notation

Théoréme 2.2 (Propriétés de I’intégrale d’une fonction continue sur un segment).
Soient f, g : [a,b] — R deux fonctions continues.
(i) Linéarité : V) u€R, (Af +pg) = A f+ u/ g
[a,b] [a,b] [a,b]
(ii) Relation de Chasles : Vc € [a,b], f+ = f
[a’c] [cab] [a,b]
(i7i) Positivité :  si f > 0 sur [a,b], alors f=0
[a,0]
(iv) Croissance : si f < g sur [a,b], alors <
[a,b] [a,b]
(v) Inégalité et valeur absolue : ‘ fl < / |f]
[a,b] [a,b]

3 Propriétés de l’'intégrale d’une fonction continue

Dans le reste de ce chapitre, on suppose que a < b et non plus a < b.

3.1 Linéarité et comparaisons

Proposition 3.1 (Linéarité - Relation de Chasles).
Soient f, g : [a,b] — R deux fonctions continues.

(i) Linéarité : V) u€R, (A +pg) = )‘/ f+ M/ g
[a,b] [a,b] la,b]

(i7) Relation de Chasles : Vc € [a,b], f+ 5=
[a,c] [C,b] [a’b]

Proposition 3.2 (Positivité - Croissance).
Soient f, g : [a,b] = R deuz fonctions continues.

(i) Positivité :  si f > 0 sur [a,b], alors f > 0. Side plus, on suppose que a < b
[a,b]

et qu’il existe xy € [a,b] tel que f(xo) > 0, alors f>0.
[a,b]

(i1) Croissance : si f < g sur [a,b], alors <
[a,b] [a,b]

(tii) Inégalité et valeur absolue : ‘ fl < / |f]-
[a,b] [a,b]

&Attention
Si 'on a 1 < x2, alors :

1

f<gsur [z, 23] = /11 f(t)dt}/ g(t) dt.

2




3 Propriétés de 'intégrale d’une fonction continue

Corollaire (Nullité).
Soit f : [a,b] = R une fonction continue.

b
Si f est positive sur [a,b] et si / f@®)dt =0, alors f =0 sur [a,b).
a

Corollaire (Encadrement).

Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Notons m = iI[lfb] f(z) et M= sup f(x). Ona:
z€la, z€la,b]

m(b—a) < /bf(t)dt < M(b—a).

Remarque. En particulier, si f, g € C°([a,b],R), alors :

< sup|f| x / gl
[a,b]

On a aussi :

L

< (b—a)suplf].
[a.b]

3.2 Valeur moyenne

Définition 3.1 (Valeur moyenne).
Soient a < b et f : [a,b] — R une fonction continue.

1 b
La valeur moyenne de f sur [a,b] est : 2 / f(t)de.
—al,

Théoréme 3.1 (Théoréme de la moyenne).
Soit f une fonction continue sur un segment [a,b]. Alors, ol existe ¢ € |a,b[ tel que :

b
fe) == | st

3.3 Autre inégalité

Théoréme 3.2 (Inégalité de Cauchy-Schwarz pour les intégrales).
Soient a < b et f : [a,b] — R une fonction continue. On a :

(/bfxg>2</bf2></bg2-

Il y a égalité s’il existe A € R tel que f = A\g ou g = \f (c’est-a-dire [ et g sont propor-
tionnelles ou l'une des deux fonctions est nulle).
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3.4 Application au calcul d’aire

Proposition 3.3 (Intégrale et aire).

Soient f,g : [a,b] = R deux fonctions continues telles que f < g sur [a,b] et D le domaine

délimité par les courbes de f et de g, et les droites d’équation x = a,x = b alors l'aire du
domaine D est donnée par :

b
Awri/@@—met

Exemple 3.1. Soient f : x — 22, g : x — \/z, déterminer Uaire de la portion de plan comprise
entre €5 et 6.

3.5 Sommes de Riemann

L’intégrale est définie & partir de limites de sommes. Mais maintenant que nous savons calculer

des intégrales sans utiliser ces sommes on peut faire le cheminement inverse : calculer des limites
de sommes & partir d’intégrales.

Théoréme 3.3 (Somme de Riemann).
Soit f : [a,b] = R une fonction continue, alors :

b n—1

b—a b
Sa =2 kzzof((ﬁ—k %) — /af(t)dt.

Remarques.
— La somme S, s’appelle la somme de Riemann associée a l'intégrale et correspond & une
subdivision réguliére de Uintervalle [a,b] en n petits intervalles.

— Le précédent théoréme reste valable si la somme débute a 1 au liew de 0 ou si la somme finit
an au liew de n — 1.

_ 1 h—
— Le cas le plus fréquent est le cas ot a =0, b =1 alors ¢_ - et f(a+l<: - a) = f(g)

et ainst

Sn

1 k lxw
—o ) o [ s

n—-+oo
k=1

/

Y

[ew]
S
—

3

Exemple 3.2. Calculer la limite de la somme S, =



4 Primitives et intégrales d’une fonction continue

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
OnaS ==, Sy =-+4+=,8=-4-d4= 8 =-4-—4=4=,..
(R T A e A T L A S
1 1
La somme S,, s’écrit aussiSn:E;ﬁ. Enposantf(z):m,a:Oetbzl, on

reconnait que S, est une somme de Riemann. Donc

e 1 1"
Sy =~ _ 1 k
k=1 n k=1
b 1 1 X
o @ de= [ de= (el = m2 -1 =2

Ainsi Sy, — In2 (lorsque n — +00).

4 Primitives et intégrales d’une fonction continue

4.1 Relation primitive-intégrale

Théoréme 4.1 (Le théoréme fondamental de I’analyse).
Soit f : [a,b] — R une fonction continue. La fonction F : I — R définie par

F(z) = / ") dt.

est une primitive de f, c’est-a-dire ' est dérivable et F'(z) = f(z).
Par conséquent pour une primitive F quelconque de f :

b
/ £(t) dt = F(b) — F(a).

Notation. On note [F(x)]z = F(b) — F(a).

Remarques.

1. Toute fonction continue sur un intervalle I admet des primitives sur I.

2. F(x) = / f(t) dt est méme l'unique primitive de [ qui s’annule en a.

b
3. En particulier si F est une fonction de classe C* alors / F'(t) dt = F(b) — F(a).

x
4. On évitera la notation / f(z) dx ou la variable x est présente a la fois aux bornes et a
a

x xr
Vintérieur de lintégrale. Mieux vaut utiliser la notation / f@t) dt ou / f(w) du pour
a a

éviter toute confusion.

4.2 Rappels sur les techniques d’intégration

Théoréme 4.2 (Intégration par parties).
Soient u et v deuz fonctions de classe C* sur un segment [a,b]. On a :
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Remarque. La formule d’intégration par parties pour les primitives est la méme mais sans les

bornes :
/u(:z:)v’(x) de = [w] — /u’(z)v(x) dz.

Théoréme 4.3 (Changement de variable).
Soit f une fonction définie sur un intervalle I et ¢ : J — I une bijection de classe C'.
Pour tout a,b e J :

»(b) b
/ f(z) dz = / o) - /(1) dt.
v(a) a

Si F est une primitive de f alors F o ¢ est une primitive de (f o <p) .

Exemple 4.1.

2 \/5 1
Calculer : I, = / 1 dr et Iy = / V1—z2de
1z -1

4.3 Formule de Taylor avec reste intégral

Théoréme 4.4 (Formule de Taylor avec reste intégral).
Soient n € N, f une fonction a valeurs réelles, de classe C"™ sur un intervalle I de R, et
a € I. Pour tout x € I :

=Zn: (=9 pwg) 4 / z (I%)nf(“”(t)dt.

=0

— Le polynome :

(X —a)
n!

n _a k
1, =3 F 00 = o) + (X -y (@) + -+

k=0

f*(a)

est appelé polyndéme de Taylor de f de degré n.
— La fonction définie sur I par :

n!

Ru(@)= | T ey )

est appelée reste intégral d’ordre n.

Remarque. Cette égalité est appelée Formule de Taylor avec reste intégral i I'ordre n.
Pour a = 0, I’égalité devient :

2 n x _ A\n
@) = FO) + ' (0) + 51" 44 Zef) 4 [ ey
Exemples 4.2.

2 n x AL
L e =1+a+ = +- +2+/@—L&m
n. 0

2! n!
1 (=)
2. —— =1 24 4n = 4t
T—» e e e N +/0 TEDEE

3 2n+1 x _ n
3. sin(@) =z — o+ - 444W‘Ey+/)@n“sm@+m+ngd.
. 0



5 Bréve extension au cas des fonctions a valeurs complexes

1'2 Zzn T ()P
4. cos(z) :1—§+~-«+(—1)”(2n)! Jr/o ( n!t) cos (t+ (n+1)%) dt.

5 Bréve extension au cas des fonctions a valeurs complexes

5.1 Intégrale d’une fonction continue sur un segment

Définition 5.1 (Généralisation aux fonctions complexes).
Soit f une fonction de R a valeurs dans C continue sur un segment [a,b]. On définit
Vintégrale de f sur le segment [a,b] par :

/abf=/abRe(f)+i/abIm(f)-

Remarque. On est donc ramené pour le cas des fonctions & valeurs complexes & ’étude des inté-
grales de fonctions réelles.

5.2 Propriétés

Théoréme 5.1 (Propriétés de l'intégrale d’une fonction complexe continue sur un seg-
ment).
Soient f, g : [a,b] — C deux fonctions continues sur le segment [a,b]. On a :

(z) Linéarité : VYA, pu€R, / (Af+ng) =X f+ u/ g
[a,b] [a,b] [a,b]

(i7) Relation de Chasles : Vc € [a,b], [+ i=
[a,c] [C’b} [a,b]

< / | f
[a.b]

(7i1) Inégalité et modules : |/ f
[a,b]

&Attention

Les propriétés de positivité et de croissance ne sont pas valables dans le cas des fonctions
complexes. De méme :

b
/ f = 0 n’entraine pas que f = 0 sur [a, b].




10

Intégration




