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Chapitre 15

Géométrie du plan

1 Repérage dans le plan

1.1 Repére cartésien

Définition 1.1 (Colinéarité).
— — L. . . — — —
Deuz vecteurs v et v sont colinéaires s’il existe k € R tel que v =k u ou u

=k

Remarque. Un vecteur nul est colinéaire & tout autre vecteur.

Définition 1.2 (Repére cartésien).
- —
On appelle repére cartésien du plan tout triplet (O, i, j) ot O est un point quelconque

- — - —
du plan et (i, j) sont deux vecteurs non colinéaires du plan. On dit que (i, j) est une
base du plan vectoriel.

Théoréme 1.1 (Existence et unicité des coordonnées).
—_ —
Soit (O; i, j) un repére cartésien du plan.
Pour tout vecteur u du plan il existe un unique couple de réels (x,y), appelé coordonnées

.. — — - 4 — (x

cartésiennes de u, tel que w =z § +y j . On note souvent u <y
—

Pour tout point M du plan, les coordonnées du vecteur OM sont appelées coordonnées

cartésiennes de M.

Remarque. Une base d’'un plan permet de déterminer d’une maniére unique les coordonnées des
vecteurs du plan alors qu'un repére permet de déterminer d’une maniére unique les coordonnées
des points du plan.
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Définition 1.3.
= =
On dit que (i, j) est :
N
(i) une base orthogonale du plan lorsque (7, j) = ig;
- 7 s - -
ig)=%Zetlill=lil=1;

- — —
(7i1) une base orthonormée directe du plan lorsque (z , j) = g et|lill=|7ll=1

(ii) une base orthonormée du plan lorsque (

Définition 1.4 (Repére orthonormé direct).

- 7 — —
On appelle repére orthonormé direct du plan tout repére (O; i, j) ou ||i|| =|j| =1
- e
avec | i =—-.
(i:9) 2
Y@ M
!
|
|
|
JA |
!
. )
0O T T

—
On se placera pour la suite dans un repére orthonormal direct du plan (O, 7, j) et on
identifiera le plan a R2.

1.2 Coordonnées polaires

Définition 1.5 (Repére polaire, coordonnées polaires).

(i) Pour 6 € R, on pose :

up = cos(0) i + sin(6) j

— ™\ = . ™\ =
’UQZCOS<(9+§) z—i—sm<9+§> Jj

Le triplet (O;”L?g,i?g) est un repére du plan, appelé repére polaire d’angle 6.
(ii) On appelle coordonnées polaires d’un point M du plan tout couple de réels (r,0) tel
que :
OM =rug=r (cos(ﬁ) i+ sin(6) ;)




2 Produit scalaire
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Remarque. Les coordonnées polaires d’un point donné ne sont pas uniques. Par exemple, (r,6),
(r,0+ 27) et (—r,0 4+ m) sont les coordonnées polaires d’un méme point.

Proposition 1.1 (Lien entre coordonnnées cartésiennes et coordonnées polaires).

Soit un point M de coordonnées cartésiennes (z,y) et de coordonnées polaires (r,0). On a
les relations suivantes :
x =r cos(d)

y =r sin(6)

Y

2 Produit scalaire

2.1 Définitions

Définition 2.1 (Définition géométrique du produit scalaire).

Soient U et v deuz vecteurs du plan, on définit le produit scalaire de uetv par :

24

TR T = =% .= —
2 {||u|| | v] cos(u,v) siu et v non nuls

0 sinon.

Remarques.
N - — —
— En particulier : u . u = ||ul?.
— - = = = = . . . L.
— Pour tous vecteurs v et v, u.v = v .u on dit que le produit scalaire est symétrique.

Proposition 2.1 (Interprétation du produit scalaire).

— —
Soient A, B et C trois points du plan tels que & = AB et ¥ = AC. Si H est le projeté
orthogonal de C sur l’aze orienté (A;w@). On a :

@.¥= AB x AC cos (@, 7) = AB x AH.
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2.2 Propriétés

Proposition 2.2 (Produit scalaire et orthogonalité).

Remarque. Tﬂ's Mnts A, B,C deux & deux distincts forment un triangle rectangle en A si, et
seulement si AB.AC' =0

Proposition 2.3 (Symétrie et bilinéarité).

1. Symétrie :
- = = >
U.v=v.u
2. Linéarité par rapport a chaque variable.
{L).()qa-f—)\zl?g) =\ X Z.a—f—)\g X ZL)J;

— . = - — - —
()\17}1+)\21)2).u:)\1le.u—f—)\ngg.u

Proposition 2.4 (Identités remarquables).
Soient deuz vecteurs u et v. On a :
N o= = — — —
() ||u+v||2 - ||u|\2+||v|\2+2 dous
(i ||u - 7f||2 = ||UH2+ V]2 -2 .

=

v

i) v

(vit) ||u - ||2 + ||u +v ||2 =2 <||u||2 +||v || ) (identité du parallélogramme) ;
) )

(v

1
u.v = (||u +u)? = |lu—v ||2 (identité de polarisation ).

Remarque (Identité d’Al Kashi).
Dans un triangle ABC, on a : BC? = AB? + AC? — 2 x AB x AC x cos BAC.

Proposition 2.5 (Expression dans une base orthonormée)

Soient z ) une base orthonormée du plan et u v deus vecteurs de coordonnées respec-

tives < > ( ) dans cette base. Alors :

- =
u.v

=zx’ +uyy.
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Proposition 2.6 (Inégalités).

1. Inégalité de Cauchy-Schwarz :
- —
U . v

==
| < [l

On a l’égalité si et seulement si les vecteurs sont colinéaires.

2. Inégalité triangulaire :

- = — —
w+ v <[lull+[[v]

On a ’égalité si et seulement si les vecteurs sont colinéaires et de méme sens.

Proposition 2.7 (Distance dans une base orthonormale).
Si A et B sont deuz points de coordonnées A(xa,ya) et B(zp,yp) dans un r.o.n.

AB=/(zp —x4)>+ (yB — ya)?

3 Produit mixte

3.1 Généralités

Définition 3.1 (Produit mixte ou déterminant).
. - =
Soient w, v deux vecteurs du plan.
On définit le produit mixte (ou déterminant) de U et v par :

= . = = .= —
) lu|[f[v] sin(u,v) si u et v sont non nuls
0 s1non.

Proposition 3.1 (Interprétation géométrique du pr&%uit rnixte)_.>
Soient A, B et C trois points du planﬂs que u=AB et v = AC. On note H le projeté
orthogonal de C sur l’aze orienté (A; AB).

- =
Alors [u, v

= =5 . S . .
avec les deuz vecteurs et Hu, UH représente donc l’aire du parallélogramme.

| représente Uaire algébrique d’un parallélogramme dont les cotés sont construits

sl
i ]

. -

b
=
el
W
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Proposition 3.2 (Produit mixte et colinéarité).

—

— .. — —
u et v colinéaires <= det(u, v

)= |4, 7] =0

—
Remarque. Trois points A, B et C sont alignés si, et seulement si det(AB, AC) = 0.

Proposition 3.3 (Antisymétrie).

Si on échange les deux vecteurs dans un produit mixte, ce dernier change de signe :
— — - —
[07 u} = —[u, v]

3.2 Propriétés

Proposition 3.4 (Bilinéarité).
Le produit mizte est linéaire par rapport aux deux vecteurs :

{)\117;4-)\2 J;,?] =\ [171,7} + A2 [17;,?]

[17,)\1 17; +Xo 175} =\ [u,a} + Ao [u,@} .

Proposition 3.5 (Expression dans une base orthonormée directe).

. = 2 o = = .
Soient (z , j) une base orthonormée directe du plan et w, v deux vecteurs de coordonnées

/
respectives (;) et (Z,) dans cette base. Alors :

F[, ﬂ = det(u, v) =

Remarque (Loi des sinus).

sinA/B>Cv - sin@ - SinA/C’E

Dans un triangle ABC, on a : AC 5O 15



4 Droites

4 Droites

4.1 Représentations

Proposition 4.1 (Caractérisation d’une droite).
Une droite D est déterminée :

(i) Soit par la donnée de deux points distincts A et B. La droite D est donc ’ensemble
des points M tels que les points A, M, B soient alignés :

— —
M eD <= det(AM,AB) =0

=
(i) Soit par la donnée d’un point A et d’un vecteur directeur U # 0. La droite D est
donc l’ensemble des points M tels que les vecteurs AM soient colinéaires au vecteur
—
U

— =
M eD <= det(AM, u) =0.

OnnoteD=A+R u. .
(#31) Soit par la donnée d’un point A et d’un vecteur orthogongl n # 0. La droite D
est donc ’ensemble des points M tels que les vecteurs AM soient orthogonaux au

vecteur n : SN
MeD < AM.n =0.

Proposition 4.2 (Equation cartésienne d’une droite dans le plan).

(i) Toute droite du plan admet une équation cartésienne du type :
ax+by+c=0 owa,bceR avee (a,b) # (0,0)

(i) Réciproquement, toute équation du type ax + by + ¢ = 0 avec (a,b) # (0,0) définit
une droite.

Proposition 4.3 (Vecteur directeur et vecteur normal).
La droite d’équation ax + by + ¢ = 0 avec (a,b) # (0,0) admet le vecteur u de coordonnées

—b . - . a
o ) Pour vecteur directeur et le vecteur n de coordonnées p | pour vecteur normal.

Proposition 4.4 (Equation cartésienne et parallélisme, perpendicularité).
Soient D la droite d’équation ax + by + c =0 avec (a,b) # (0,0), et
D' la droite d’équation o’z + by + ¢ =0 avec (a',b") # (0,0).
. —(a — (d
Notons leurs vecteurs normauz respectifs n b etn X
a ad
b b
(C.a.d. les vecteurs normauz sont colinéaires.)
- =
(i) D1D < n.n' =ad +bb' =0.
(C.a.d. les vecteurs normauz sont orthogonauz.)

- =
(i) D/)D’ <= det(n,n’)= =ab —ba’ = 0.

Remarque. Deux droites D et D’ sont sécantes si, et seulement si ab’ — ba’ # 0. Dans ce cas, les co-
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ax +by+c =0

ordonnées de leur point d’intersection sont solutions du systéme de Cramer < , , .
drz+by+c =0

Proposition 4.5 (Paramétrage d’une droite).

La droite D passant par le point A(xa,ya) et dirigé par le vecteur u <x“> .

u

T =T+ tx,

tER — M=Attu outcR «— D=AtRUu.

M(z,y) € D <— {

4.2 Distance d’un point 4 une droite

Définition 4.1 (Distance d’un point & une droite).

La distance du point My a une droite D est la distance entre le point My et son projeté
orthogonal H sur la droite D.

Proposition 4.6 (Expression de la distance d’un point & une droite).
—

Soient (O; 7, J) un repére orthonormé du plan et D une droite passant par le point A, de
vecteur directeur 1_[, de vecteur normal n et d’équation cartésienne ax + by + c¢ = 0. Soit
Mo(xo,y0) un point quelconque du plan.

La distance du point My a la droite D est donnée par :

det(AMy, w)|  |AMo.m|  |amo + byo +
d(Mo,D): e( 0,U)|: 0-M _ axo Yo C.

o1l 7] Va? + b2

5 Cercles

5.1 Généralités

Définition 5.1 (Cercle).

Soit Q) un point du plan et R un réel strictement positif. On appelle cercle de centre ) et
de rayon R, l’ensemble des points M du plan tels que QM = R.

Proposition 5.1 ( Equation cartésienne d’un cercle).
Tout cercle de centre Q(zq,yq) et de rayon R > 0 admet pour équation :

(z — 20)* + (y — ya)® = R*.

Proposition 5.2 ( Représentation paramétrique d’un cercle).
Tout cercle de centre Q(zq,yq) et de rayon R > 0 admet pour représentation paramétrique :

{x = xq + Rcos(t) teR

Yy =ya+ Rsin(t)




6 Transformations vectorielles du plan

Proposition 5.3 ( Caractérisation d’un cercle avec son diameétre).
Soit C un cercle de diamétre [AB].

ey o
MeC< MAMB=0

5.2 Droites et cercle

Proposition 5.4 (Positions relatives d’une droite par rapport & un cercle).
Soient C un cercle de centre ) et de rayon R, et D une droite du plan.
(1) Sid(Q,D) =R, alors D coupe C en un seul point M, on dit que D est tangente a
CenM;
(#i) Si d(Q, D) < R, alors D coupe le cercle C en deuzx points distincts;
(t5i) Sid(Q,D) > R, alors D ne coupe pas C.

Dy
D,

Ds

6 Transformations vectorielles du plan

6.1 Rotations vectorielles

Définition 6.1 (Rotation).
Soit 0 € R. On appelle rotation vectorielle d’angle 0, Uapplication r du plan qui & un
vecteur U associe le vecteur v = 7'(17) qui vérifie :

— — — =
[ull =[[v] et (u,v)=86(2m).
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Proposition 6.1 (Matrice de rotation).

Soit r la rotation vectorielle d’angle 6 € R. Si un vecteur U est de coordonnées (;),

!/
. — =% a X P
limage de w par r est le vecteur v de coordonnées <y'> vérifiant :

() =R () e o= (500 emitr):

Ry s’appelle matrice de la rotation r.

Exemple 6.1. La matrice de rotation d’angle g est ((1) _01> et I''mage d’un vecteur (Z) par

cette rotation est le vecteur (_ab). Les vecteurs (ﬁ, ?) forment une base orthogonale directe.

Proposition 6.2 (Isométrie).
Toute rotation vectorielle r conserve :

£y

(1) les normes, c’est-a-dire ||ZL>|| = ||r(

1K

—
(%

2]l

(ii) les mesures d’angles, c’est-a-dire (

) = (r(@),r(

3
S~—

)

On dit que la rotation est une isométrie.

Remarque.
H ) LA ) N T — — — — .
Les rotations conservent ’orthogonalité, c’est-a-dire v L v = r(u) L r(v). Les rotations
. T - -
conservent aussi la colinéarité, c’est-a~dire v // v = r(uw)//r(v).
En particulier, 'image par une rotation vectorielle d’un cercle est un cercle de méme rayon et

I’image d’une droite est une droite.

Proposition 6.3 (Opérations sur les rotations).
Pour tous (0,0') € R?, on a :

Ry X Rgr = Ryp1¢/, Ry est inversible et R9_1 =R_y.

6.2 Symétries vectorielles

Définition 6.2 (Symétrie).

N
Soit D une droite de vecteur directeur k. On appelle symétrie vectorielle d’aze D, l'ap-
plication s du plan qui & un vecteur U associe le vecteur v = 3(17) qui vérifie :
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Proposition 6.4 (Matrice d’'une symétrie).

— - —
Soit s la symétrie vectorielle d’aze D de vecteur directeur k tel que (3, k) =16.

. — . ([ ) — — )
St un vecteur u est de coordonnées (y> , limage de u par s est le vecteur v de coordonnées

x' L
(y' vérifiant :

() () o ne (20 20)

Sy s’appelle matrice de la symétrie s.

Exemple 6.2. L’image du vecteur u (Z) par la symétrie d’aze (Ox) est le vecteur v (_ab) La

. . TN 1 1
matrice de rotation associée a s est Sy = <O 1) .

Proposition 6.5 (Isométrie).
Toute symétrie vectorielle s conserve :

(1) les normes, c’est-a-dire ||17|| = ||s(d@)]| ;
—_—
(ii) les mesures d’angles (non orientés), c’est-a-dire (17,

On dit que la symétrie vectorielle est une isométrie.

Remarque.

. . “ N . — — — —
Les symétries vectorielles conservent lorthogonalité, c’est-a-dire u L v = s(u) L s(v).
- . e - -
Les symeétries conservent aussi la colinéarité, c’est-a-dire v // v = s(u)//s(v).
En particulier, 'image par une symétrie vectorielle d’un cercle est un cercle de méme rayon et

I'image d’une droite est une droite paralléle.

Proposition 6.6 (Opérations sur les symétries).
Pour tous (0,0') € R?, on a :

Sg x Sgr = Ryp—er), Se est inversible et Se_l = Sp.
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