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Chapitre 17

Géomeétrie de 'espace

1 Repérage dans ’espace

1.1 Coordonnées cartésiennes

Définition 1.1 (Coplanarité).

. - == ) . o, s .

Trois vecteurs u, v et w sont dits coplanaires si l'un des vecteurs peut s’exprimer comme
combinaison linéaire des deux autres.

Autrement dit, s’il existe (\, 1) € R? tel que :

— — — — — — — — —
U=AV+UW 0uU UV =AU+UW 0uU W=AU+4V.

. ) - = = ..
On dit aussi que u, v et w sont liés.

Remarque. Un vecteur nul est coplanaire avec tout autre couple de vecteurs.

Définition 1.2 (Repére cartésien, base).
- = —
On appelle repére cartésien du plan tout quadruplet (O; i, 7, k) ot O est un point quel-
- = =
conque de lespace et (i, j, k) sont trois vecteurs non coplanaires de l’espace. On dit que

- > =
(i,J,k) est une base de l’espace.
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Théoréme 1.1 (Existence et unicité des coordonnées cartésiennes).

- > —
Soit (O;i,7, k) un repére cartésien Z1-. M
de l’espace.
Pour tout point M de l’espace, il existe
un unique triplet de réels (z,vy, z), ap-
elé coordonnées cartésiennes de
OM, tel que : k

— — -
OM=zi+yj+

Gl

N
zk.
)
H x \\
On note sowvent OM (y ou 3
z

M(z,y,2).

Remarque. Une base de ’espace permet de déterminer d’une maniére unique les coordonnées des
vecteurs de I’espace alors qu’un repére permet de déterminer d’'une maniére unique les coordonnées
des points de 'espace.

Définition 1.3 (Coordonnées d’un point).

Si M est un point de l’espace de coordonnées cartésiennes (x,y,z) dans un repére R =
- = =

(05653, k) :
(i) x est appelé abscisse de M dans le repére R ;

(i1) y est appelé ordonnée de M dans le repére R ;
(tii) z est appelé cote de M dans le repére R.

Définitions 1.1 (Base orthogonale, base orthonormée, base orthonormée directe).
- = =
On dit que (i,7,k) est :

(i) une base orthogonale de l’espace lorsque les vecteurs sont deux ¢ deux orthogo-

nauz ;
(i) une base orthonormée de l’espace lorsque les vecteurs sont deux & deux orthogo-
— - —
nauz et || i || = [Jll = Ikl =1;

(7it) une base orthonormée directe de [’espace
lorsque 7, ?, Z) est une base orthonormée et di-
recte; autrement dit, les trois vecteurs vérifient
l'une des régles équivalentes suivantes : « Regle du
bonhomme d’Ampére », « régle des trois doigts de
la main droite ».
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Définition 1.4 (Repére orthonormé direct).
- 7 =
On appelle repére orthonormé direct de l’espace tout repére (O; i, j, k) ot O est un

- = =
point de lespace et (i, j, k) est une base orthonormée directe de l’espace.

- =
On se placera pour la suite dans un repére orthonormal direct de I’espace (O; i, j, k)

et on identifiera I’espace a R®.

1.2 Coordonnées cylindriques - Coordonnées sphériques

Définition 1.5 (Repére cylindrique, coordonnées cylindriques).
(i) Pour 8 € R, on pose :

up =cos(0) 7 + sin(6) j

— T\ = . ™ -/ R

U@ZCOS(Q-I-*)Z—FSIH(Q—F*)]' !

9 2 | . |

Le triplet (0;179,179,?)

est un repére de l’es-

pace, appelé repére cy-
lindrique.

(i4) On appelle coordon-
nées cylindriques d’un
point M de l’espace tout .
triplet de réels (r,0,z)
tel que : T i

=
S
3

_ 5 =3
OM = rug+z ; =X (cos(@) i+ sin(6) j) +z ;

Remarque. Si on choisit r > 0 et 6 € [0, 27[, les coordonnées cylindriques d’un point de l'espace
sont uniques.

Proposition 1.1 (Lien entre coordonnnées cartésiennes et coordonnées cylindriques).
Soit un point M de coordonnées cartésiennes (x,y,z) et de coordonnées cylindriques
(r,0,2), on a :

x = rcosf
y = rsinf
z = z

Exemple 1.1.
— Déterminer les coordonnées cylindriques du point de coordonnées cartésiennes (1,—1,3).

— Déterminer les coordonnées cartésiennes du point de coordonnées cylindriques (2, s —1).
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Définition 1.6 (Coordonnées sphériques).

On appelle coordonnées sphé-
riques d’un point M de l’espace
tout triplet de réels (1,0, p) avec
r>0,0¢€[0,2n] et p € [0, 7]

tel que : Y
r = rsingcosf
y = rsingsinf
Z = Tcose 0
x
Remarques.

— Les coordonnées sphériques d’un point de l’espace sont uniques.

— L’ensemble des points M de coordonnées sphériques (r,0,¢) avec r > 0 fixé et (0,¢) va-
riables est la sphére de centre O et de rayon r.

— L’ensemble des points M de coordonnées sphériques (r,0,p) avec r > 0 fixé, 0 (resp. ¢ )
fizé et o (resp. 0 ) variable est un cercle de centre O et de rayon r.

Exemple 1.2.
— Déterminer les coordonnées sphériques du point de coordonnées cartésiennes (\/g, -1, —2\/3).

. ) ) . . . L T
— Déterminer les coordonnées cartésiennes du point de coordonnées sphériques (4, 5 1)

2 Produit scalaire

2.1 Définitions

Définition 2.1 (Produit scalaire).
Soient U et v deuz vecteurs de lespace, on définit le produit scalaire de uetv par :

= 1= —
3;_{||u||||v|| cos(

— .= —
u,v) siu et v non nuls

0 sinon.

Remarque.
On a la méme définition que dans le plan.

2.2 Propriétés

Dans l’espace, le produit scalaire entre deux vecteurs garde les mémes propriétés que dans le
plan.



2 Produit scalaire

Proposition 2.1 (Expression dans une base orthonormée).
. - 7 = ) - — )
Soient (z s T k) une base orthonormée de l’espace et u, v deux vecteurs de coordonnées
x x’
respectives | y | et | v/ | dans cette base. Alors :

/
z z

- = / / /
U.v =2 +yy +zz.

Proposition 2.2 (Distance dans une base orthonormale).

Si A et B sont deux points de coordonnées A(xa,ya,za) et B(xp,yp,z5) dans un repére
orthonormé :

AB=\/(zp —2a)?+ (y —ya)® + (2B — 2a)2.

2.3 Produit vectoriel

Définition 2.2 (Définition géométrique du produit vectoriel).
Soient U et v deuz vecteurs de l’espace.

On définit le produit vectoriel de uetv par :

— L= —
= = w st u et v non nuls
UNvV =

0 sinon

= L
avec W un vecteur vérifiant :

(i) (u,v,w) est une base directe;

(@) [[w] =[] ] )|

sin(

- =
U, v

Remarques.

L = . - = = = .
— Si(u,v) est une base orthonormée du plan, alors (w, v, u A v ) est une base orthonormée
directe de l’espace.

- = =
— Si(i,J,k) est une base orthonormée directe de l'espace, alors :

- 7 — - = — - = -
tAN) =k, JANkE=14, kENi=7].
Proposition 2.3 (Produit vectoriel et colinéarité).
— — .. = . = -
u et v colinéaires < uANv = (
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Proposition 2.4 (Expression dans une base orthonormale directe).

x x

.= — < . /
Si u et v sont deux vecteurs de coordonnées respectives | y | et | y' | dans une base or-

/

z z

thonormée directe de l’espace, alors le vecteur u A\ v a pour coordonnées dans cette b.o.n.d :

y2' —y'z

2z’ — 2z

! !

Yy —xY
/
Yy y
, z 2
T T v o

/

Remarque. Ona |y | Ay | = | — L
z z )
T
/
y vy

Proposition 2.5 (Antisymétrie et bilinéarité).

(i) Antisymétrie :

- = - =
uAv =—(vAu).
(#i) Linéarité par rapport a chaque variable :
YA U +X ) = M(UAD) + Aa(U Avs)
()\1’[7;4-)\217;)/\?: )\1(171/\$)+)\2(UQ ?)

Proposition 2.6 (Interprétation géométrique du produit vectoriel).
Soient A, B et C trois points de ’espace. Alors aire du triangle ABC' est donnée par :

—
__lIAB A AC|

o/ (ABC) ;

3 Produit mixte ou déterminant

3.1 Généralités

Définition 3.1 (Définition du produit mixte).
. - = — .
Soient u, v et w trois vecteurs de l’espace.
On appelle produit mixte ou déterminant de ZL), v et ’L_>U, le réel défini par :

N

det(u, v, w) = [u, ¥, 6] = u . (VAW).

Remarque. On a aussi [u, ,17;] =



3 Produit mixte ou déterminant

Proposition 3.1 (Interprétation géométrique du produit mixte).

Soient A, B,C et D quatre
points de [’espace tels que
’I_L> - Cx

:_z)élB, v = AC et
W= AD . Alors |[u, v, w]|

représente le volume d’un 0l R S S
parallélépipéde dont les co- W D

tés sont construits avec les

trois vecteurs. A 2 B

Proposition 3.2 (Produit mixte et coplanarité).

- = — X - = —
u, v et w coplanaires <— |u,v,w| =0

Remﬂgue._};)@re points A, B,C et D de l'espace sont sur un méme plan si, et seulement si
det(AB, AC,AD) = 0.

Proposition 3.3 (Base directe).

. - = = . . - = — .
Soient w, v et w trois vecteurs non coplanaires. Alors la base (u, v, w) est une base directe
s1, et seulement si det('l_z7 5), ﬂ;) > 0.

3.2 Propriétés

Proposition 3.4 (Antisymétrie).
Si on échange les deux vecteurs dans un produit mixte, ce dernier change de signe :

- = — - = —
[v,uﬂu} = —[u, v,w]
— = - = —
[u,w,v} = —[u, v,w]
- = = - = —
[w,v,u} = —[u, v,w]

(Si permute les trois vecteurs de maniére circulaire le produit mizte reste identique.)

Proposition 3.5 (Trilinéarité).
Le produit mizte est linéaire par rapport aux trois vecteurs :

[)\112 +)\2 11;76}7&} = )\1 |:1Z)175>7Bi| +)‘2 [@777@)} °

(De méme pour les deux autres variables).
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Proposition 3.6 (Expression dans une base orthonormée directe).
. - 7 = .. s = = = .
Soient ( i, 7,k ) une base orthonormée directe de [’espace et w,v,w trois vecteurs de

x x T
coordonnées respectives |y |, | v/ | et | v | dans cette base. Alors :

/ "

% % %

4 Plans

4.1 Représentations

Proposition 4.1 (Caractérisation d’un plan de l’espace).
Un plan P est entierement déterminé :

(2) Soit par la donnée de trois points non alignég),B Q)C. Le plan P est donc l’en-
semble des points M tels que les points AM,AB et AC soient coplanaires :

— — —
M e P < det(AM,AB,AC) =0

(79) Soit par la donnée d’un point A et de deux vecteurs non colinéaires (dits directeurs)
— — . — .
u et v. Le plan P est donc ’ensemble des points M tels que les vecteurs AM soient
coplanaires avec les vecteurs Uetv :
— = —
MeP < det(AM, u,v)=0.
OnnoteP=A+R u+R v. N
(i4i) Soit par la donnée d’un point A et d’un vecteur n % 0 orthogonal au plan.

\7

Le plan P est donc lensemble
woints M tels que les vecteurs
AM soient orthogonauzr au vec-
teur n :

— —
MeP < AM.n =0.

Proposition 4.2 (Equation cartésienne d’un plan).

(i) Tout plan de l’espace admet une équation cartésienne du type :
ar+by+cz+d=0 ota,bc,deR avec (a,b,c)# (0,0,0)

(i) Réciproquement toute équation du type ax + by +cz+d =0 avec (a,b,c) # (0,0,0)
définit un plan.




4 Plans

Proposition 4.3 (Vecteur normal d’un plan).

Le plan d’équation ax + by + cz +d = 0 avec (a,b,c) # (0,0,0) admet le vecteur n de
a

coordonnées | b | pour vecteur normal.
@

Remarque.
. — — .. - =
Soit un plan P de vecteur normal n. Tout vecteur u qui vérifie v . n

P.

= 0 est paralléle au plan

Proposition 4.4 (Parallélisme - Perpendicularité).

Soient P le plan d’équation ax + by + cz + d =0 avec (a,b,c) # (0,0,0), et
P’ le plan d’équation o'z + by + 2+ d =0 avec (a’,V, ") # (0,0,0).

—

o i
Notons leurs vecteurs normauz respectifs n et n'.

%
() P//P — nAn=0.

(C.a.d. les vecteurs normauz sont colinéaires.)
— =
(ii) D1D < n.n' =0.
(C.a.d. les vecteurs normauz sont orthogonauz.)

Remarque.

- =
Deux plans P et P’ sont sécants selon une droite si, et seulement si nAn # 0. Dans ce cas, les
ax+by+cz+d =0

coordonnées des points de la droite sont solutions du systéme derang 2 § | , , .
arx+by+cdz+d =0

Proposition 4.5 (Paramétrage d’un plan).
— Ty
Le plan P passant par le point A(xa,ya,za) et dirigé par les deux vecteurs v | y, | et
Zu
Loy
— ,
v | y, | est caractérisé par :
Zv
T =xA+ STy +tx,
M(z,y,2) €P <= qz=ya+syu+ig ,(5t) €R?
T =27+ 82y + 12,
— M=A+su-+tv ou s,teR
& P=A+RuU+R7V.
Exemple 4.1.
— Donner une paramétrisation et une équation cartésienne d’un plan passant par le point
0 1
A(1,2,3) et dirigée par ul-1]ev]|o
3 2

— Déterminer une paramétrisation et une équation cartésienne du plan passant par A(1,2,3), B(1,0,1)
et C(0,1,1).
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4.2 Distance d’un point 4 un plan

Définition 4.1 (Distance d’un point & un plan).
La distance du point My a un plan P est la distance MoH avec H le projeté orthogonal de
My sur le plan P.

Proposition 4.6 (Expression de la distance d’un point & un plan).

Soit P un plan passant par le point A, de vecteurs directeurs (Z, 7), de vecteur mormal 1
et d’équation cartésienne ax + by + cz +d = 0. Soit My(zo, yo, 20) un point quelconque de

l’espace.
La distance de My a P est donnée par :
— = = — —
d(Mo, P) = |det(AMoy, u, v )] _ |AMy. n | _ lazo + byo + czo + d|
’ I A I V& + P+

Exemple 4.2.
— Calculer la distance de O au plan P :x —y+ 2z = 1.
— Calculer, par deuz méthodes, la distance de A(1,—1,2) au plan P passant par B(1,0,2),C(0, 1,
et D(~2,1,3).

5 Droites

5.1 Représentations

Proposition 5.1 (Caractérisation d’une droite de ’espace).
Une droite D est entierement déterminée :

(i) Soit par la donnée de deuzx points non glignés §4 et B. La droite D est donc [’ensemble
des points M tels que les vecteurs AM et AB soient colinéaires :

—_— = =
MeD < AMNAB= 0.

(13) Soit par la donnée d’un point A et d’g/n vecteur u. La droite D est donc 'ensemble
des points M tels que les vecteurs AM et u soient colinéaires :

T
MeD < AMANu = 0.

OnnoteD=A+R u.

(iii) Soit par la donnée de deux plans sécants P et P'. La droite D est alors l’ensemble
des points M appartenant a la fois a P et a P’, c’est-a-dire dont les coordonnées
vérifient le systéme d’équations formé par les équations de P et de P'.

Proposition 5.2 (Paramétrage d’une droite).
— Tu
La droite D passant par le point A(xa,ya,za) et dirigé par le vecteur u | y, | est para-
e
métrée par :
T =T+ 1tx,
M(z,y,2) €D <= {x=ys+ty, ,t€R.
T =24+ tzy

_1)
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Proposition 5.3 (Systéme d’équations cartésiennes d’une droite).

(i) Toute droite de l’espace admet un systéme d’équations cartésiennes du type :

b d=0
{am + oy +cz+ ot (a,b,c) et (a’',V',c) non proportionnels

dr+by+cdz+d=0

(ii) Réciproquement tout systéme du type précédent définit une droite.

Exemple 5.1.
— Déterminer une représentation paramétrique et un systéme d’équations cartésiennes de la
droite D passant par B(1,0,2) et C(0,1,—1).
r+y+z=1

— Déterminer une représentation paramétrique de la droite D :
z—y+22=0

5.2 Distance a une droite

Définition 5.1 (Distance d’un point & une droite).

La distance du point My & une droite D est la distance MyH avec H le projeté orthogonal
de My sur la droite D.

Proposition 5.4 (Expression de la distance d’un point a une droite).

Soit D une droite passant par le point A
et dirigée par un vecteur u.

Soit My un point quelconque de l’espace.
La distance de My a D est donnée par :

1AM A u |
u
d(Mp, D) = 12202 Ul
I Mo

Exemple 5.2.

— Calculer la distance de A(1,—1,2) a la droite D passant par B(1,0,2) et C(0,1,—1).
— Calculer la distance de O a la droite D : x =y =z + 1.
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Proposition 5.5 (Perpendiculaire commune de deux droites).
Soient D1 et Dy deux droites non

paralléles gt dirgqées respective-
ment par uy et us.

1l existe une unique droite A ren-
contrant orthogonalement Dy et
Dy ; cette droite est appelée la
perpendiculaire commune a
Dy et Dy et on a :

A=P1NP,,

. Aq .
o Py et Py sont deux plans pas- D, Y H,

sant respectivement par A, et A 2

L - = = /r .

et dirigés par (ul, up N\ ug) et w1 E

- = — E

(ug, UL AN u ) .

Proposition 5.6 (Distance entre deux droites).

Soient D1 et Dy passant resp. par Aiet As,et dirigées respectivement par 12 et E;
La distance entre deux droites D1 et Dy est la distance HiHy ou Hy et Hy sont les inter-
sections de la (ou d’une) perpendiculaire commune a Dy et Ds.

(i) Si Dy et Dy paralléles alors :

1AAs Awrll || ArAs A
d(Dy, Dy) = 1 i uill _ 1 i U2
Tl T

(i7) Si Dy et Dy ne sont pas paralléles alors :

| det (171)7 "LT;, A1A2) |

lur Aus |

d(D1,Ds) =

Remarque. La deuxiérng fg;mulgdécoule de la formule du volume du parallélipipéde construit &
I’aide des vecteurs A Ao, uy et us.

Exemple 5.3.

Soient la droite Dy passant par B(1,0,2) et C(0,1,—1), et la droite Dy : x = y = z. Montrer
que ces droites ne sont ni paralléles, ni coplanaires. Calculer la distance de D1 a Ds.

6 Sphéres

6.1 Généralités

Définition 6.1 (Sphere).
Soit Q un point du plan et R un réel strictement positif. On appelle sphére de centre ) et
de rayon R, l’ensemble des points M du plan tels que QM = R.
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Proposition 6.1 ( Equation cartésienne d’une sphére).
Toute sphére de centre Q(zq,ya, zq) et de rayon R > 0 admet pour équation :

(x —z0)2+ (v —ya)® + (2 — 2z0)% = R2.

Proposition 6.2 ( Représentation paramétrique d’un cercle).
Tout cercle de centre Q(zq,ya,zq) et de rayon R > 0 admet pour représentation paramé-
trique :

x =zq+ Rsingcosf

y =yq+ Rsinpsing , 0 € [0,2x[,» € [0, 7]

z =zq+ Rcosy

Proposition 6.3 ( Caractérisation d’une sphére avec son diamétre).
Soit S une sphére de diamétre [AB].

—
MeS < MAMB=0

6.2 Droites et plans par rapport a une sphére

Proposition 6.4 (Positions relatives d’une droite par rapport a une sphére).
Soient S une sphére de centre ) et de rayon R, et D une droite de l’espace.
(i) Sid(2,D) = R, alors D coupe S en un seul point M , on dit que D est tangente
aS enM;
(i1) Sid(Q,D) < R, alors D coupe la sphére S en deuz points distincts;
(i43) Sid(2,D) > R, alors P ne coupe pas S.

Proposition 6.5 (Positions relatives d’un plan par rapport & une sphére).
Soient S une sphére de centre Q et de rayon R, et P un plan de I’espace.

(1) Si d(Q,P) = R, alors P coupe S en un seul point M , on dit que P est un plan
tangent a S en M ;
(i) Sid(Q,P) <R, alors P coupe la sphére S en un cercle ;
(i73) Sid(2,P) > R, alors D ne coupe pas S.
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7 Transformations vectorielles de I’espace

7.1 Rotations vectorielles

Définition 7.1 (Rotation).
Soit D wune droite wvectorielle

(c¢’est-a-dire passant par O) di-
rigée par [_() et € R.

On appelle rotation wvecto-
rielle d’aze D orienté par [? et
d’angle 0, Uapplication r de l’es-
pace qui @ un vecteur U associe

le vecteur : 7
0 = r(u) = ro(p(u))+u —p(u),

o p est la projection orthogonale
sur le plan vectoriel P orthogonal

s
a K, et rg est la rotation vecto-
rielle dans ce plan.

Proposition 7.1 (Matrice de rotation).

-
Soit D une droite vectorielle dirigée et orientée par un vecteur unitaire K et 6 € R.
Soit r la rotation vectorielle d’axe D et d’angle 0.

7
- = —
Si un vecteur U est de coordonnées y | dans une base orthonormée directe B= (1, J,K),
z
]:/
limage de u par r est le vecteur v de coordonnées y' | vérifiant :
ZI
z’ T 1 0 0
v | =Rox [y]| avec Rg= [0 cos(f) —sin(6)
2 z 0 sin(d) cos(9)

Ry s’appelle matrice de la rotation r dans la base B.

=
Exemple 7.1. Déterminer La matrice de rotation d’aze (O; k) et d’angle g

Remarque.

Les rotations vectorielles de I’espace possédent les mémes propriétés que les rotations vecto-
rielles du plan : conservation des longueurs, des mesures d’angles.
De méme : Ry X Ryr = Rgy¢/, Ry est inversible et R;l = R_y.
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7.2 Réflexions vectorielles

Définition 7.2 (Réflexion).
Soit P un plan vectoriel de l’es- ;
pace. On appelle réflexion vec- .
torielle ou symétrie wvecto- KI
rielle par rapport au plan P,
lapplication s de l’espace qui a 1
un vect_e}ur ZL) associe le vecteur ! p(i)
v = s(u) qui vérifie :

- = —
V=U-—pu

);

ot p est la projection orthogonale
sur le plan P.

(

Proposition 7.2 (Matrice de réflexion).

—
Soit s la symétrie vectorielle par rapport au plan P de vecteur normal K.

— % == = =
Si un vecteur u est de coordonnées | y | dans une base orthonormée directe B = (I, .J,K),
z
"I/'I
l'image de u par s est le vecteur v = S(’l_[) de coordonnées |y | vérifiant :
Z/

x . 1 0 0
Yy —S><<> avec S=10 1
o 00

z

o

S s’appelle matrice de la réflexion s dans la base .

a

N
Exemple 7.2. L’image du vecteur ub par rapport au plan vectoriel (O; 7, k) est le vecteur
c

a 1 0 0
- . . . - = 7
v | =b|. La matrice de rotation associée a s dans la base B=(k,i,j)est S=[0 1 0

c 0 0 -1
Remarque.

Les réflexions vectorielles de I’espace possédent les mémes propriétés que les symétries vecto-
rielles du plan : conservation des longueurs, des mesures d’angles géométriques.
De méme : S est inversible et S™' = S.
Remarque.

—
Une réflexion par rapport a une droite vectorielle D = (O, K) correspond & une rotation d’axe
D et d’angle .
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