* Sup PTSI B - Icam Toulouse %

Correction du DM n° 6

Exercice 1

1) On trouve a I’aide de I’algorithme de Jordan-Gauss P~ = P et on vérifie que P x P~! = I.

1 -1 0
2)B=(0 1 -1
0 O 1
3) On adesuite: B=1—N.
N =1
010
N=|0 01
0 00
0 01
N*=100 0
0 0 O

Pour tout k € N, si k > ?;,N]C = 03.

4) — On vérifie que I et N commutent : I x N =N x I = N.
Donc on peut appliquer la formule du binéme de Newton.

— B'=1
1 -1 0
Bt=[ 0 1 -1
0 0 1
Et pourn > 2:
B" = (I - N)"
:Z(Z)(—N)kln Favec I"F =T
k=0
n
= —N)k
k)( )
k=0
n n
= I- N N?24+0
(0)1= (1) (3) o
:I—nN+@N2
1 —n n(n —1)
2
- 0 1 -n
0 0 1

5) — B=PAP '<= P 'BP=A
On en déduit que :
A" = (P~'BP)"
=P 'BPx P !'BPx-.--x P"'BP
=P 'BxBx---xBP

=P 'B"P
— Par calcul du produit ci-dessus :
14 %n + %n2 %n + %nQ —%n + %nz
A" = —2n — n? 1—n? 2n —n?
%n + %nQ —%n + %nQ 1—- %n + %nQ
Partie II :
3 1 0 U, 3u, + vy
1) AxX,=| -3 0 1 X | v, | = | —3u, +w,
1 0 0 W, Un
Donc : A x X, = Xp41-
2) Il s’agit d’une simple récurrence ...
1+ %n + %nz %n + %nQ f%n + %nz
3) Avec ci-dessus : X,, = —2n — n? 1—n? 2n —n?
%n—i—%nz —%n—l—%n2 1—%n+%n2

—= O N
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8)

24 5n+3n?
X,=[ —2n-3n?
1—%71—&—%712

Exercice 2

(B1):220—1=0 < z=

DN =

-1-V5 -14+V5

(By):a? 40 —-1=0 < x, = 5 ¢ [0, 400,22 = )

Pour tout = > 0, g, (z) = na™ ! 4+ 1> 0, donc g, est strictement croissante sur [0, +ocl.

g, est continue et strictement monotone sur [0, 1], et vérifie g,,(0) X g, (1) < 0. On en déduit d’aprés le théoréme des
valeurs intermédiaires I’existence d’un unique réel z,, € [0, 1] (puisque g, est bijective sur [0, 1]) vérifiant g, (z,) = 0.
Plus précisément, x,, €]0, 1] car g,(0) # 0 et g,(1) # 0 donc =, #0 et x, # 1

re€Dy <= 1—ax>0et >0 < D;=]0,1].

lim f(z) =0car limIn(1 —z) =0et lim In(z) = —oc.

x—0 z—0 r—0+

lim f(z) =400 car lim In(l —z) =—occet lim In(z)=0".
r—1— r—1— T—1-

1—2z)In(1-— 1
Pour tout = € Dy, f'(z) = (1=a)ln( I)2+ zln () , le dénominateur est manifestement négatif.
z(z — 1) In” (z)

Etudions maintenant le signe du numérateur. Posons g(x) = (1—x)In (1 — z)+x In (), on obtient ¢’(z) = In (1 z )
—x

Pour tout x €]0,1[, on a ¢'(z) > 0 < % >1 <= ze[l/2,1].
T

z [0 1/2 1
g(@) - +

g(x)o\flrﬂ/o

On conclut que pour tout z €]0,1[, g(z) < 0 et par suite f'(x) > 0. On obtient ainsi :

z |0 1
)] +

In(l —z,) In(z})

On sait que z,, est solution de (E,), alors il vérifie z, + z, —1 =0, d’ou f(z,) = n(z)  in(on)
n(x, n(xy,

=n.

On a d’aprés ce qui précéde f(z,y1) = n+ 1, on en déduit que f(z,) < f(xn1+1) et comme f est croissante sur
10, 1], alors x,, < z,4+1. On conclut que la suite (x,) est croissante, mais par construction pour tout entier naturel
n,x, €]0,1], il en découle que la suite est majorée par 1.

Au final, la suite (z,) est convergente. Notons £ sa limite, on a donc 1/2 < ¢ <1 car la suite (z,) est majorée par 1
et croissante dont le premier terme est x; = 1/2 voir la question 1).

Supposons que ¢ < 1, on peut écrire z], +x, —1 =¢€" In(zn) 4, —1. En faisant tendre n vers +oo, on a ¢™™@n) — 0
car limnln(x,) = —oco et par suite =, +x, — 1 — £ — 1 # 0 ce qui est absurde.
—_———

=0
On conclut donc que £ = 1.

Fin du corrigé
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