* Sup PTSI B - Icam Toulouse
Correction DM n° 4

Pré-requis :
— savoir les propriétés de la fonction logarithme et de la fonction arctangente ;
— savoir calculer des dérivées usuelles;
— savoir trouver une équation de la tangente.

Exercice 1

1) — Soit on résout en faisant les deux cas : x positif, x négatif, et on résout les inéquations. . .
— Soit on remarque que pour tout x € R :
22 +1> 2% >0 donc avec la croissance de Vosur Ry ¢

Vaz+1>vVa? soit :
vaz+1>|z| or:|z| > —x ,dou:
Va2 +1> -z

L’ensemble des solutions de I'inéquation est R.
2) D’aprés ci-dessus pour x € R :
x? 4+ 1> 0, or racine carré est définie sur R, , donc racine v/x2 + 1 existe,
Va2 + 142 >0, or In est définie sur R7, donc In (ac + Va2 + 1) existe.
Donc Dy = R.

3) — Dy est symétrique par rapport a 0.
— Pourzx e R :

f(=z)=1In (—1‘ + \/(—@724-1) donc :
f=2)+ f@) =t (—e+ Va2 +1) +1n (o + Va2 1)

=t ((~a+ Va2 1) (w4 Va2 4 1))

=1In (fo + 2%+ 1)
=In(1)=0
On en déduit que : f(—z) = —f(x).
Donc f est impaire.
4) Toutes les fonctions en jeu sont dérivables sur leur ensemble de définition, sauf /" qui n’est pas dérivable en 0.
Or pour tout z € R: 2241 > 0.
Donc f est dérivable sur R.

5) Pour z € R, en utilisant la dérivation de fonctions composées :

F(z) = N S (1+ 233)
r+ V241 2vVx? +1
B 1 L2 +vVrZ+1
z+Vr?+1 vVaz+1
1
Va2t
Erf_l T+ Vr2+1=+o0
T=Toe donc par composition : lim r) =400
lim In(u) = 400 P P fﬂﬁJrOOf( )
u—-+00
xz |0 +o00
7) |f' (@) +
+oo
f@), "

8) La tangente en (0;0) a pour équation y = x.
9) — Pourz >0:
f(@)—g(x)=In (x +Va? + 1) —In(22)
I (m—l—VmQ + 1>
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1+4/5+1

2

=1In

1
Or: lim — +1=1, dou par composition :
T—+00 €T

Jim  f(z) —g(x) =0

— Par conséquent C; et la courbe représentative de g sont courbes asymptotes en +oo.

3
y = In(2x)
1
y=In(x)
10) -4 -3 -2 -1 y 0 1 2 3 4 5 6 7
-1
c
-2
-3
-4
g
11) — f(sh(z)) =In (sh sh?(z) + ) or sh?(z) 4+ 1 = ch?(x)
=In ( ch2( )] et comme ch(xz) >0
= In (sh(z) + ch( )) il vient en remplagant par les expressions
=In(e”
=z
eln(az+\/12+1) e ln(z+\/m2+1)
— () = '
1 T 1 )
= — x N —
2 x + Va2 41
1 (@+Var+ )
2 z+Va?+
1 2%+ 20vV12 + 1 + 22
2 r+Va?+
_1fz —|—233\/x2—|—1+x2
2 r+vVr2+1

=x
Donc f est la réciproque de sh.

Exercice 2

1
1) f est définie et dérivable sur D =R\ {5}

2) Pour z élément de D,
f/(x) = 2z arct ! + (2% - 1) —2 ! 2z arct ! w1
x) = 2z arctan z° - = 2z arctan - .
2z — 1 (2x71)21—|—(2%+1)2 20—1 222—-2x+1

1 z? —1
20 —1 2222 —-2x+1°

De plus, pour z non nul : f'(z) = 2zg(z) ot g(x) = arctan
3) Pour z élément de D\ {0},

, 1 122223 — 222 + ) — (22 — 1)(622 — 4z + 1)
g(x):_2z2—2x—|—1_§ 22222 — 22+ 1)2
—222(22% — 2z + 1) 4+ 22* — T2 + 4z —1  22* —42® +92? —4da + 1
202(222 — 21 + 1)2 T 22(a = 2x 4 1)2
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1)

Maintenant,

2\* 3
21:4—4x3—|—9:c2—4as—|—1:2x2(x—1)2—|—7x2—4x—|—1:2:52(3:—1)24—7(3:—7) +2 >0

1 1
Donc, g est strictement décroissante sur | — oo, 0], sur ]0, 3 [ et sur ] 3 400 [ En +o00, g(z) tend vers 0. Donc g est

strictement positive sur %, 400 |. Quand z tend vers % par valeurs inférieures, g tend vers —g + g < 0 et quand
x tend vers 0 par valeurs supérieures, g(z) tend vers +oo. Donc ¢ s’annule une et une seule fois sur lintervalle
10, %[ en un certain réel zy de O,% . g est de plus strictement négative sur }xo, % { et, strictement positive sur
10, 20[. Quand z tend vers —oo, g(x) tend vers 0. Donc g est strictement négative sur | — oo, 0[.

Enfin, puisque f'(x) = 2xg(x) pour x # 0, on a les résultats suivants : sur | — oo, 0[, f > 0, sur |0, zo[, f' > 0, sur

1 1 1
0, 5 , f/ <0, sur 5,—1—00 , /> 0. Comme f'(0) =1 >0, on adonc : sur | — oo, zo[, f >0, sur]sco,Q{, f'<o0

1 1
et sur > 400 {, J/ > 0. f est strictement croissante sur | — 0o, o] et sur } > 400 [ et est strictement décroissante

S
sur I07§ .

Fin du corrigé
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