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Exercice 1

� 1er cas : x = 0[π]

Pour tout k ∈ N : 2(k + 1)x ≡ 0[2π], d'où : S =

n∑
k=0

ei2(k+1)xeix avec ei2(k+1)x = 1

=

n∑
k=0

eix

= (n+ 1)eix

Donc :

{
S = n+ 1 si x = 0[2π]

S = −n− 1 si x = π[2π]

� 2ème cas : x 6= 0[π]

S =

n∑
k=0

Re(ei(2k+3)x)

= Re

(
n∑
k=0

ei(2k+3)x

)

= Re

(
ei3x

n∑
k=0

ei2kx

)

= Re

(
ei3x

n∑
k=0

(
ei2x
)k)

somme des termes d'une suite géométrique de raison ei2x 6= 1, d'où :

= Re

(
ei3x ×

1−
(
ei2x
)n+1

1− ei2x

)
on utilise la technique de l'arc moitié :

= Re
(
ei(3x+(n+1)x−x) × e−i(n+1)x − ei(n+1)x

e−ix − eix

)
puis les formules d'Euler :

= Re
(
ei(n+3)x × 2i sin(−(n+ 1)x)

2i sin(−x)

)
=

sin(n+ 1)x

sinx
Re
(
ei(n+3)x

)
=

sin(n+ 1)x

sinx
cos ((n+ 3)x)

Exercice 2

1) Les solutions de l'équation z2 − 2 cos(α)z + 1 = 0 sont : eiα et e−iα.
On en déduit que les solutions de z2n − 2 cos(α)zn + 1 = 0 véri�ent zn = eiα ou zn = e−iα.
Ainsi l'ensemble des solutions est :

S =
{
ei(

α
n+ 2kπ

n ), e−i(
α
n+ 2kπ

n ) avec k ∈ {0, 1, · · · , n− 1}
}
.

Soit
Pα(z) = z2n − 2 cos(α)zn + 1.

a) Connaissant les 2n racines du polynôme Pα(z) qui est de degré 2n, on en déduit que :

Pα(z) =

n−1∏
k=0

(
z − ei(

α
n+ 2kπ

n )
)(

z − e−i(
α
n+ 2kπ

n )
)

Or :(
z − ei(

α
n+ 2kπ

n )
)(

z − e−i(
α
n+ 2kπ

n )
)

= z2 −
(
ei(

α
n+ 2kπ

n ) + e−i(
α
n+ 2kπ

n )
)
z + ei(

α
n+ 2kπ

n ) × e−i(
α
n+ 2kπ

n )

= z2 − 2z cos

(
α

n
+

2kπ

n

)
+ 1;

d'où la factorisation de Pα :

Pα(z) =

n−1∏
k=0

(
z2 − 2z cos

(
α

n
+

2kπ

n

)
+ 1

)
=

(
z2 − 2z cos

(α
n

)
+ 1
)(

z2 − 2z cos

(
α

n
+

2π

n

)
z + 1

)
. . .

(
z2 − 2z cos

(
α

n
+

2(n− 1)π

n

)
+ 1

)
.
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b) On a :

1− cos θ = Re(1− eiθ) = Re
(
eiθ/2

(
e−iθ/2 − eiθ/2

))
= Re

(
eiθ/2 (−2i sin(θ/2))

)
= Re ((cos (θ/2) + i sin (θ/2))× (−2i sin(θ/2)))

= 2 sin2
(
θ

2

)
.

c) On a Pα(1) = 12n − 2 cos(α)× 1n + 1 = 2(1− cosα) = 4 sin2
(α
2

)
, d'autre part :

Pα(1) =

n−1∏
k=0

(
12 − 2 cos

(
α

n
+

2kπ

n

)
+ 1

)
=

n−1∏
k=0

(
2

(
1− cos

(
α

n
+

2kπ

n

)))

= 2n
n−1∏
k=0

(
1− cos

(
α

n
+

2kπ

n

))
= 2n

n−1∏
k=0

2 sin2
(
α

2n
+
kπ

n

)

= 4n
n−1∏
k=0

sin2
(
α

2n
+
kπ

n

)
= 4n sin2

( α
2n

)
sin2

( α
2n

+
π

n

)
. . . sin2

(
α

2n
+

(n− 1)π

n

)
.

On en déduit que :

sin2
( α
2n

)
sin2

( α
2n

+
π

n

)
. . . sin2

(
α

2n
+

(n− 1)π

n

)
=

sin2
(
α
2

)
4n−1

.

2) Pour tout α appartenant à ]0, π[, et pour tout entier naturel n ≥ 2, on pose :

Hn(α) = sin
( α
2n

+
π

2n

)
sin

(
α

2n
+

2π

n

)
. . . sin

(
α

2n
+

(n− 1)π

n

)
.

a) Pour tout α ∈]0, π[, sin(α/2) > 0 et sin

(
α

2n
+
kπ

n

)
> 0 car

(
α

2n
+
kπ

n

)
∈]0, π[ pour k ∈ {0, 1, · · · , n− 1}.

On en déduit d'après l'identité trouvé dans la précédente question :

2n−1Hn(α) =
sin(α/2)

sin(α/2n)
.

b) Sachant que lim
t→0

sin t

t
= 1, on a donc :

lim
α→0

Hn(α) = lim
α→0

sin(α/2)

2n−1 sin(α/2n)
= lim
α→0

sin(α/2)

α/2
× α/2n

sin(α/2n)
× n

2n−1

=
n

2n−1
.

c) En faisant tendre α vers 0 dans Hn(α) = sin
( α
2n

+
π

2n

)
sin

(
α

2n
+

2π

n

)
. . . sin

(
α

2n
+

(n− 1)π

n

)
, on en

déduit que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 2, on a

sin
(π
n

)
sin

(
2π

n

)
. . . sin

(
(n− 1)π

n

)
=

n

2n−1
.

Fin du corrigé
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