|TD 6 : Dérivées - Fonctions usuelles|

Exercice 1| Résolution d’équations

Résoudre sur R les équations suivantes :

1/ cos(z) = V3sin(z). 3/ Z Vi eke . 5/ arcsin(2x) = arcsin z+arcsin(zv/2),

2/ (z)V* = (\/I)z 4/ Chx =2, 6/ 2arcsinx = arcsin(2zy/1 — x2).

Solution:
1. tanx:% — :g—kk?r(k;EZ)
. - In(z) =0
2. Domaine d’étude est R, (z)V* = (V)" < Vzln(z) — ) In(z) =0 < "

Donc, S = {1,4}.

(-Dker” =0 =

= 1M

>
Il

0

4. chz =2 x=+argch2 =+In(2+ \/227 iln(2+f) Les solutions sont 1n(2+\f) et —ln(2+\f) (ou
encore In(2 — v/3) car (2+v3)(2—v3) =1).

11 11
5. Une solution est nécessairement dans {2, } . Soit donc x € {2, 2} .

arcsin(2x) = arcsin « + arcsin(zv/2) = sin(arcsin(2z)) = sin(arcsin z + arcsin(zv/2))

s =2\/1— (V2?2 +2v2V/1-22 & 2 =00u/1—222+ /2 — 222 =2

sSr=00ul—222+2—22%+2,/(1—222)(2—222) =4

oz =00ou2y/(1—2x2)(2 — 222) = 1 + 42
& x =0ou 4(4x* — 627 +2) = (42® +1)?
7

oum— —1]L
32 T T TV 3

sr=00u32’=7<z=00uz=

Réciproquement, pour chacun des ces trois nombres z, la seule implication écrite est une équivalence si x est dans

2

11 7 14 16 1

[75, 5} (ce qui est le cas puisque (iw32> == < i (5)2) et arcsinz + arcsin(zv/2) est dans [fg, g]
Mais,

/ |7 |7 |7 /8 1
0 < arcsin + arcsin( \f = arcsin 32 ~+ arcsin 16 S < 2arcsin 6= = 2arcsin \@ 2
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. 7 . 7 T R i, . 7 : 7 T
et donc arcsin 4 / 3 +arcsin(4/ 5\/5 € [0, 5] De méme, par parité, arcsin(—1/ E) +arcsin(—1/ 5\/5) € [—5, 0]

ce qui acheve la résolution.

S:

]

6. Soit x € R. arcsin x existe si et seulement si « € [—1, 1]. Ensuite,

arcsin(2zv/1 — 22) existe & z € [—1,1] et 22v/1 — 22 € [—1,1]
s xe[-1,1]etdz*(1 —2%) €[0,1] © z € [-1,1] et 42*(1 — 2?) < 1
src[-1,1]etdr? — 42’ +1>0e 2 [-1,1]et (22> —1)2>0

sz e[-1,1]
Pour z € [—1,1], sin(2arcsin(z)) = 2sin(arcsin z) cos(arcsinz) = 2zv/1 — 22 = sin(arcsin(2zv/'1 — z2)), et de

plus,

arcsin(2zv/1 — 22) € [—g, g] Par suite,

x solution < x € [—1,1] et 2arcsin(z) € {_f f}

2’2
T T 1 1
& x € |—1,1] et arcsin(z) € [—7,7] Sz e [—,] .
1 1
[

2 2
Derivées
Calculer la dérivée des fonctions suivantes :

3 2
__r . 6/ k(:c):ln(2+sin2 (em ))
1 = — )
[ F)=

1+
x—1 7/ 1(z) = arctan :
2/ g(z) = ; 1-a
\/; 8/ m(z) = arctan (\/ 1422 — x) .
)
4/ i(w) = —

~ cos \/:E;
5/ j(z) = Arctan(sin3«); e

Solution:

Exercice 3| Fonction circulaire réciproque

1 sh
Soit f : & — arcsin | — | — arcsin 21T | Caleuler f'. En déduire I'expression de f.
chz chz
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Fonction hyperbolique

h h
Simplifier 'expression de f(z) = In 1/ m
chx —shx
Fonction arctan
Soit f(x) = arctan (e”)

1/ Déterminer I’ensemble de définition de f, puis Pensemble de dérivabilité de f.

2/ Calculer f’, puis déterminer une équation de la tangente a la courbe de f au point d’abscisse 0.

Somme et produit

Calculer :

n T .
1/ P,(z) = kl;[lch (2—k> oun € N.

2/ S, = Zsh(a + kb) et Cp, = Zch(a + kb) avec (a,b) € (R*)? et n € IN.
k=0 k=0

Exercice 7| Dérivée nieme

Calculer la dérivée n'®*™e de f : x — f(z) dans les cas suivants :

1/ f(x) = 2™ 4/ f(x) =sin’x ; 6/ f(z) = 1771% Sl b e
2/ flay=2"
3/ f(x) = cos3u; 5/ f(z)=Inz;

Dérivabilité

Déterminer les domaines de dérivabilité puis les expressions des dérivées des fonctions suivantes :

1/ f(z)=1In (x—i— 1+x2) 2/ f(z) = (1+i)x 4/ f(x) = arcsin(l — z%).

3/ flz)=1]1- x2‘ e’ 5/ f(x) = arctanx + arctan(1/z).

Etude d’une fonction

P In |z
Etudier et représenter graphiquement la fonction f:x 21
x
. . o 1+
Soit f la fonction définie par f : x — arctan
-z

1/ Déterminer le domaine de définition de f, puis son domaine de dérivabilité.
2/ Déterminer l'expression de la dérivée de f.
3/ En déduire une expression simplifiée de f.

4/ Déterminer une équation de la tangente & la courbe de f au point d’abscisse 0.

: . . o 1—cosz
Soient les fonctions f : x + arcsin(sinz) et g : ¢ — arctan T cosz’
cos T

1/ Simplifier les expressions de f(z) et g(x).
2/ Construire les graphes de f et g.
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Solution:

Simplifier les expressions suivantes :

1/ fi(z) = arcsin <\/lj—7x2>
2/ fo(z) = arccos (1 - x2>.

1+ 2?2
1—
3/ fS(:E)=arcsin\/1—m2—arctan< 1+x>.
x
4/ fulx) t tan —— + arctan ——
x) = arctan — — arctan arctan
: 212 z+1 x

Solution:

x
1/ 1ére solution. Pour tout réel z, Va2 + 1> va? = |z| et donc —1 < T < 1. Ainsi f; est définie et dérivable
T+
sur R, impaire, et pour tout réel x,

film) = ( L lx 22 ) L b arctan’ ()
' r2+1 2 (22+1)Va2+1 \/1_ a2 1+ 22 i
1422

Donc il existe une constante réelle C' telle que pour tout réel z, fi(z) = arctanz + C. = 0 fournit C' = 0 et donc,

T

Vz € R, arcsin [ ——
<\/ 2+ 1

) = arctan .

T
2éme solution. Pour x réel donné, posons 6 = arctan z. 6 est dans }—5 5 [ et £ = tan6.

T . tan 6
VaZ+1  \/1+tan20

= Vcos? 0 tanf = cos O tan f (car cosf > 0)

=sind

et donc

fi(x) = arcsin(sin @) = 6 (car 0 est dans }—g, g {)

= arctan x.

2 1—a?
2/ 1lére solution. Pour tout réel z, -1 < —14+ —— = °

1+22 1422
f2 est donc définie et continue sur R, dérivable sur IR*. Pour tout réel  non nul,

< —1+2 =1 (avec égalité si et seulement si z = 0).
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—2z(1 + z%) — 2z(1 — z2) —1 4z 1 2e

(1+$2)2 1 (1—ZE2)2 - ].+l'2 \/43;‘2 - 1+$2
— \1+z2

5(x) =

ou ¢ est le signe de . Donc il existe une constante réelle C' telle que pour tout réel positif z, fo(x) = 2arctanx + C (y
compris = 0 puisque f est continue en 0).

2 = 0 fournit C' = 0 et donc, pour tout réel positif x, fo(x) = 2arctan . Par parité,

2

1—
Vz € R, arccos ~— T ) = 2arctan |z|.
1+ 22

2éme solution. Soit z € R puis § = arctan x. 6 est dans }—g, g { et x = tan6.

1-2®> 1—tan®0
z - an2 = cos? f(1 — tan? f) = cos® f — sin® § = cos(26).
1+22  1+tan®6

Donc

T
20 si 0 € [0,5[ 2arctanx six >

f2(z) = arccos(cos(26)) = _

0
- = 2arctan |z|.
7298196}*5,0} —2arctanz sixz < 0

3/ La fonction x — arcsin v/1 — 22 est définie et continue sur [—1, 1], dérivable sur [—1,1] \ {0} car pour z élément de

—z
[~1,1], 1 — 2? est élément de [0, 1] et vaut 1 si et seulement si  vaut 0. est défini et positif si et seulement si x

est dans | — 1, 1], et nul si et seulement si z = 1. f3 est donc définie et continue sur | — 1, 1], dérivable sur | —1,0[U]0, 1[.

Pour z dans | — 1,0[U]0, 1], on note ¢ le signe de x et on a :
, x 1 —(I+z) =@ =z 1 1 € 1 1
f3(x):_\/1—x2\/17(17x2)_ (1+x)? 9 ielt 2 a2 2Vi-a?
T 14z
Si z est dans |0, 1], f4(z) = SENE S (—= arcsin)’(z). Donc, il existe un réel C' tel que, pour tout x de [0,1] (par
9 y J3 - 2m — 2 o ) X q 7p ) p
continuité) fs(z) = —3 arcsinz + C. = 1 fournit C' = % Donc,
T 1 .
Vz € [0,1], fa(z) = 7~ 5 aresinz = g arccosz.

3 1
75\/1—.%‘2 N

3
[, (= arcsin)’(z). Donc il existe un réel C’ tel que, pour tout = de | — 1, 0] (par
3

continuité) f3(z) = 5 arcsinz + C’. z = 0 fournit

Si z est dans | — 1,0[, f5(z)

= (C'. Donc,

bo | 3
w3

3
Vo €] —1,0], f3(z) = iarcsiner %

4/ f4 est dérivable sur D = R\ {—1,0} et pour = élément de D, on a :
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1 1 (x+1)—2x 1 x—(x—1) 1

/
((E) = 3 — + —1)2
4 314 i (x+1)2 1+ 7(1121)2 72 1+ (13621)
_ 4z 1 i 1 _ 4z " 4z —0
42t 41l 22241420 2224+1-22 0 4xt4 1l (20241)2 —4x2
fa est donc constante sur chacun des trois intervalles | — oo, —1[, | — 1,0[ et |0, +o00[. Pour > 0, f(z) = f(1) = 0. Pour
. 1 s T T .
-1l<z<0, f(z) = tgrill f(t) = arctan 5= (—5) + arctan2 = 2 + 5= Pour z < —1, f(z) = tl}l_noof(t) = 0 et donc

t>—1

Ve € R\ {-1;0}, folz) = 0siz €] — oo, —1[U]0, +00]
wsiz €] —1,0]
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