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Chapitre 6

Dérivations et fonctions usuelles

1 Dérivation

1.1 Généralités

Définitions 1.1. (Rappels.)
Soient I un intervalle de R, f une application de I dans R et a € I.
— On dit que f est dérivable en a lorsque :

o 1) = (@)

Ta €T —

z#a
Dans ce dernier cas : on l'appelle nombre dérivé de f en a, et on la note f'(a).
— Lorsque [ est dérivable en toute valeur (ou tout point) a de I on définit alors la
fonction dérivée de f :
f: 1 — R
z —  fl(z)
— On note l’ensemble des fonctions dérivables sur I : D(I,R)

existe et est finie.

Exemple 1.1. Soit n € N, montrons que la dérivée de la fonction définie par f(x) = z"
() = na™ "t

Exemple 1.2. Montrons que la dérivée de f(x) = sinx est f'(z) = cosx.

1.2 Tangente

Théoréme 1.1. (Equation de la tangente.)

Soient I un intervalle de R, f une application de I dans R et a € I.

Si f est dérivable en a alors la tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse
a a pour équation

y=f(a)(z—a)+ f(a)
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1.3 Opérations

Théoréme 1.2. (Opérations sur les fonctions dérivables.)

Soient f,g deux fonctions définies sur un intervalle I a valeurs dans R, et A\ € R.
On suppose que f et g sont dérivables sur I, alors :

(i) f+g est dérivable sur I et : (f+g)=f+4.
(i1) Nf est dérivable sur I et : (\f) = \f’

(i17) fg est dérivable sur I et : (fg) = f'g+d'f
(iv) si de plus g ne s’annule pas sur I :

1 1 ! /
— est dérwwable sur I et : () - _9
g

9/ g2
S )
i est dérivable sur I et : <f> = M
9 g g

Théoréme 1.3. (Dérivée d’une composée.)

Soient f une fonction définie et dérivable sur un intervalle I, a valeurs dans un intervalle
J, et g une fonction définie et dérivable sur J.

La composée de [ par g, go f est dérivable et :

(gof) =(gof)xf ouencore VreE, (gof) (z)=f(z)xg(f(x)

Exemple 1.3.
Déterminer ’ensemble de définition et de dérivabilité de la fonction f : x — In (:E +V1+ x2) .

Corollaire.

Soit I un intervalle ouvert. Soit f : I — J dérivable et bijective dont on note f~1:J — I la
bijection réciproque. Si f' ne s’annule pas sur I alors f~1 est dérivable et on a pour tout x € J :

Exercices d’application.

1. Déterminer la dérivée de la fonction réciproque de x — 2.
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2 Fonctions logarithmes et exponentielles

2. Méme question pour les fonctions cos, sin et tan.

1.4 Deérivées successives

Soit f : I — R une fonction dérivable et soit f’ sa dérivée. Si la fonction f’: I — R est aussi
dérivable on note f” = (f)’ la dérivée seconde de f. Plus généralement on note :

FO =y O =g @ =g ey ) = (f(n))’

Si la dérivée n-iéme f(”) existe on dit que f est n fois dérivable.

2 Fonctions logarithmes et exponentielles

2.1 Logarithme népérien

Définition 2.1.

1
on appelle logarithme népérien et on note In la primitive sur R, de la fonction x — — qui
x
s’annule en 1 :

1
Vz e R}, lnx:/ ;dt.
1

Propriétés 2.1.

1
(i) La fonction In est dérivable sur RY et Vz € R’ ,In'(z) = =

In est strictement croissante sur Ri.

)
(14i) Ya,b € RY, In(ab) =Ina+ Inb.
1
(tv) Ve >0, y >0, In— = —Inuz, % =lng —lIny.
T )
(v) VneZ, Ina" =nlnx.
In(1
(vi) lim Inz =+4oco, lim Inz = —o0, lim M =1
r——+00 r—0t z—0 x
(vii) la fonction In est concave et Inx < x — 1 (pour tout z > 0).
(viii) Siu est une fonction dérivable sur un intervalle I, ne s’annulant pas sur I, In|u| est

I
dérivable sur I et (Injul)’ = “.
u
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y=Inzx

2.2 Logarithme de base 10

Définition 2.2.

On appelle logarithme de base 10 et on note log,, ou log la fonction définie sur R
par :

Inx

Vo € Rj_, IOglo(l’) = m

Remarques.

1. La fonction log posséde les mémes propriétés que celles de In.

2. On a pour tout n € Z, log(10™) = n.

2.3 Exponentielle de base e

Définition 2.3.

La fonction In est continue et strictement croissante de R* sur R donc établit une bijection

de R sur R et admet une bijection réciproque définie de R sur R’y appelée fonction
exponentielle et notée exp :

{ y = exp(z) @{ a = In(y)

rzeR y e Ry
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2 Fonctions logarithmes et exponentielles

Y Yy =expxr

Propriétés 2.2.

(1) Pour tous x,y € R, exp(x + y) = exp(z) X exp(y).
1
(i7) Pour tout x € R, exp(—z) =

exp(z)
(7ii) Yoz € R, Vn € Z, exp(nx) = (exp(z))".

Remarque.

En notant e le réel exp on obtient pour tout n € Z, exp(n) =" (e & 2,
Par convention, on note alors : pour tout = € R, exp(z) = e”.
La fonction exp est appelée fonction exponentielle de base e.

Propriétés 2.3.

. _ e”
(i) Yo,y €R, "V =e” xe¥ et e” ¥ = -
(§]

1
(i7) Yz € R, e7% = — et pour tout n € Z, e"* = (e”)" .
em
(iv
réel x, expx > 1+ x.

. : et -1
(v) lim e =+4o00; lim €”=0; lim
r—r+00 T—>—00 x—0 aB

=1

2.4 Exponentielle de base a

Définition 2.4.

sur R par :

Vr € R, exp,(z) = e*"% = a°.

Remarques.

1. Les propriétés de exp, se déduisent de celles de exp , en particulier :

(a) la fonction exp, est dérivable sur R et exp!,(z) = Inae®*™* =Inaa

(b) sia>1, alors exp, est strictement croissante sur R;

M.Boukhobza

718).

)
(i7i) La fonction exp est dérivable sur R et pour tout v € R, exp/(z) = e”.
) La fonction exp est strictement croissante sur R et elle est conveze; on a pour tout

Soit a € R\ {1}. On appelle exponentielle de base a et on note exp, la fonction définie

T .
’
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6 Dérivations et fonctions usuelles

(c) si0 < a<1, alors exp, est strictement décroissante sur R.

2. La fonction exp;q = 10” est la bijection réciproque de logy,.

3. On retrouve les régles usuelles des exposants entiers :

Y(z,y) € R?, a"TY = a"aY, etc...

3 Fonctions puissances, racines ni¢mes

3.1 Fonctions puissances

Définition 3.1.
Soit a € R. On appelle fonction puissance la fonction définie sur R’ par :

Ve e Ry, z% = etne

Propriétés 3.1.

La fonction fo : x — x est dérivable sur R’ et pour tout v € R, f/ (z) = ar® L.

(i) pour a >0, f, est strictement croissante sur Ri s
(it) pour o =0, fo est constante sur R ;
(ii1) pour o <0, fq est strictement décroissante sur R .

Remarques.

1. Pour a >0, f, peut étre prolongée par continuité en 0 en posant f,(0) = 0.
2. Sia €N, alors f, est définie sur R (si a € Z™ alors fo est définie sur R* ).

3. On retrouve les propriétés classiques des puissances :
Soit x,y >0 et a,b € R.

(a) %70 = %2

1
b) 2= —
() = =

(c) (xy)* = xy*
(d) (xa)b _ Iab
(e) In(z%) =alnzx

Exemple 3.1. courbes représentatives de x — z™ et x — 293 :

y y=gz"
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3 Fonctions puissances, racines ni¢mes

3.2 Fonctions racines niémes

Définition 3.2 (Racine nitme),
Soit n € N, n > 2, la fonction f, définie sur Ry par f,(x) = 2" établit une bijection de
Ry sur Ry et admet donc une bijection réciproque appelée fonction racine ni¢™e notée
z— Yz = T définie de Ry sur R, :

{ y=¥z { z=y"

$€R+ y6R+

Remarque. pour n impair z — {/z est définie sur R.

3.3 Croissances comparées

Théoréme 3.1.
Ona: .

on en déduit :

Inx)“ e
(Inz) =0; lim2°|lnz|* =0, lim — = +o0; lim 2fe 2® =0.
z—0 x—+00 :L’B T—+00

I
a>0,5>0, x—}I—&r-loo oz

z* (a<1)

Inx
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4 Fonctions hyperboliques

4.1 Généralités

Définitions 4.1.
(i) On appelle fonction sinus hyperbolique l'application de R vers R notée sh telle

X —
. e’ —e
que pour tout réel x, shxy = ——

(#i) On appelle fonction cosinus hyperbolique ’application de R vers R notée ch telle
3 et +e "
que pour tout réel x, chx = —

Remarque. Pour tout réel z, on a sh(iz) = isinz et ch(iz) = cosz.

Propriétés 4.1.
Les fonctions sh et ch sont dérivables sur R et :

sh’ =ch; ch' =sh.

Remarques.

1. La fonction sh est impaire et ch est paire

h
2. Vo € R, cha > 0; sh(0) = 0; ch(0) = 1; lim 875“ = sh/(0) = ch(0) = 1.
T—r

Représentations graphiques de sh et ch

chx

shx
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5 Fonctions circulaires

4.2 Trigonométrie hyperbolique

Propriétés 4.2.

(1) pour tout réel x :

chz+shx=¢e"; chx—shzx=e".

(ii) Pour tout réel x, ch® x —sh®x = 1.
(tit) Pour tous réels a,b, on a :

ch(a+b) = chachb+shashb

ch(a—b) = chachb—shashb

sh(a+b) = shachb+chashb

sh(a—b) = shachb—chashb
ch2a = ch®a+sh®a=2ch’a—1=1+2sh’a
sh2a = 2shacha.

5 Fonctions circulaires

5.1 Fonctions sinus, cosinus

Définition 5.1 (Rappel).

- =
O et de rayon 1. Soient M un point de C et x € R tels que x = (i, OM) en radians.

de M.
On définit ainsi deuzx fonctions 2m-périodiques sur R notées cos et sin.

Propriétés 5.1.
sinz
(7) lim = 1,
z—0 T
(i) Les fonctions sin et cos sont continues et dérivables sur R.

(i4i) Pour tout x € R :

sin’(z) = sin (m + g) = cos(z) et cos'(x) = cos (x + g) = —sin(x).

(iv) La fonction sinus est impaire et la fonction cosinus est paire.

/ Cosx
N v

sinx

Soient (O;1i,7) un repére orthonormé direct du plan orienté usuel et C le cercle de centre

On appelle cosinus du réel x ’abscisse de M dans (O,;,;) et sinus de ce réel l’ordonnée
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10 Dérivations et fonctions usuelles

5.2 Fonction tangente

Définition 5.2.

La fonction tangente est définie sur R\ {g +km, k€ Z} par tanx = Sy

cosx

Propriétés 5.2.
(i) La fonction tan est impaire et 7-périodique.
(i4) tan est continue et dérivable sur tout intervalle ou elle est définie.

(i4i) Pour tout x € R\ {g +km ke Z}, tan’(z) = 1+ tan® z = P

Représentation graphique :

Yy, y=tanx

|
|
|
!
!
!
|
|
|
|
|
|
|
|
|
*
|
|
|
|
|
|
|
|
|
!
!
|
|
|
|

6 Fonctions circulaires réciproques

6.1 Fonction Arcsinus

Définition 6.1.
. : . . . T m
La fonction sinus est continue et strictement croissante de [——, =] sur [—1,1].

272
Elle admet donc une bijection réciproque de [—1,1] sur [—g, g} continue et strictement

croissante appelée arcsinus et notée arcsin :

{yzarcsinx {x:si?ryﬁ
1.1 — _rr
ze [-1,1] ye [-53]
Remarques.
1. Vz e [—E, g], arcsin(sinz) = x et Vo € [—1.1], sin(arcsinz) = .

2. La fonction arcsin est impaire.

3. Vx € [-1.1], cos(arcsinz) = /1 — 22,
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6 Fonctions circulaires réciproques 11

Courbes représentatives de arcsin et sin sur [—7/2,7/2].

Y

arcsin x

Propriétés 6.1.
la fonction arcsinus est dérivable sur | —1,1[ et :

1

Vz €] — 1,1], (arcsin)’(z) = Wi

6.2 Fonction Arccosinus

Définition 6.2.

La fonction cosinus est continue et strictement décroissante de [0, 7] sur [—1,1].
Elle admet donc une bijection réciproque de [—1,1] sur [0, 7] continue et strictement dé-
croissante appelée arccosinus et notée arccos :

Y = arccos T PN r = COs ¥y
z e [-1,1] y € [0,7]

Remarques.

1. Vz € [0, 7], arccos(cosz) = x et Vx € [—1,1], cos(arccosx) = x.
2. La fonction arccos n’est ni paire, ni impaire.

3. Vx € [-1,1], sin(arccosz) = /1 — 2.

Courbes représentatives de arccos et cos sur [0, 7].
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12 Dérivations et fonctions usuelles

Propriétés 6.2.

(1) la fonction arccosinus est dérivable sur ] —1,1] et :

-1
V1—az2?

Vz €] — 1,1], (arccos) (z) =

(i1) Yz € [—1,1], arcsinz + arccos z = g

6.3 Fonction Arctangente

Définition 6.3.

. . . . T T
La fonction tangente est continue et strictement croissante de }—5, 5[ sur R.

T
Elle admet donc une bijection réciproque de R sur ] —5 5[ continue et strictement crois-

sante appelée arctangente et notée arctan :

y = arctan x r = tany
ze R Wﬂ{

Remarques.
1. Vz € }—g, g [, arctan(tanz) = z et Vo € R, tan(arctanz) = x.

2. La fonction arctan est impaire.

) . T
Courbes représentatives de arctan et tan sur }—5, 5 [
Y tanx
SR T
L2 l
77777777777 T ———— arctanz
T | |
2 ! 0 ! x
l X
2
| |
,,,,,,,,,,, S A S
| i |
I 5 I
Propriétés 6.3.
(i) la fonction arctan est dérivable sur R et :
Vz € R, (arctan)’ (x) = !
’ 1+ a2

R
- sz
1 2
(79) Vo € R*, arctanz + arctan — =
%

s
== . x < 0.
; Sz
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13

7 Tableau des dérivées des fonctions usuelles

Le tableau de gauche est un résumé des principales formules & connaitre. Le tableau de droite

est celui des compositions, u représente une fonction de x.

Fonction Dérivée
u® au'u®*t (a €R)
1 u'
U u2
Va v
U
2 /u
et u' e®
i
Inu —
U
chu u' shu
shu u' chu
cosu —u' sinwu
sin u U COSU
!
U
tanu /(14 tan® u) = —;
0s2
. o
arcsin u —_—
V1 —u?
arccos u —_—
V1 —u?
t u
arctan u
14 u?

Fonction : f Dérivée : f' Dy
1 *
x® oz (x € R) R
1 1
= _ = R*
z 2
vz : R}
o -
2./x +
e” e” R
1
1 — R*
nx . L
chzx shz R
shx chzx R
CcosS T —sinx R
sin cosS X R
ta 1 + tan? ! £ Zir]
nw n‘x = T # —|m
cos? x 2
i . L1
arcsin x —_— -1,
V1 — 22
— I-L1]
arccos —_ -1,
V1 —a2
1
arctan R
1+ 22
Remarque.

1
Notez que les formules pour — et v/z découlent de celle de z.
x
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