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EXERCICE 1

On décide d’observer I'activité d’un individu sureilongue période. On note l'activité effectuée
toutes les heures, et on remarque les choses g8van

» L’individu n'a que trois activités différentes : mger, dormir ou travailler ;

* ATl'’heure numérotée 0 ou I'on commence I'expériediaedividu mange ;

» Sil travaille & une certaine heungil mangera a I’heure suivante avec une probabitit, et
dormira avec une probabilité ¥ ;

» S’il mange a I'heurae, il travaillera & I’heure suivante avec une prolig/2 , et dormira avec
une probabilité %2 également ;

e S’il dort a I'heuren, il travaillera a I'heure suivante avec une pralitéld/2 , mangera avec une
probabilité ¥4 , et continuera a dormir avec undabilité 2.

On noteA, I'événement « l'individu travaille & I’heure» ; B, I'événement : « I'individu mange a
'heuren»; C,l'événement : « I'individu dort a I'heum» .

On notea,, b, etc, les probabilités correspondantes.
1. Relations de récurrence
a) Calculer les probabilités,, by, ¢;, @, by, C,, as, bs etcs.

b) Calculer la probabilité conditionnelle. (A,).

c) A l'aide de la formule des probabilités totaledtedtminera,., bn+1 €tc,., en fonction de, by, etc,.
2. Premiere méthode de calcul de probabilités : aaide de suites

a) On poseau, =a,+ b, etv, =a,—b, ; montrer que les suiteg] et {,) sont des suites tres
particulieres, et donner leurs expressions en i@mcten.

b) En déduiren, , b, etc, en fonction den.
c) Déterminer les limites des trois suites quartend vers+oo .

3. Deuxieme méthode : a l'aide des matrices

Cn

a) On poseX, =| a, |. Déterminer une matricAU7,(R) telle que X, = AX.
bn

b) Prouver rigoureusement quendN, X, = A"X,.
1 0 -1

c) OnposeP=|1/2 -1/2 1/2|. Montrer queP est inversible et calcul&r”.
1/2 1/2 1/2

d) Calculer la matric® = P AP et en déduireA” puis les expressions dg b, etc, en fonction den.

4. Troisieme méthode : a l'aide d’applications linaires

a) On considére I'applicatiohdéfinie surR® par f (x;y; z) = ( Xt ;H Z, X+422; x+42y} :

Montrer quef est une application linéaire et déterminer soganet son image (on donnera une base
de chaque).

b) DéterminerF = Ker(f - IdRs) etG= Ke(f +%Idmgj.
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¢) Montrer que tout vectewr = (x; y; z) OR® peut se décomposer de maniére unique sous la forme
u=u +Us +u, avec u. OF,u;0G etu, OKe(f).

d) On notep, q, r les trois applicationsu - Uz, U>Ug, U U, .
Montrer quepe p=p,geq=q etror =r, et déterminer ce que valefitt p, f oq etfor
(on doit obtenir des expressions simples gyepetr).

e) En déduire une expression dé a I'aide dep, q etr, puis donner la forme explicite dlé(x; Vi z) :

f) Quel est le rapport avec le reste du probléme ?

EXERCICE 2

__Arctanx

Soitf I'application définie sulR par: f(0)=1 et YxeR" f(x)
X

On note €la courbe dé dans un repere orthonormé du plan.
1.a) Montrer qué est paire, et continue SIi.

b) Montrer que est dérivable en 0 ; donngf0) ainsi que I'équation de la tangente a ~; au
point d’abscisse 0, et la position relative de et. /~au voisinage de ce point.

c) Justifier qud est dérivable suR™ et donnef ’(x) pour toutx de R .

X 2 —
d) A l'aide d’une intégration par parties, montreequvx R,f t dt = —1x2f '(x)

ey 2

e)En déduire les variations dle

2. Soit¢ I'application définie sulR par: ¢(0)=1 et VxeR’ ;p(x)zlfxf(t) d
0

X
a)Montrer qued est paire.
b) Montrer que¢ est continue suR.
c) Montrer que¢ est dérivable SuR™ et que :vxe R, '(X)= l(f (x)— (X))
X

d) Montrer qued est dérivable en 0 et détermingi(0) .

e) Etudier les variations dé .

f) Montrer qu'il existe une constanftelle que : vt >1, 0< f (t) g%

En déduire qudim EN (t)dt =0 puis que lim ¢(x)=0.
X—+00

X—+o0o X J1
3.0n considére I'équation (E) x°y'+ xy = Arctanx
a)Résoudre (E) suf-oc;0] et sur|0;+od] .

b) Montrer que¢ est I'unique solution de (E) SR .
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