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Dans tout ce chapitre K désigne R ou C, et E, F, G des K-espaces vectoriels.

1

1.1

Applications linéaires

Généralités

Définition 1.1 (Application linéaire).
Une application f: E — F est dite linéaire si :

1. Y(u,0) € B, f(u+v) = f(u) + f(v).
2. Vue E, VAeK, f(hu) =\ f(u).

L’ensemble de toutes les applications linéaires de E vers F est noté L(E, F).

Proposition 1.1 (Caractérisation d’une application linéaire).
Une application f : E — F est linéaire si, et seulement si :

Y(u,v) € B2, Y\, 1) € K2, fOou + o) = X f(u) + p f(v).

Proposition 1.2.
Si f e L(E,F), alors f(0g) =0p.

B

&Attention

f(z) =0F # 2 =0g.

Vocabulaire :
— Si E = F on dit que f est un endomorphisme de F, on note L(F) = L(E, E) .

— Si F =K on dit que f est une forme linéaire.

— Si f est bijective on dit que f est un isomorphisme et que F et F sont isomorphes.

— Si E = F et f bijective on dit que f est un automorphisme de E, on note GL(E) ou

Aut(E) l'ensemble des automorphismes de E. Autrement dit, un automorphisme est un
endomorphisme bijectif.

Exemples 1.1.

1.

Soient E = CO(R, R) le R-espace vectoriel des fonctions continues de R vers R, FF =R et
fi|lE — F

(a,b) € R2. L’application o s /b o)t

est une forme linéaire.

Soient E = R? le R-espace vectoriel des vecteurs de lespace et © € E. L’application
f:lE — FE .
- .~ est un endomorphisme.
U > UAU
. : E — F
Soient E = R"™ , ' = R. L’application f est une
PP (x1,...,2n) — 1+ Fx,
forme linéaire.
. , L. D:|F — FE ,
Soit E = F = R[X]. L’application P s p est un endomorphisme.
f: E — F

. _ n3 _n2 7 Ny .
Soient E = R° , I = R*. L’application (@,9,2) — (m.3+y+2) est une appli

cation linéaire.
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Proposition 1.3 (Caractérisation par les restrictions).
Soient f € L(E,F) et E = E1®Es, alors f est entiérement caractérisée par ses restrictions
a E1 et EQ.

1.2 Structure d’espace vectoriel

Définition 1.2 (Addition d’applications linéaires).
Soient f,g € L(E, F), on définit la somme de f et g par :

Vue B, (f+g)(u) = f(u) + g(w).

Exemple 1.2.
Soient E = F = R% et f,g € L(E,F) définies par f(z,y) = (x —y,x +vy) et g(z,y) =
(22 — y,z + 3y). Alors, pour tout (z,y) € R?, (f + g)(z,y) = (32 — 2y, 27 + 4y).

Définition 1.3 (Multiplication par un scalaire).
Soient f € L(E,F) et A € K, on définit le produit de f par A g par :

Yu e E, (Af)(u) = X.f(u).

Exemple 1.3.
Soient E = F = R? et f € L(E,F) définie par f(x,y) = (x — y,x + y). Alors, pour tout
(z,y) € R?, (2f)(,y) = (22 — 2y, 2z + 2y).

Définition 1.4 (Application nulle - Application identité).

(i) On appelle application nulle de L(E, F'), application que l'on note Oy g, ) définie
par :
Yu € E, Oﬁ(E,F)('UJ) =0p.

(it) On appelle application identité de L(E), ’endomorphisme de E que l’on note Idg
et définie par :
Yu € E, Idg(u) = u.

&Attention

Une combinaison linéaire d’applications linéaires n’a de sens que pour des applications ap-
partenant au méme ensemble L(E, F).

.

Remarque. Cette proposition implique que pour tous f, g et h de L(E,F) et o € K, 8 € K deux
scalaires. Alors

(1) f+g=g+ f:commutativité,
it) f+(g+h)=(f+g)+ [ : associativite,
) f+0zp,p) = f:1'élément neutre,
(i) (a+ B)f = af + Bf : distributivité,
)
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1.3 Composition d’applications linéaires

Théoréme-Définition 1.1 (Composé).
Soient f € L(E,F) et g € L(F,G). On définit la composé de g par f lapplication linéaire
de L(E,G) que l'on note go f et définie par :

Vu € E, (go f)(u) =g[f(u)].

&Attention

e La composée d’applications linéaires n’est pas commutatif en général.

En effet, il se peut que f o g soit défini mais pas go f, ou que fog et go f soient tous deux
définis mais n’appartenant pas au méme espace vectoriel. Mais méme dans le cas ou fog
et g o f sont définis et dans le méme ev, on a en général fog #go f.

e fog=0 n’implique pas f =0 ou g =0.
Il peut arriver que le produit de deux matrices non nulles soit nul. En d’autres termes, on
peut avoir f # 0 et g # 0 mais fog=0.

e fog= foh n’implique pas g = h. On peut avoir fog= foh et g # h.

Exemple 1.4.
Soient f € (R",R) et g € (R,R") définies par :

V(x1,... xn) €ER™, flz1,...;20) =21+ -+ a2, et Ve €R, g(x) = (x,..., ).
Déterminer fog et go f.

Dans la proposition suivante , on suppose que les compositions d’applications linéaires ont un
sens.

Proposition 1.4 (Propriétés du produit).

(i) fo(goh)=(fog)oh : associativité,

(it) fo(g+h)=fog+foh e (f+g)oh=foh+goh : distributivité ,
(i5i) foO=0 et Oof=0.
(iv) Idof =f et fold=f.

Remarques.

— Dans le calcul dans L(E), Uapplication identité joue un réle analogue a celui du nombre 1
pour les réels. C’est I’élément neutre pour la composition.

— Soit f € L(E), on note f> = fo f, et pourn € N*, f" = fo---of (n fois).
— Soit f € L(E), s’il existe n € N* tel que f" = 0z(g), on dit que f est nilpotent.

Exemple 1.5. Dans E = K,,[X|, lopérateur de dérivation D est un endomorphisme nilpotent.

Proposition 1.5 (Isomorphisme).
Soient E et F deur K-ev. Si f est un isomorphisme de E dans F, alors f~1 est un
isomorphisme de F' dans E.
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Proposition 1.6 (Groupe linéaire).
L’ensemble des automorphismes de E que l'on note GL(E) est un groupe pour la loi o,
c’est-a-dire :
— Lot de composition interne :
Pour tous f et g éléments de GL(E), f og € GL(E).
— Assoctiativité :
Pour tous éléments f,g et h de GL(E), alors (fog)oh = fo(goh).
— Elément neutre.
Il existe un élément Idgy de GL(E) tel que, pour tout f dans GL(E), Idgof = fo
Idg = f, «Idg est appelé élément neutre du groupe (GL(E), o).
— Symétrique.
Pour tout élément f de GL(E), il existe g dans GL(E) tel que fog=go f =Idg,
ot Idg est I’élément neutre. g est appelé inverse de f.

GL(E) est appelé groupe linéaire de E.

Exercices d’application.

Soit f,g € L(E).
1. Développer (f + g)* et (f +g)o (f —g).
2. Factoriser f> —5f 4+ 61dg.

3. On suppose qu’il existe n € N* tel que f* = Idg. Montrer que g = Idg —f admet un

inverse g~ L.

4. Montrer que la somme de deux automorphismes de E n’est pas toujours un automorphisme
de E.

1.4 Noyau - Image

Proposition 1.7 (Image directe - Image réciproque).
Soit f € L(E,F).
(i) Pour tout sous-espace vectoriel E1 de E, limage f(FE1) est un sous-espace vectoriel
de F.
(i) Pour tout sous-espace vectoriel F de F, f~'(F|) est un sous-espace vectoriel de E.

Définition 1.5 (Noyau - Image).
Soit f € L(E,F).

(i) L’ensemble f~*(0r) est appelé noyau de f et I’on note Ker f. Autrement dit :
Kerf={z € E| f(z) =0r}.
(#9) L’ensemble f(E) est appelé image de f et l'on note Im f. Autrement dit :

Im f = {f(z) |z € E}.
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Théoréme 1.1.
Soit f € L(E,F). Alors :

(7) Ker f est un sous-espace vectoriel de E.
(it) Im f est un sous-espace vectoriel de F'.

Exemple 1.6. Soient f € L(E), A € K et E\(f) = {z € E | f(z) = Az} . Déduire de ce qui
précéde que Ex(f) est un sous-espace vectoriel de E. Dire  quoi correspondent Eo(f) et E1(f) ?

Proposition 1.8 (Injective - Surjective).
Soit f € L(E,F).

(1) f est injective si, et seulement si, Ker f = {0g}.
(i1) f est surjective si, et seulement si, Im f = F.

2 Applications linéaires en dimension finie

2.1 Applications linéaires et famille de vecteurs

Proposition 2.1 (Image d’une famille de vecteurs).
Soient f € L(E,F) et S = (eq,...,e,) une famille de vecteurs de E .

(1) f(Vect (S)) = Vect (f(S)), c’est-a-dire f(Vect (e1,...,e,)) = Vect (f(e1),..., f(e1))
(ii) f est surjective si, et seulement si, l’image par f d’une famille génératrice de E est
une famille génératrice de F.

(7i1) f est injective si, et seulement si, limage par f d’une famille libre de E est une
famille libre de F'.

(iv) f est bijective si, et seulement si, I’image d’une base de E est une base de F.

Remarque. Si (eq,...,e,) est une base de F, alors Im f = Vect (f(e1),..., f(e1))

Proposition 2.2 (Caractérisation d’une AL par une base).
Soient E un K-ev de dimension finie et I’ un K-ev de dimension quelconque. L’application

f € L(E,F) est entiérement déterminée par la donnée des images par f des éléments d’une
base de F.

Exemple 2.1. Soient B = (e1,ea,e3) une base de R et B = (g1,e2) une base de R? et f €
L(R3,R?) définie par f(e1) = 2e1+e5 f(ez) = €1 —¢e9 et f(e3) = 3ea. Soit u € R?, de coordonnées
(x,y,2) dans la base B et u' = f(u). Déterminer les coordonnées (z',y') de v’ dans la base B' en
fonction de z,y, z.

Théoréme 2.1 (Lien entre injective, surjective et bijective).
Soient E et F deuz K-ev de méme dimension finie et f € L(E, F). Alors, les assertions
sutvantes sont équivalentes :

(@) f est injective ;
(i) f est surjective;
(i9i) f est bijective.
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Proposition 2.3 (Isomorphisme et dimension).
Soient E et F deuxr K-ev de dimension finie. F' est isomorphe & E si, et seulement si,
dim(F) = dim(E).

2.2 Rang d’une application linéaire

Définition 2.1 (Rang d’une application linéaire).
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f € L(E,F). On appelle rang de
Uapplication linéaire f est on le note rg(f), la dimension du sous-espace vectoriel Im f.

Remarques.

— SiB=(e1,...,en) est une base de E, alors :
rg(f) = dim (Vect (f(e1), ..., f(en))) =18 (f(e1),..., f(en)) .
— 1rg(f) < min (dim E,dim F) .

Exemple 2.2. Soit f : R® — R? Uapplication linéaire définie par f(x,y,z) = (3z — 4y + 2z, 2z —
3y — z). Quel est le rang de f ?

Proposition 2.4 (Invariance du rang).
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f € L(FE), alors pour tout auto-
morphisme g € GL(E) :

rg(f) =1g(go f) =18(fog).

Remarque. Dans le cas ou g n’est pas bijectif, on a rg(f o g) < min{rg(f),rg(g)}.

Le théoréme du rang est un résultat fondamental dans la théorie des applications linéaires en
dimension finie; il donne une relation entre la dimension de Ker f et la dimension de Im f.

Théoréme 2.2 (Théoréme du rang).
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f € L(E,F), alors :

dim(E) = rg(f) + dim(ker f).

Remarque. A priori, F est un K-espace vectoriel de dimension quelconque (finie ou infinie).
Dans la pratique, cette formule sert & déterminer la dimension du noyau connaissant le rang, ou
bien le rang connaissant la dimension du noyau.

Exemple 2.3. Soit Uapplication linéaire
f : R* — R3
(1,2, 3, 24) +—— (@1 — 2 + x3,201 + 2w + 623 + 44, —21 — 223 — T4)

Calculons le rang de f et la dimension du noyau de f.
Exemple 2.4. Soit l'application linéaire

f:Ru[X] — Ry[X]

P(X) — P'(X)

ou P"(X) est la dérivée seconde de P(X). Quel est le rang et la dimension du noyau de f ?

Corollaire (Caractérisation des isomorphismes en dimension finie).
Soient E et F' deuz K-espaces vectoriels de méme dimension finien et f € L(E,F). Alors,
les assertions suivantes sont équivalentes :
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1. f est bijective 3. f est surjective 5. dim (Ker f) = 0.
2. f est injective 4.rgf=n

Exemple 2.5. Soit f : R?* — R? définie par f(x,y) = (x—y,x+y). Une fagon simple de montrer
que Uapplication linéaire f est bijective est de remarquer que [’espace de départ et l’espace d’arrivée
ont méme dimension. Ensuite on calcule le noyau :

(z,y) eKer f < f(z,y)=0 <= (z—y,z+y)=(0,0)

{170 2 ) = ww-00)

Ainsi Ker f = {(07 0)} est réduit au vecteur nul, ce qui prouve que [ est injective et donc, par
le corollaire 2.2, que f est un isomorphisme.

Exercices d’application.

1. Soit (e1, ea, e3) la base canonique de R®. Donner Uexpression de f(x,y,z) o f : R — R3
est l’application linéaire qui envoie ey sur son opposé, qui envoie es sur le vecteur nul et
qui envoie es sur la somme des trois vecteurs ey, es, es.

2. Soit f : R® — R? définie par f(z,y,2) = (x — 2y — 32,2y + 32). Calculer une base du
noyau de f, une base de l'image de [ et vérifier le théoréme du rang.

3. Méme question avec f : R® — R? définie par f(x,y,2) = (—y + z,x + 2,2 + y).

4. Méme question avec Uapplication linéaire f : R,[X] — R,[X] qui a X* associe X*~1
pour 1 <k <n etquial associe 0.

5. Lorsque c’est possible, calculer la dimension du noyau, le rang et dire si f peut étre injec-
tive, surjective, bijective :

— Une application linéaire surjective f : R” — R™.
— Une application linéaire injective f : R — RS,
— Une application linéaire surjective f : R* — R*.

— Une application linéaire injective f : RS — RS,

3 Matrice et application linéaire

Dans cette section, tous les espaces vectoriels sont de dimension finie.

Nous allons voir dans cette partie le lien entre matrices et applications linéaires.
A une matrice on associe naturellement une application linéaire. Et réciproquement, étant donné
une application linéaire, et des bases pour les espaces vectoriels de départ et d’arrivée, on associe
une matrice.

3.1 Matrice associée a une application linéaire

Soient F et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie. Soient p la dimension de E et n
la dimension de F'.

Soient B = (e1,...,ep) une base de E et 5’ = (£1,¢2,...,£,) une base de F. Toute application
linéaire f € L(E, F') est déterminée par la donnée des images dans F' des vecteurs de B. Pour tout
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Jj € [1,p], il existe donc n scalaires uniques a1j, as;, ..., an; tels que :
ai,j
flej) = ayzer + - +agei +- +anie, = | aij
an,j B’

Définition 3.1 (Matrice d’une application linéaire).

vecteur f(e;) dans la base BB’ :

fler) oo fle) oo flep)

al a1j Q1p &1l
MatB,B’ (f) =\ a;1 S Q45 S Aip €;
an1 000 Qpj e Qpp En

avec :

Vi€ [1,p], fle;) = Zaij Ejo
i=1

En d’autres termes, c’est la matrice dont les vecteurs colonnes sont 'image par f des vecteurs

de la base de départ B, exprimée dans la base d’arrivée B'.

Remarques.

— La taille de la matrice Matg g/ (f) dépend uniquement de la dimension de E et de celle de

F.

— Par contre, les coefficients de la matrice dépendent du choix de la base B de E et de la base

B’ de F.

— Si E=F et B= B, alors on note simplement Matg(f) la matrice associée a l’endomor-

phisme f de E.

On sait que si z est un vecteur d’un espace vectoriel £ de dimension p, alors pour toute base

On appelle matrice de l’application linéaire f par rapport auz bases B et B’ et on la
note Matg 3 (f), la matrice dont la j-éme colonne est constituée par les coordonnées du

€ M, »(K),

B = (e1,€e2,...,¢ep) de E, il existe un unique p-uplet (z1,z2,...,z,) d’éléments de K tel que :

T =x1€1 +Toeg + -+ + Tpep.

Définition 3.2 (Matrice des coordonnées).

1
x2

E, le vecteur colonne, noté Matp(z) =

Tp B

Remarque. S’il n’y a pas d’ambigiiité sur la base de F, alors on note simplement la matrice des

Z1
z2

coordonnées . en omettant de mentionner la base.

Tp

On appelle matrice des coordonnées du vecteur x selon une base B = (e1,e2,...,¢€,) de
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Proposition 3.1 (Matrice d’une application linéaire).
Soient B une base de E, B' une base de F, f € L(E,F), A = Matgp(f), x € E de
matrice X = Matg(z) et y = f(x) de matrice Y = Matg (y). Alors :

Y = AX.

Autrement dit :

Matp (f(z)) = Matg s (f) x Matg(z).

Exemple 3.1. Soit f Uapplication linéaire de R® dans R? définie par
f + R® — R?
(r1,29,23) +—— (21 + a2 — T3, 21 — 222 + 323)
11 est utile d’identifier vecteurs lignes et vecteurs colonnes; ainsi f peut étre vue comme [’ap-
plication f : (%) — (;fgig;g;e‘)
Soient B = (e1,e2,e3) la base canonique de R? et B = (e1,€2) la base canonique de R2.
C’est-a-dire :

1 0 0 1 0
e = 0 €9 = 1 e3 = 0 g1 = 0 Eg = 1
0 0 1

1. Quelle est la matrice de f dans les bases B et B’ ?

2. On va maintenant changer la base de l’espace de départ et celle de l’espace d’arrivée. Soient
les vecteurs

1 0
1 1
2 . 3 ) 1 0 2 1

Justifier que By = (€1, €2, €3) est une base de R® et B|, = (¢1, ¢2) est une base de R2.
Quelle est la matrice de f dans les bases By et B, ?

€1 =

O ==

3.2 Opérations sur les matrices d’applications linéaires

Proposition 3.2 (Combinaison linéaire de matrices d’applications linéaires).
Soient f,g € L(E,F), B une base de E et B’ une base de F. Alors :

(1) Matgp (f +g) = Matpp (f) + Matpp (g) ;
(Z’L) Matgf,/ ()\f) = )\Matg’gl(f).

Proposition 3.3 (Espaces vectoriels isomorphes).

Soient E un K-espace vectoriel de dimension p et F un K-espace vectoriel de dimension
n. Alors, L(E,F) et #, ,(K) sont isomorphes.

En particulier, dim(L(E, F)) = dim(4, ,(K)) =n x p.

Proposition 3.4 (Produit de matrices d’applications linéaires).
Soient f € L(E,F) et g € L(F,G), B une base de E, B' une base de F et B" une base de
G. Alors :

MatB’B//(g o f) = Matgl,gn (g) X MatB’B/ (f)
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Exemple 3.2. On considére deuz applications linéaires : f : R> — R3 et g : R> — R2. On pose
EFE=R* F=R?} G=R?avec f: E—F, g: F — G. On se donne des bases : B = (e1,€e2) une
base de B, B' = (1,¢€2,3) une base de F, et B” = (g1, g2) une base de G.

On suppose connues les matrices de f et g :

1 0
2 -1 0
A= ./\/latBVB/(f) =1 1] € M372 B = Matg/ﬁ// (g) = (3 1 2> S M273
0 2

Calculons la matrice associée 4 go f : E — G, C = Matg g (go f), de deuz fagons différentes.

Exemple 3.3.

— Cas de Videntité : Id : E — E est définie par 1d(z) = x. Alors quelle que soit la base B de
E, la matrice associée est la matrice identité : Matg(Id) = I,,. (Attention! Ce n’est plus
vrai si la base d’arrivée est différente de la base de départ.)

— Cas d’une homothétie hy : E — E, hy(z) = A-x (ou A € K est le rapport de I’homothétie) :
Matg(h,\) =\,.

— Cas d’une symétrie centrale s : E — E, s(x) = —x : Matp(s) = —1I,.

— Cas de rg : R* — R? la rotation d’angle 0, centrée o l'origine, dans espace vectoriel R>
muni de la base canonique B. Alors ro(x,y) = (x cosf — ysin, zsin 6 + ycosd). On a

cosf) —sinf
Matp(ro) = <sin9 cos 6 > ’

Dans le cas particulier de la puissance d’'un endomorphisme de E, nous obtenons :

Corollaire (Puissance d’une matrice).
Soient E un espace vectoriel de dimension finie, B une base de E et f un endomorphisme de
E. Alors, pour tout n € N :

Matg(f") = (Mats(f))".

Exemple 3.4. Soit ry la matrice de la rotation d’angle 6 dans R%. La matrice de ry est:

Mats(rh) = (Matg(rg))” = (Cosﬁ sing)P

sinf cos6

Un calcul par récurrence montre ensuite que

o COS( 9) —sin( 9)
Matp(rg) = (Sin(ge) COS(PI;) ) ,

ce qui est bien la matrice de la rotation d’angle pf : composer p fois la rotation d’angle 6 revient
a effectuer une rotation d’angle pf.
3.3 Matrice d’un isomorphisme

Rappelons qu’un isomorphisme f € L(F, F) est une application linéaire bijective. Nous avons
vu que cela entraine dim £ = dim F'.

Théoréme 3.1 (Caractérisation de la matrice d’un isomorphisme).

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de méme dimension finie et de bases respectivement
BetB'.Sif e L(E,F)etA= Matgp(f), alors f est bijective si et seulement si la matrice
A est inversible.

-1
Et dans ce cas, Matp g(f ') = (Matg,gx(f)) .

Exemple 3.5. Soient r : R? — R? la rotation d’angle % (centrée o origine) et s la réflexion

par rapport a Uaze (y = x). Quelle est la matrice associée a (sor)~ ' dans la base canonique B ?
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Exercices d’application.

1. Calculer la matrice associée aux applications linéaires ; : R> — R? dans la base cano-
nique :

(a) &1 la symétrie par rapport & l'aze (Oy),

(b) €2 la symétrie par rapport a laze (y = x),

(c) e3 la projection orthogonale sur l’aze (Oy),

7r
(d) e4 la rotation d’angle 1
Calculer quelques matrices associées G €; o €; et, lorsque c’est possible, a si_l.
2. Meéme travail pour ¢; : R> — R3 :
(a) €2 la réflexion orthogonale par rapport au plan (Oxz),
(b) €3 la rotation d’aze (Oz) d’angle fg,

(¢) €4 la projection orthogonale sur le plan (Oyz).

3.4 Application linéaire associée 4 une matrice

Définition 3.3 (Application canonique).
Soit A = (aij)(i Hellnlx[L] € M p(K). On appelle application linéaire canonique-
ment associée a la matrice A, Uapplication f € L(KP, K") telle que :

V(z1,...,2p) € KP, f(z1,.. . 2p) = (Y1, -, Yn),

avec !

p
Vi € [[1,’11]]7 Yi = Zaijxj.
Jj=1

Remarque. A est lamatrice de f par rapport aux bases canoniques de chacun des deux sous-espaces
vectoriels.

Définition 3.4 (Image et noyau d’une matrice).
Soit A € M, ,(K). On appelle :

e image de la matrice A :
Im(A) ={AX € #,1(K) /X € #,.(K)},
e noyau de la matrice A :

Ker(A) = {X S %p’l(K) /AX = O///n,1(K)}'

Remarques.
Si A€ My p(K) et f Uapplication canoniquement associée a A :

— Im(A) est le sev de M, 1(K) des matrices colonnes des vecteurs de Im(f) ;

— Ker(A) est le sev de M#,,1(K) des matrices colonnes des vecteurs de Ker(f).
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Exemple 3.6. Soient E un K-espace vectoriel de dimension 3 et B = (eq, ea,e3) une base de E.
Soit f ’endomorphisme de E dont la matrice dans la base B est égale a

A= Matp(f) =

— N =
— W N
e

On se propose de déterminer le noyau de A et l'image de A.

4 Changement de bases

4.1 Matrice de passage d’une base a une autre

Définition 4.1 (Matrice de passage).

Soient B et B’ deux base de E.

On appelle matrice de passage de la base B vers la base B', et on note Pg g/, la matrice
carrée de M, (K) dont la j-éme colonne est formée des coordonnées du j-éme vecteur de
la base B, par rapport a la base B.

Remarque. La matrice de passage Pg g est parfois notée Matg(B').

Exemple 4.1. Soit l’espace vectoriel réel R?. On considére

) ) B -0

On consideére la base B = (e1,¢e2) et la base B’ = (€1, ¢€32).
Quelle est la matrice de passage de la base B vers la base B

Proposition 4.1 (Interprétation de la matrice de passage).

La matrice de passage P de la base B vers la base B' est la matrice associée a lidentité
Idg : (E,B') — (E,B) ou E est l'espace de départ muni de la base B', et E est aussi
l’espace d’arrivée, mais muni de la base B :

PB,B’ = MatB/,B(IdE).

Remarque. Faites bien attention & l'inversion de I’ordre des bases!

Proposition 4.2 (Propriétés de la matrice de passage).
Soient B, B’ et B” trois bases d’un méme ev. Alors :

. —1
(’L) (PBJS”) = PB’,B-
(ZZ) P&BH = PB,B/ X PB’,B”-

Exemple 4.2. Soit E = R® muni de sa base canonique B. Définissons

1 0 3 1 0 0
Bi=||[1].,[-1].[ 2 et Bo=||-1],[1].] 0
0 0 -1 0 0 -1

Quelle est la matrice de passage de By vers By ?
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Proposition 4.3 (Changement de bases).
Soient B et B’ deuz bases d’un méme K-espace vectoriel E, et z un vecteur de E de matrices
X = Matg(x) et X' = Matg (z). Alors :

X = PB,B’ x X'.

4.2 Formule de changement de base

Théoréme 4.1 (Formule de changement de base).
Soient E et F' deuzx K-espaces vectoriels de dimension finie, et f € L(E, F). Si l’on note :

o B et C deuz bases de E et P = P la matrice de passage de B a C,
o B et C' deux bases de F et Q = P ¢/ la matrice de passage de B' a C’,
o A= Matpp(f) et B= Matcc(f).
Alors :
B=Q 'AP.

Dans le cas particulier d’'un endomorphisme, nous obtenons une formule plus simple, le théo-
réme 4.1 devient alors :

Corollaire (Formule de changement de base d’'un endomorphisme).
Soient E un K-espace vectoriel de bases B et B'. Notons P = Pg g la matrice de passage de
B a B et f un endomorphisme de E de matrices A = Matg(f) et B = Matp (f), alors :

B=P'AP.

Exemple 4.3. Reprenons les deux bases de R® de 'ezemple 4.2 :

1 0 3 1 0 0
Bi=([1].,l-1].[ 2 et Bo=||-1],[1],] 0
0 0 -1 0 0/ \-1

Soit f : R®> — R? lapplication linéaire dont la matrice dans la base By est :

1 0 —6
A= Matg, (f)=[-2 2 -7
0 0 3

Que vaut la matrice de [ dans la base Ba, B = Matpg,(f) ¢

Exercices d’application. Soit f : R> — R? définie par f(z,y) = (2z + y,3z — 2y), Soit
v =(2,) € R* avec ses coordonnées dans la base canonique By de R*. Soit By = ((3),(3))
une autre base de R?.

1. Calculer la matrice de f dans la base canonique.
Calculer les coordonnées de f(v) dans la base canonique.
Calculer la matrice de passage de By a Bs.

En déduire les coordonnées de v dans la base By, et de f(v) dans la base By.

S S

Calculer la matrice de f dans la base By.

Méme exercice dans R® avec f: R3 — R3, f(x,y,2) = (x —2y,y — 22,2 — 2z), v = (—iQ) eR3

5= ((1). (1) (3))
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4.3 Matrices semblables

Les matrices considérées dans ce paragraphe sont des matrices carrées de ., (K).

Définition 4.2 (Matrices semblables).
Soient A et B deux matrices de #,(K). On dit que la matrice B est semblable a la
matrice A s’il existe une matrice inversible P € .#,,(K) telle que B = P~*AP.

Remarques.

La matrice unité d’ordre n, I,,, n’est semblable qu’a elle-méme.

La matrice nulle d’ordre n, 0,,, n’est semblable qu’a elle-méme.

La relation « étre semblable » est une relation d’équivalence dans l’ensemble #,,(K) ; on peut
donc dire indifféremment que A est semblable & B ou que A et B sont semblables.

Deux matrices semblables représentent le méme endomorphisme d’un ev de dimension finie,
mais exprimé dans des bases différentes de ce méme ev.

Théoréme 4.2 (Endomorphisme et matrices semblables).
Si f est un endomorphisme de E et si B, B’ sont deuz bases de E, alors les matrices
Matg(u) et Matg (u) sont semblables.

5 Rang d’une matrice

5.1 Généralités

Une matrice peut étre vue comme une juxtaposition de vecteurs colonnes.

Définition 5.1 (Rang d’une matrice).
On définit le rang d’une matrice comme étant le rang de ses vecteurs colonmnes.

Exemple 5.1. Le rang de la matrice

1

1 2 —

A= 2 0 (S M274(K)
2 4 -1 0

est par définition le rang de la famille de vecteurs de K : {vl =), v2=(3),v3= (‘_%) , Uy =

() } Tous ces vecteurs sont colinéaires a v1, donc le rang de la famille {vy,va,v3,v4} est 1 et

ainsi rg A = 1.

5.2 Rang et matrice inversible

Théoréme 5.1 (Matrice inversible et rang).
Une matrice carrée de taille n est inversible si et seulement si elle est de rang n.

La preuve repose sur plusieurs résultats qui seront vus au fil de ce chapitre.

Théoréme 5.2 (Invariance du rang).
Soit A € A, (K). Pour tout B € GL,,(K), alors rg(A x B) =rg(B x A).
En particulier, deux matrices semblables ont le méme rang.
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5.3 Rang engendré par les vecteurs lignes

Nous admettrons le résultat suivant :

Proposition 5.1 (Propriétés fondamentales de la transposition).
Soit A € 4, (K), alors :

(i) rg(AT) =rg(A); : .
(ii) si A est inversible, alors AT est inversible, de plus (AT)_ = (Ail) .

Exercices d’application.
3

1. Quel est le rang de la famille de vecteurs ((%) , (4) , (92) , (%)) 2

2 —1 1
t

Méme question pour ((%) , (%) , (i)) en fonction du paramétre t € R.

2. Mettre sous  forme  échelonnée  par rapport aux  colonnes la  matrice
L2 a2 LTz
0 -2 4 2 0 |. Calculer son rang. Idem avec .
1 1 -2 -1 1 —L2ld
1 4 1 2

2 4 -5 =7

3. Calculer le rang de | —1 3 1 2 | en fonction de a et b.
1 a -2 b

4. Calculer les rangs précédents en utilisant les vecteurs lignes.

5. Soit f : E — F une application linéaire. Quelle inégalité relie rg(f(v1),..., f(vp)) et
rg(v1,...,vp) ¢ Que se passe-t-il si f est injective ?
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