TD 21 : Analyse asymptotique

Exercice 1

Déterminer un équivalent simple a chacune des suites suivantes puis calculer sa limite :

1)y = 1 /1
Un = T T 3/ u, = nsin 3

n 1 1\ "
2/ u, =1 — 4/ up =1+ — .
fo=n () 45 f= (14 )
Solution:

1/ up ~

1 1
— 3/ up~—, 4 up ~e V3,
n

1
n2’ 2/ un 2n2

Exercice 2

Déterminer un équivalent simple & chacune des fonctions suivantes au voisinage de a :

1. filz)=2>-22—-4 poura=0,a=+coeta=1

2z —1
2. f2($):ﬁ pour a =0,a=+ocoeta=1
Solution:
1
— ~ 3 ~ — ~  —
1/ fl (SE) z—0 4 fl (l‘) T—r+00 * fl ($) z—1 2 fg(ﬂ?) z—0 2
2 1
2/ fa(z) oo fa(@) ~, 3@-1)

Exercice 3

Déterminer les développements limités suivants :

1. En utilisant les développements limités de référence :

1
Vi+z
(b) DL3(0) de f3(z) =In(1 — 2x)

(a) DLs(0) de fo(z) =

2. Par opérations sur les développements limités de référence :

(a) DL3(0) de fo(z) = ﬁ
(b) DL3(0) de fi(z) = m

(¢) DL3(0) de fo(z) = eV 2%

(d) DL3(0) de f3(z) = %
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X

(€) DL4(0) de fu(x) = 5o

3. Avec la formule de Taylor-Young :
DL (g) de f(z) = In(cos())

4. Avec un changement de variable (composition & droite) :
DL3(1) de f(z) = In(1 + 2?)

5. Avec le théoreme de primitivation des développements limités :

DLs5(0) de f(z) = arcsin (:c ; 1)

Solution:

1. En utilisant les développements limités de référence :
3
(a) f2($)zjol—§+ 3 +o (%)
8
2 3 3
(b) fs3(z) o —2x — 2z° — 3% + o (z%)

2. Par opérations sur les développements limités de référence :

(a) fo(x) =, -2+ 32% — 42° 4 o (2°)

(b) fi(z) = 1—z—2%+32% 40 (2%)

T—>

(©) fala) 5,0+ et gzt 4o (e?)

3. Avec la formule de Taylor-Young :
T ™2 43 T\ 3 T\ 3
I R (Y
4. Avec un changement de variable (composition & droite) :
1
f@) = @+ -1 - @-1+o((z-1°)
z—1 6

5. Avec le théoreme de primitivation des développements limités :

1 1 1
et en utilisant le DL3(0) de

1
O 1 1 4 = - = — X — —_—
nealedle fo) = =3 = e Vi

, il vient :

T 1 %+ Las?’ +o (333)

flz) = —+—m+L
=06 3 63 9v3

Exercice 4

Déterminer les développements limités suivants puis donner un équivalent au voisinage du point :

1. DL3(1) de fi(z) = 2%e®

xe®

T+ 1

2. DLy(0) de fo(x)
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2x + 22

4. DLs(0) de fy(x) = arctan (1+$x2>

5. DL3(0) de fs(x) =y/1+V1+z

6. DLy (0) de fo(z) = S =

x—1In(l+x)
Solution:
7 13
L fi() = e+3e(x—1)+ g(x 12y g(x —1)* 40 ((z —1)%)

2. fo(z) = :cfx2+gx3+o(m3)

z—0

3. f3(x)

L o 3
CE:>02+2:10+§:1: + o (z%)
4 11
4. fu(x) ot gx?’ + €x5 + 0 (29)
V2 5V2 5, 21V2
—r—-—z'+—x
8 128 1024

5. fs(z) = v2+ +o (2°)

) 1
6. fo(x) =2t 3%+ §z2 + 0 (2?)

Exercice 5

Calculer lim f(x) dans les cas suivants :
r—ra

1/ f(z) = (1 — cos(x) arctan(x)) 1 (ezx—l

xsin?(z) ya=0 2/ f(x)z;ln ),a:() puis a = +oo0.

Solution:

1/ xlii)nof(x):% 2/ xlinof(x):%, lim f(z)=1.

r—>+o0o

Soit f: R\{l} — R

2z In(x)
z—1

En 1, prouver que f est prolongeable par continuité, puis déterminer si elle est dérivable ? si elle est de classe C* ? si sa

courbe admet une tangente et si oui quelle est sa position par rapport a la courbe ?

Solution:
Le DLy(1) de fest f(z) =2+ (z—1) — ———

Conclusion :
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e f est prolongeable par continuité en 1 en posant f(1) = 2;
e ce prolongement par continuité en 1 est dérivable en 1 et f/(1) = 1, elle est méme de classe C Len 1.

e La tangente & la courbe au point d’abscisse 1 est d’équation y = 2 + (z — 1).

Y
Comme f(z) — (2+ (z — 1)) _Eo 1

~ 3 < 0, alors la courbe de f est au-dessous de sa tangente en ce point.
T—r

Exercice 7

frI R — R
Soit . Donner un DL3(2). Déduire la position de la courbe de f par rapport a sa tangente
T — (1 + efx)

au voisinage de ce point.

Solution:

2 2
Le DLy(2) : flz) = 2424 ¢ 1

P -+ 5 @2 +o(@—2)P).

e e 6e?
Conclusion :
< R, . . 2e2+2 e2-1
e La tangente a la courbe au point d’abscisse 2 est d’équation y = — +——(z—2).
@ €

2e2 + 2 21 1

e Comme f(z)— et + (x—2)) ~ — (x—2)° alors la courbe de f est au-dessous de sa tangente
e2 e2 z—2 6e?

en ce point si x — 27 et elle est au-dessus de sa tangente en ce point si z — 27.

Exercice 8

Déterminer les éventuelles asymptotes ainsi que les positions de ces asymptotes par rapport a la courbe de f dans les cas

suivants :
2 Vo E—
1/ f(z) = T et 2/ f(x) = xarctan 3/ flx) = va2+z+1.
T+ 2 r—1
Solution:

5 1
1/ f(x) =t 1+ % +o ( ) donc y = x — 1 est une équation de 'asymptote de la courbe de f quand  — +oo.

T— X
Comme f(z)— (x — 1) N o O alors la courbe de f est au-dessus de son asymptote quand x — +o0 et au-dessous de
z—+oo 21
son asymptote quand x — —oo.
1 1 1 1
2/ flx) = T + -4+ —+o(—) donc y = T + — est une équation de I'asymptote de la courbe de f quand
z—too 4 2 Ax T 4 2
1 1
x — £oo. Comme f(x) — (Wx + > ~ — alors la courbe de f est au-dessus de son asymptote quand x — 400
4 2 ) z—+oco 41
et au-dessous de son asymptote quand x — —oo.
1 3 1 1
3/ flz) = z+ 3 aF 3 +o () donc y = x + 3 est une équation de I’asymptote de la courbe de f quand z — +oo.
T—> X €T

1 3
Comme f(x) — (m + 2) Moo B alors la courbe de f est au-dessus de son asymptote quand z — +oo.
r—r+00 €T
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1 1
flz) = —x—=-——+o (—) donc y = —x — 5 est une équation de I’asymptote de la courbe de f quand z — —oo.
x

3
~ —— alors la courbe de f est au-dessus de son asymptote quand x — —oo.
r——00 81
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