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Borne supérieure et inférieure
Exercice 1 Soient A et B deux parties non vides et majorées de R.
1. Montrer que si A C B alors sup A < sup B.
2. Montrer que sup (AU B) existe et le déterminer en fonction de sup A et de sup B.
3. Montrer que AN B est majoré, que dire de sup (AN B).
Exercice 2 Determiner si elles existent les bornes supérieures et inférieures de

_ ! * — 1 1 2 [ 2
oa-fi-tment  oa-{g-—g wnew} oa-{E wpen

Exercice 3 Soient A et B deux parties de R non vides et bornées et a € R, on définir

—A = {-aa€A}, A+B={a+bacAectbe B}
a+A = {a+a, a€R} et AB={abac€ A etbe B}

1. Montrer que sup (—A) = —inf (A), sup (A + B) =sup (4) +sup (B), sup(a+ A) = a +sup (4).
2. A-t-on sup (AB) =sup (A) x sup (B) ?

Exercice 4 Soit A une partie non vide et bornée de R, on déinit B = {|:c —yl,(x,y) € Az}. Montrer que sup B existe et
que sup B = sup A — inf A.

Exercice 5 Soit f : [0,1] — [0,1] une fonction croissante, on pose A= {x € [0,1], z < f(z)}.
1. Montrer que A est non vide, en déduire que xo = sup(A) existe.
2. Montrer que Vx € A, x < f(xo) et en déduire que xg € A
3. Montrer que f(xzg) € A, et en déduire que f(xg) = zo.(On dit que xo est un point five de f )
Partie entiére
Exercice 6 Soit z € R comparer |x] et |—z].

Exercice 7 Soient x et y deux réels, montrer que |x] + |y| + |z +y] < [2z] 4+ |2y|. On posera a =z — |z| et b=y — |y],
en précisant dans quel(s) intervalle(s) se trouvent a et b.

n+m + n—m+1

2 2 '

Exercice 8 Calculer, pour (m,n) € 72, {

Exercice 9 Soit la fonction f définie par f(x) = |2z] — 2 |z].
1 1
Calculer f (x) pour x € [O, 5 { puis pour x € [5, 1 { En déduire que Vx € R, 0 < [2z| — 2 |z] < 1.

Exercice 10 Montrer que ¥n € N, [(\/ﬁ +v/n+ 1)2J =4n +1.

K

ne
Exercice 11 Soit x un réel, et n un entier supérieur ou égal o 1, montrer que {—JJ =|z].
n

Exercice 12 Montrer que Vn € N, (1 + \/§)n + (1 — \/§)n € N, en déduire [(1 + \/§)nJ .

10™
Exercice 13 Soit x un réel, on a défini les valeurs décimales approchées de x par d, = L mnxJ et Dy, = u, +107". Montrer

que les suites (dy), oy €t (Dp), ey sont monotones.

10000
1 1
Exercice 14 Montrer que Vn >0, n € N, 2y/n+1—-2y/n < —= < 2y/n—2y/n — 1, en déduire la valeur de Z — .
Vi & i
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n—1
k
Exercice 15 Montrer que Vo € R,Vn € N*| Z {x + EJ = |nz].
k=0

L’ensemble Q

Exercice 16 Montrer que v/2 ¢ Q, en déduire que ¥V (a,b) € R?, a < b il existe x € R\ Q tel que a < z < b.

V2
Exercice 17 Calculer (ﬂﬁ) , en déduire qu’il existe deux irrationnels a et b tels que a® € Q.

axr+b
cxr+d

Exercice 18 Soient v € R, (a,b,c,d) € Q* tels que x ¢ Q et ab — bc # 0. Montrer que ¢ Q.

Exercice 19

1. Soit f : R — R croissante telle que si x € Q alors f (x) = x, montrer que f = Idg.

2. Soit f : R — R monotone telle que ¥ (x,y) € R?, f (x +y) = f (x) + f (y). Montrer que f est de la forme f (z) = ax
ot o est une constante.

Suites classiques
Exercice 20 Soit (uy), oy une suite arithmétique telle que u, = q et ug = p, que vaut upi, ?
Exercice 21 On considére la suite (up), oy définie par (uo,u1) € R? et
VYn >2, Up =Up_1 +Upn_2+ -+ Ug
Montrer qu’elle est géométrique, en déduire u.,.
Exercice 22 Soit (un)nEN la suite définie par up =0 et up+1 = 2u, + 1, donner Uexpression de u,, en fonction de n.
Exercice 23 Soient (un),cy €t (Un),en les suites définies par ug =0, vo =1 et

_ Up —Un _ Up +Up
Un+1 = 9 ; Unt+1l = 9

On pose z, = up + iv,, déterminer la relation de récurrence vérifiée par (z,) En déduire les expressions de uy,, v, puis

leur limite.

neN"

U

Exercice 24 On considére la suite (uy,), définie par ug € |0, 400 et Vn € N, uyq1 = ﬁ
n

1. Montrer que Vn € N, u,, > 0.

1 1 ‘ . ‘
2. Etudier la suite (vy,), oy définie par, Vn € N, v, = — —. En déduire une expression de u,, en fonction de n, puis
Up+41 Unp
un équivalent de u, quand n tend vers l’infini.
U
3. Mémes questions avec (), définie parug=1etVn €N, Uy = ————.
1+ nu,

Exercice 25 Soient (u,),cy €t (Vn),cn les suites déterminées par ug =1, vg = 2 et pour n € N

Un4+1 = 3u, + 2v,
Up41 = 2Uy, + v,

1. Etudier la suite (vn, — un),, -
2. Montrer que (uy),cy est arithmético-géométrique.

3. En déduire les expressions de u, et v, pour n € N.
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Exercice 26 Montrer que si une suite arithmétique composée d’entiers naturels contient un carré, elle en contient une
infinité.
Exercice 27 Soit (uy), oy une suite arithmétique de nombres strictements positifs. Calculer

1 1 1 1 1 1
+ 4+t et + +o Y
UpUl  UIU2 Up—1Un VUuo T /U1 Jur + U2 VUp—1 + \/Un

™

ok est géométrique, en

n

n
T
Exercice 28 On définit pour n > 2, u, = H cos( ) . Soit v, = u,sin (—), monter que (vy,)
k=2

27L

déduire u,, et la convergence de (un)nzz'

Exercice 29 On considére ’échiquier arithmétique infini suivant rempli ainsi :
a) A(O,n) =n+1 pourn >0

b) A(m,0) = A(m — 1,1) pour m > 1
c) A(m,n)=A(m—1,A(m,n—1)) pourm etn >1

Calculer A (4,4) . ( Indication : calculer A(1,n), A(2,n), A(3,n) ).

1+u,
24 uy

Exercice 30 On définit la suite (u,), oy par uo =0 et Vn € N, u, 41 =
1. Justifier que (uy ),y est bien définie et que u, > 0.

x .
, on notera {1 < {3 les deux solutions.

2. Résoudre ’équation x = e
1+

Uy — L
3. On pose v, = ——2
Up — £2

, calculer vy y1 en fonction de v,. En déduire v, puis u, et sa limite.

Up — 1
Up + 3

Exercice 31 On définit la suite (u,), oy par uo =0 et Vn € N, u, 1 =

1. Justifier que (uy),cy est bien définie et que u, € [—1,0].

2. Résoudre I’équation t = ——, on notera £ 'unique solution.

+3’
1 . L . .
3. On pose v, = L calculer vy 41 en fonction de vy,. En déduire vy, puis u, et sa limite.
Up —
. 2 . . 2 2 Tn + Yn
Exercice 32 On définit deux suites réelles (x,) et (yn) par : (xo,yo) € R* et pour tout n > 0, xpy1 = fT et
T —
Yot = Tn = Yn

V2
Montrer que la suite (zp, = x,, + 1y,) est géométrique. En déduire les expressions de x,, et y, et la nature des suites.

Exercice 33 Soit (up), oy une suite réelle bornée telle que Vn € N, ug, = 2u, — 1.

1. Pour p € N, on définit la suite (v")nEN par vy, = Ugny. Calculer vy, en fonction de up.
2. Montrer que (un), oy est constante égale a 1.
Suites d’ordre 2
Exercice 34 Déterminer [’expression de u, dans les cas suivants :
1. (up), ey définie par ug =2, uy =1 et Upqo = Supyr — 2u,
2. (Un), ey définie par ug =0, uy =2 et Upyo = 4pi1 — duy,
3. (Un), ey définie par ug =1, uy = —1 et Upyo = Upy1 — Un
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Exercice 35 Dans le plan complexe, on considére deux point A et B. On construit la suite de point (M), oy par My = A,

My, = B et My 1o est le milieu de [M,,, My 1]. Quel est la "limite" de la suite (M), ?

Exercice 36 Soit a € R, on définit la suite (u, ),y par

u = 0, up=1—a

Unio = 2Upy1+ (a2 —1) up

Déterminer ’expression de u, en fonction de n en fonction du paramétre a réel.

Exercice 37 On définit (un), oy par uo =1, uy = 2 et 12 = ug“. Montrer que (un), oy est bien définie et calculer u,
en fonction de n. "
Exercice 38 Soit (un),cy la suite récurrente définie par

ug =—1, u1 €ER et upya = —upy1 +2u, +3

On pose ¥n € N, v,, = u,, — n. Déterminer v,, en fonction de n puis u,. Comment doit-on choisir uy pour que — ait une
’ n
limite finie ¢

Exercice 39 Soit n > 0, on désire prouver que, pour tout entier n, v, = {(2 + \/g)nJ est un entier impasir.

1. On définit la suite (up),cy par u, = (2+ \/g)n +(2- \/g)n Montrer que (up), ey st une suite linéaire récurrente
d’ordre 2 et que pour tout n € N, u,, est un entier pair.

2. Justifier que v, = u, — 1 et conclure.

1 1 1

Exercice 40 Soit A= [ 1 0 0 | € M3(R), montrer qu’i existe deuz suite (un), oy €t (Un),cy telles que Yn € N*,
1 0 0

A" = u, A+ v, A%. Déterminer u,,v, en fonction de n > 1. Quelle valeurs de ug et vy est-il logique de choisir ?

Exercice 41 Soit 0 € [0, 7], On considére la suite (uy) définie par la relation de récurrence

neN
uy = 1
u; = 2cosf
Upta = 2c080upi1 — upy

. . o sin nf )
Déterminer u, en fonction de n. En déduire que est un polynéme en cos@ .

sin 6
Exercice 42 Soit f une bijection de [0,1] dans lui méme telle que
Ve e [0,1], f(2r—f(z) ==

Soit ug € [0,1], on définit la suite (un),cyn Par Unt1 = f(un). Montrer que la suite (uy,), oy est une suite arithmétique et en
déduire f.
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