PCSI; LES MATRICES - Résumé de cours 2017-2018

I - L’ensemble M,, ,(K), o K = R ou C.

Définition : M,, ,(K) est 'ensemble des matrices a n lignes, p colonnes et a coefficients pris dans
I'ensemble K (= R ou C).
mi1 - Mip
Si M € M,,,(K), alors on écrit M = : : = <mi:j>1<i<n,1éjgp7 oum;; € Kestle
Mp1 - Moy
terme présent dans la i®m ligne et 7™ colonne. Entre nous, il sera pratique de noter : m; ; = M4, j].
Calculs dans M,, ,(K) :si A et B sont deux matrices de M,, ,(K), et A\, u des constantes prises
dans K, alors on peut définir la matrice C' = AA + pB de M,, ,(K) par : C[i, j] = MA[i, 7] + pBli, j].
L’addition de matrices est commutative (A4 B = B+ A) et associative :(A+ B)+C = A+ (B+(C).
0 --- 0
La matrice «nulle» de M, ,(K), notée O,, = : : (tous les termes sont nuls), est le
0 --- 0
neutre pour 'addition : A+ O,,, = A. On a, bien entendu : A+ (-1)A=A—-A=0,,,.

Le produit matriciel

e Produit d’une matrice par une colonne
Si A € M,,,(K), matrice dont les colonnes sont notées Cy, Cy,..., C, (dans M,, ;(K)),

X

si X € M, ;(K), matrice colonne : X = C,
Tp
alors le produit AX est la colonne AX = z,Cy + 22C5 + - -+ + 2,C,, élément de M, ;(K),

combinaison linéaire des colonnes de A coefficientées par les termes de X (dans 'ordre).

e Produit d’une matrice par une matrice
SiAeM,,(K)et Be M,,(K) alors le produit P = A x B = AB est la matrice de M,, ,(K)
dont la 7™ colonne est le produit de la matrice A par la 7™ colonne de la matrice B :
si A= (Cy,Cy,...,C,), alors (5™ colonne de AB) = by ;C1 + by ;Co + - - - + b, ;C,.
by -+ big
P=AxB=(Cy, ..., Cy)x : : = (b1 C1+ ... +b0,1Cp, ..., b1 Cr+ ...+ b,,Cp)

bp71 bp,q

p p
Formule : on a donc |p; ; = Zai,k X by, ; | ou encore P[i, j] = ZA[Z', k| x Blk, j]. En détail :
k=1 k=1

si P=AXDB, |pij=a;1b1;+ ai2bsj+ -+ a;pb,;| pour tout (i,j) € [1;n] x[1; ¢q].
ATTENTION : le produit matriciel A x B n’existe que SI
(le nombre de colonnes de A) = (le nombre de lignes de B).
ATTENTION : |si A € M,,,(K) et B € M, ,(K) alors A x B € M,, ,(K) |

Remarque : on a également la 7™ ligne de AB qui est le produit de la 7™ ligne de A par la
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matrice B (combinaison linéaire des lignes de B coefficientées par les termes de la ™ ligne
de A).
Ay - Qip Ly arily + ..o+ ai, L,
P=AxB= : : X : =
ni *  Gnyp L, n1ly + ...+ apply

Propriété du produit matriciel : sous réserve d’existence,

Associatif : [(AXx B) x C =Ax (BxC)

Distributif sur 'addition (& gauche et a droite) :
A X (AB+ pC) = AAB + uAC | et | (AB + uC) x A= ABA+ uCA|
e PAS COMMUTATIF EN GENERAL! D’abord les produits A x B et B x A peuvent ne pas

exister simultanément, ne pas étre comparables (pas dans le méme ensemble), et méme si c’est

le cas,on a|A X B # B x A en général |

o Il existe des diviseurs de zéros autres que les matrices nulles. Ceci signifie que, avec A € M,, ,(K)
et B € M, ,(K), I'égalité Ax B = O,,, NIMPLIQUE PAS (en général) A = O,,, ou B = 0,,.
Conséquence : lorsque A x B = A x C, ON N’A PAS FORCEMENT B = C, méme si A est

non nulle.

IT - I’ensemble M,,(K).

Lois internes : M,,(K) est I’ensemble des matrices carrées de taille n x n.
L’addition matricielle et le produit matriciel sont des lois internes dans M,,(K) : si A € M,,(K) et
B € M, (K), alors (A + B) € M, (K) et (A x B) € M, (K) (et aussi AA € M,,(K) pour A € K).

L’addition est commutative, associative. Le neutre (matrice nulle de M,,(K)) est noté O,,.

La multiplication est associative, distributive sur ’addition, mais pas commutative (si n > 2).

1 0 --- 0
. e . 0
Il existe un neutre dans M,,(K) pour la multiplication : c’est I,, = diag(1,1,...,1) =
0
0 0 1

Elle vérifie : VM € M, (K), | M x I, =1, x M = M |
Mises en garde :

e En général : A x B # B x A.
ATTENTION : (Ax B=0,) # (A= 0, ou B=0,).
ATTENTION : (42=0,) # (A= 0,).
ATTENTION : (Ax B=AxCet A#0,)+ B=C.

Matrices inversibles : une matrice A € M,,(K) est inversible s’il existe une matrice B € M,,(K)

telle que Ax B = B x A =1,. Dans ce cas, il n’y a qu'une unique matrice B ayant cette propriété,
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et on note B = A~! (la matrice inverse de A).

Matrices diagonales : M € M, (K) est une matrice diagonale si (i # j) = M][i, j] = 0.

ap 0 - 0
. . 0 :
Ce sont les matrices de la forme M = diag(ay, o, ..., ) =
0
0 - 0 a

Propriétés : dans M,,(K), si A et B sont diagonales, alors A + B et A x B aussi, et on a :
° diag(oq, Qo, ... ,Oén) + diag(ﬁl,BQ, Ce 76n) = dia,g(oq —+ 61, (6%) —+ BQ, o, Oy —+ 6,”)

o diag(ay, o, ..., ay) x diag(f, e, - . ., Bn) = diag(ay B1, azfs, . . ., anfn),

a; 0 - 0 B, 0 - 0 By 0 - 0
. 0 ay . 0 B 0 b
(i.e) ‘ X _ = :
o 0 S : 0
0 - 0 a 0 -+ 0 B 0 o0 B
Matrices triangulaires : M est une matrice triangulaire supérieure si (i > j) = M][i, j] = 0.
mi1 Mi2 - min
. 0
Ce sont les matrices de la forme M =
mnfl,n
0 - 0  mu,
De méme, M est une matrice triangulaire inférieure si (j > i) = M][i, j] = 0.
mig 0 . 0
. :
Ce sont les matrices de la forme M = 2!
0
Mp1 -+ Mppn-1 Mpn

Propriétés : 7,7 (K), I'ensemble des matrices carrées de M,,(K) qui sont triangulaires supérieures, est
stable pour ’addition et la multiplication matricielles.

Méme résultat pour 7, (K), I'ensemble des matrices de M,,(K) qui sont triangulaires inférieures.
Puissances de matrices carrées : pour M € M, (K), on pose , M'= M, M? = M x M,
puis M*1 = M* x M pour k > 2. On a aussi M*T! = M x M*.

Remarque importante : puissance des matrices diagonales

Si D = diag(Ay, ..., A\y), alors, pour tout p € N : DP = diag(\],..., A2)|. Autrement dit :

N 0 - 0\ X0 0
0 N il | oox

: o | |+ . o
0 - 0 A 0 .- 0 N

Remarque : on dispose également d’un résultat sur les puissances de matrices triangulaires supé-
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rieures (ou inférieures). On a :

. = . et . = . )
0 - 0 A\ 0 -~ 0 N « oA, VAR VIIDY

ot les termes ¢ ne s’expriment pas de maniére simple en fonction des termes x.

Formule du binéme : si, dans M,,(K), les matrices A et B «commutent» (i.e) ’si AXB=BxA|

alors on a, pour tout entier N € N,

N
N
(A+B)N =) (k)A’“BN’“ siAx B=Bx A.
k=0
Exemple : puisque, pour toute matrice A, on a A x I, =1, x A(= A), alors

N
N
(In+A)N:Z( )Ak:In+NA+N(N_1)A2+N(N_l)(N_Q)A3++NAN1+AN

]{7 1x2 1x2x3
k=0

Compléments : si, dans M, (K), les matrices carrées A et B commutent i.e si A X B = B X A,

alors on dispose des formules de factorisation, pour tout entier N € N* :

AV — BN = (A- B) x (NZI AkBN1k> = <Nzl AkBN1k> x (A—B).
Exemples : ’si Ax B=BX A‘ alors kZO kZO
e A*—B*=(A-B)(A+B)=(A+ B)(A-B)
A—B)(A*+ AB+ B?) = (A’ + AB + B*)(A - B)
A— B)(A*+ A’B + AB? + B3) = (A% + A2B + AB? + B®)(A — B)
A—B)(A*+ A3B+ A2B? + AB®+ B*) = (A* 4+ A3B+ A’B? + AB®*+ B*)(A— B)

o A3 B3:(
0A4—B4:(
o A° B5:(

IIT - Méthode du pivot de Gauss et calcul matriciel

Matrices «élémentaires» dans M, (K) : on définit les matrices élémentaires suivantes

e Matrice de dilatation (A # 0) : D;(\) = « L; <= A\L; dans [, »

e Matrice de permutation (transposition) : P, ; = « L; <> L; dans I, »

e Matrice de transvection : 7; ;(\) = « L; <= L; + AL; dans I, »

Effets, sur les lignes, de la multiplication & gauche par des matrices élémentaires :
si A e M, (K) (ou méme A € M,, ,(K)) ,

e Di(A)x A=« Aou L; < AL; » : ’ (I, transformée par L; < AL;) XA = «A ou L; < AL;»

o PixA=«AouL;< Lj» :|(I, transformée par L; <+ Lj)xA = «A ou L; <+ Lj»

o T, i(M)xA=«AouL; < Li+AL;» :|(I, transformée par L; < L; + ALj)xA = «A ou L; < L; + AL;j»
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Proposition : les opérations élémentaires sur les lignes d’une matrice M se traduisent par des
produits & gauche par des matrices élémentaires (construites a partir de la matrice unité I, sur
laquelle on a opéré I'opération élémentaire voulue).
Remarque : les matrices élémentaires sont inversibles, et

Di(N)'=Di(3), Py =Py et Ti(\)7h=T(=).
Remarque : en notant E; ; la matrice de M,,(K) dont tous les termes sont nuls, sauf le terme de la
ligne ¢, colonne j qui vaut 1 , on a :
DN =L +\N-1)E;;|, |P,=L—-E,—E;;+E;+E;;| et |T,;(0)=1L+AE,|
Application de la méthode de Gauss-Jordan : on rappelle que, pour tout A € M,,(K), il existe

une et une seule matrice R, échelonnée réduite par lignes, telle que A > R.
Proposition : il existe une matrice £ € M, (K), produit de matrices élémentaires (dilatation,

permutation, transvection), telle que A = E x R.

IV - Matrices inversibles

Définition-proposition : une matrice A de M,,(K) est inversible si il existe une matrice B
dans M,,(K) telle que : Ax B=B x A=1,.

Dans ce cas, cette matrice B est unique, on la note B = A™! : c’est la matrice inverse de A.

Proposition : si P et () sont des matrices inversibles dans M,,(K), alors la matrice produit P x @
est aussi inversible, et (P x Q)™'=Q~!' x P71

Définition : on note | GL, (K) = l'ensemble des matrices inversibles de M,,(K) | («Groupe Linéaire»

de M,,(K)). Cet ensemble est donc stable pour le produit matriciel (mais pas pour la somme).

Quelques proriétés :

o [, est inversible, et I/ -1,
e Si A est une matrice inversible, alors son inverse A™! est inversible et (A71)~! = A.

e Une matrice diagonale D = diag(Aq, ..., \,) est inversible SSI (Vi € {1,2,...,n}, \; #0).

MO - 0 M 0 - 0
0 X . 0 1/A

Et dans ce cas: D™ = diag(5-, ..., 1) i.e ? = /Ao
0 - 0 A\ 0 - 0 1/

e Si P est une matrice inversible, alors :| (PA = PB) = (A= B) |et| (AP = BP) = (A= B) |

On dit que les matrices inversibles sont des éléments réguliers (& gauche et a droite) pour la

multiplication. De plus, dans les implications précédentes, les réciproques étant évidentes (et

toujours vraies, sans hypothése sur P), on a donc, si P est inversible :

(PA=PB) < (A= B)|et|(AP = BP) < (A = B)| et méme |(PAP~' = PBP~!) < (A= B)|.
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Caractérisations de ’inversibilité pour une matrice carrée

Théoréme : soit une matrice A € M,,(K). Les sept propositions suivantes sont équivalentes :
(D A est une matrice inversible (i.e) A € GL,(K)
@ il existe une matrice A" € M,,(K) telle que A’ x A =1,
@ le systéme AX = 0 admet une seule solution, (X = 0)
@ le rang de la matrice A de M,,(K) est égal a n
® A~1,
© pour toute matrice colonne B € M,, 1(K), le systéme AX = B admet une unique solution X

(@ pour toute matrice colonne B € M,, ;(K), le systéme AX = B admet au moins une solution X

Preuve :onmontre D) = @ = =D =0 = D, puis D = ©® = O = @ (voir cours).
Premiére conséquence : si A € M, (K), la matrice A est inversible SSI le systéme linéaire (carrée)

homogeéne AX = 0 n’admet qu’une et une seule solution, la solution triviale (nulle) X = 0.
Seconde conséquence : pour montrer que la matrice A de M,,(K) est inversible, et déterminer son
inverse, il SUFFIT
e soit de trouver une matrice A" € M,,(K) telle que A’ x A =1,, (et alors A est inversible avec
A1 = A"). Tl est donc inutile de vérifier A x A" =1,,.

e soit de trouver une matrice A” € M, (K) telle que A x A” = I,. En effet, avec le point

précédent, on en déduit A” inversible avec (A”)~! = A, d’ou A est inversible avec A=t = A”. 1l
est donc inutile de vérifier A” x A =1,,.
A retenir : une matrice carrée de M,,(K) est inversible ssi son rang est égal a n. Par conséquent, une
matrice triangulaire supérieure (ou inférieure) est inversible ssi tous les termes de sa diagonales sont
non nuls.

Calculs de l’inverse d’une matrice carrée A € M, (K)

Premiére méthode : par résolution d’un systéme linéaire

11 - Qin T A
On résout le sytéme linéaire AX =Y : : : : =
Qp1 = Qpn Tn Yn
e 1° cas : le systéme posséde une infinité de solutions (i.e il y a au moins un paramétre libre
parmi les z;). Dans ce cas, rang(A) # n (le systéme n’est pas de Cramer), et donc la matrice

A n’est pas inversible.

e 2" cas : le systéme posséde une unique solution X (exprimée a I’aide des y;). Dans ce cas, A

est inversible. L’équivalence (AX =Y) & (X = A7'Y) permet d’écrire la matrice inverse A™'.

Seconde méthode : par opérations élémentaires sur les lignes

On a (A est inversible)< (A ~ I,,), d’ou

(A est inversible)< (il existe F, produit de matrices élémentaires, telle que £ x A =1,,).
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Dans ce cas, A=' = E = E x 1, = (ExEx_1...ExE1) x I,! La méthode consiste donc a effectuer des
opérations sur les lignes de A pour aboutir a I, tout en effectuant, en paralléle, les mémes opérations
sur les lignes de I,,, ce qui donnera, au final, A~!!

Compléments : opérations sur les colonnes

Les opérations élémentaires sur les colonnes d’'une matrice A de M,,(K) (ou méme de M, ,(K))
peuvent s’obtenir par produit matriciel a droite par les matrices élémentaires de dilatation-permutation-

transvection vues précédemment. Plus précisément :

e AXx Di(N)=«AouC; < \C;»: ’Ax([n transformée par C; < AC;) = «A ou C; < \Cp» ‘

e AXx P ;=«AouC; <« C;»:|Ax(I, transformée par C; <> C}) = «A ou C; +» Cj»

o AxT; ;(N) = «AouC; + Cj+ACy» :| Ax(I,, transformée par C; <+ C; + XC;) = «A ou Cj <+ Cj + ACy»

Attention : T; ;(A\) =(I,, transformée par C; - C; + A\C;)=(1,, transformée par L; <— L; + A\L,)

Des preuves similaires permettent d’établir que toute matrice A est équivalente, par colonnes, & une
unique matrice R’ échelonnée, réduite par colonnes : A ~ R, puis il existe une matrice E’, produit
c

de matrices élémentaires, telle que A = R’ x E'.

V - Transposition

Définition : si A est une matrice de M,, ,(K), on note ‘A (ou encore AT) la matrice B de M,, ,,(K)
définie par : b;; = a;,; (pour tout (¢,7) € [1; n] x[1; p]). Plus simplement : |*A[é, j] = Alj, ]|

Propriétés

e siAe M, ,(K): |('A) = A| (la transposition est involutive).

e si (P,Q) € M, ,(K)? (\u) € K*: [{AP+ puQ) = NP + u'Q| (la transposition est linéaire)

eside M, ,(K)etsi Be M, (K): |{Ax B)="Bx'A| (matrice dans M, (K)).

e si A € M, (K) est une matrice inversible, alors sa transposée ‘A est inversible, et | (‘A)~! = (A7) |

Remarque : il est clair que faire des opérations élémentaires sur les colonnes de M revient a effectuer
les mémes opérations élémentaires sur les lignes de M. Précisément, si M’ est la matrice M transfor-
mée par des opérations élémentaires sur les colonnes de M, alors M’ = t(EtM ) = M'E : on retrouve

le résultat énoncé a la fin du paragraphe précédent.

VI - Matrices symétriques et antisymétriques de M, (K)

Définition : dans I'ensemble M,,(K) des matrices carrées a n lignes,

e une matrice S est dite | symétrique si 1S = S|,

e une matrice A est dite | antisymétrique si ‘A = —A|.

On a donc :

77/87 LycEE FAIDHERBE, LILLE



PCSI; LES MATRICES - Résumé de cours 2017-2018

o (S est symétrique)= (V(i,7) € [1: n]> S[i,j] = S[j,i]).

o (A est antisymétrique)< (V(i,j) € [1: n]>, A[i,j] = —A[j,1]).
Conséquence : si A est antisymétrique, alors, nécessairement, ses termes diagonaux sont tous nuls
(car Afi,i] = —A[i, ] pour tout ¢, donc A[i,i] = 0).
Proposition : toute matrice carrée M se décompose, et d’une seule facon, sous la forme M =S+ A
ol S est symétrique et A antisymétrique (existence et unicité de cette écriture).
La preuve de ce résultat s’établit a 'aide d’un raisonnement par analyse-synthése (voir cours).
En notant

S,.(K) = {M € M,(K) |'M = M}, ensemble des matrices symétriques de M, (K)

et

A, (K) ={M € M, (K) |'"M = —M}, ensemble des matrices antisymétriques de M,,(K),

on a donc :

VM € M,(K), S €S, (K), Ne A,(K), M=S+A|

Remarque 1 : cette décomposition unique de M € M,,(K) est donnée par les formules

1 1 1 1
Szé(MthM) et A:§(M—tM) i.e M:§(M+tM)+§(M—tM).

1 2 3 1 3 5 0 -1 -2
Unexemple: M =145 6 |[=| 35 7 |+ 1 0 -1

789 5 79 2 1 0

€M (K) cSn(K) e A (K)

Remarque 2 : l'existence et 'unicité de cette décomposition de toute matrice de M,,(K) signifie
que les sous-espaces S,,(K) et A,,(K) sont supplémentaires dans I'espace vectoriel M,,(K) (voir cours
d’algebre linéaire). On notera ce résultat : M, (K) = S,(K) & A, (K).

Remarque 3 : S,,(K) et A, (K) sont des ensembles stables par combinaison linéaire, mais pas pour le

produit matriciel dés que n > 2.
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