PCSI, Intégration Fiche 18

Majoration d’intégrales

b
Exercice 1 Soient (a,b) € R? avec a < b, que dire d’une fonction continue telle que / f=(0—a)sup|f|.
a [a,b]

[

Exercice 3 Soit f : [0,1] — R continue d’intégrale nulle sur [0,1]. On pose m = [10111f] f et M =sup f (justifier l’existence

b
Exercice 2 Soient (a,b) € R? avec a < b et f une fonction continue sur [a,b] telle que / lfl = . Montrer que f
a

garde un signe constant.

)

1
de m et M ). Que dire de la fonction g = (M — f)(f —m) ¢ En déduire linégalité / f? < —mM, puis que f s’annule au
0

moins une fois.

Exercice 4 Soient a < b deux réels, f : [a,b] — R (ou C) et g : [a,b] — R de classe C' sur [a,b]. On suppose que
YV € [a,b], |f (2)] < ¢ (x).

b
1. Que vaut/ f(@t)dt ¢ En déduire que |f (b) — f(a)| < g(b) —g(a).
2. Quel résultat retrouve-t-on si f est a valeurs réelles et si ¢ = C est constante ¢

1 1

Exercice 5 Soit f : [0,1] — [0, 1] continue, non identiguement nulle et telle que / f= / f?. Montrer que Vx € [0,1],
0 0

f@) =1,

b
Exercice 6 Soit f continue sur [a,b] avec a < b telle que / f =0. Montrer que f s’annule au moins une fois sur [a,b)] :
a

1. En raisonnant par l'absurde.a laide du TVI.

2. En utilisant le théoréme de Rolle appliqué & une autre fonction que f !

1
1
Application : En déduire que si f est continue vérifie / f= > alors f admet un point fize (i.e Ja € [0,1] tel que
0
fla) =a).

1
t" arctant
Exercice 7 Montrer que lim

——dt=0
n—+o0 [q ‘/1+t2

1
Exercice 8 On considére la suite u = (un ),y définie par Vn € N, u, = —n/ (arcsinz)"dz, déterminer la limite de u.
™ Jo

T sinx
Exercice 9 On définit pourn > 1, u, = / m dx. Donner la limite, puis un équivalent de u.,.
o Ntz

1
Exercice 10 On considére la suite u = (up), oy définie par Vn € N, u,, = / x"e"*dx, déterminer la limite de u.
0

n
Exercice 11 On considére la suite u = (uy),, oy définie par Vn € N, u,, = / x"e " dx, déterminer la limite de u.
0

1 ,.n—1 1 n
x
Exercice 12 Soient u et v les suites définies par Vn € N, v, = n/ dx et u, = n/ dx. Déterminer la limite
o 1L+a" o 1L+a"
de vy,. En étudiant |v, — uy| déduire celle de uy,.

n

1
Exercice 13 Etudier la convergence de la suite (I,,), oy définie par I, = / dx puis donner un équivalent simple de

o 1+a?
1
Jn:/ z™In (1—|—x2) dx.
0
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e

Exercice 14 On pose I, = In" zdx, montrer que la suite (I,), est décroissante. Etablir une relation de récurrence

1
vérifiée par cette suite. Montrer que (I")nEN converge, préciser sa limite (on pourra poser w = Inx, puis majorer I, ). Que
vaut nl, + (I, + Iny1) ¢ En déduire un équivalent de I,,.

1
Exercice 15 Soit f de classe C* sur [0,1], on pose I, :/ t" f (t) dt. Déterminer la limite de I, puis un équivalent.
0

n n 1
Exercice 16 Soit p € N*, on définit S, (p) = Z = et I, (p) = / — dx.
1 P

1 k+1 1 1
1. Montrer, pour tout entier k > 1, ——— < / — dzx < —.
(k+1)p P

2. En déduire que pour tout entier n > 2 :

Sp(p) =1< 1, (p) < Sp1(p)

puis que la suite (Sy, (p)),,>, converge si et seulement sip > 2.

b b
Exercice 17 Soit f une fonction de classe C* sur [a,b]. avec a < b. Montrer que / f@)sin(At)dt et / f(t) cos(At)dt

tendent vers 0 quand |A| tend vers +oo. (lemme de Riemann-Lebesgue).

b
Exercice 18 Soit f € CY([a,b],R) telle que Vk € {0,--- ,n — 1}, / t*f (t) = 0. Montrer que f s’annule au moins n fois
sur [a, b). ‘

Exercice 19 Formules de la moyenne.

1. Soit f continue sur [a,b] avec a < b, montrer qu’il existe ¢ € [a,b] tel que 5

2. Généralisation : Soient f et g continues sur [a,b], a < b avec g positive sur [a,b], montrer qu’il existe ¢ € [a,b] tel que
b b
[tog@a=r1@ [s@a
a a

3. Application :

2 cos

dx.

o Déterminer la limite lorsque u tend vers 0T de /

w T

1 X
o Si f est continue au voisinage de 0, déterminer hn(l) —2/ tf (t)dt.

2z
t
e Si f est continue au voisinage de 0, montrer que lirn+ %dt = f(0)In2.

z—0% J,

iy

4
Exercice 20 On définit pour n € N, u,, = / tan”(z)dz.
0

1. Calculer ug,uy et simplifier pour n € N la somme ty, + Upto.

2. Montrer que la suite est monotone et en déduire la limite de (un),, cy-

n k
3. On définit les suites (Sy), ey €t (Th),ey Par Sp = Z (k’+1)1
=0

etT, = ];) Q(k +) T Ezxprimer T, et §Sn a Uaide de la

suite u. En déduire lim T, et lim S,.
n—+4o0o n—-4oco

Remarque : on en déduit que § =1 — % + % - % + -+, cette formule est dite de Gregory (1638-1675), cependant on
la trouve déja en 1410 en Inde dans un traité de Madhava.
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Exercice 21 Soit A(X) =X (1— X), montrer que Vz € [0,1], 0 < A (z) <

W =

1. Soit n € N*, montrer qu’il existe un unique polynome P, € R[X] tel que A*™ (X) = (1+ X?) P,(X) + (—1)"4™.
(Penser en terme de reste d’une division euclidienne !).

(-1

1
1
2. On pose alors a,, = ﬁ/@ P.,L(CL’)CZZL', montrer que |7T - an| < 45n—1"

Sommes de Riemann

Exercice 22 Déterminer les limites des suites (uy), oy définies par

n—1 n—1 n
1 . kT n 1 —k/nm
W ze(T) 0 Tots © gk
k=0 k=0 k=1
o 1 ~ n+k 1 o
4 - T — _
WS e YA e LY vies
k=0 k=0 k=1
= n
Exercice 23 Déterminer pour x # 0, la limite de la suite (uy), oy définie par u, :kzl PUETRR

Exercice 24 Donner un équivalent des suites définies par

W=YVE Q) w=Y K oipeN @) w=) o
k=1

2
= k24 (n—k)
Exercice 25 Calculer la limite de
L Lt L .
Vn2+8n  Vn2+16n  Vn2+ 24n In2

n

Exercice 26 Calculer la limite de % H (n2 + kz)

1
n

k=1
. I . ./ (2n)!
Exercice 27 Déterminer la limite de .
nlnm
2n ki
Exercice 28 Déterminer la limite de u,, = Z m

k=1

n

1 n
E ice 29 Soit S, = t U,
xercice ot ];1 nTE© kg

k—1

1. Nature et limite de la suite (Sy,)

n’

2. Nature et limite de la suite (Uy,),,. (On pourra comparer Usy, et Sy, ).

Exercice 30 Soit

Z\/k+n )(k+14n)

déterminer la limite de (uy), oy - (Indication : il y a un 1 de trop ! ).

n _—

1
Exercice 31 Soit f continue sur [0,1], déterminer la limite de - Z (n— k)ﬁ f(x)dz.

k=0 n

2
Exercice 32 Soit x € R\ {—1,1}, on pose f (z) = / In (22 — 2z cost + 1) dt.
0
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1. Déterminer Df.
2. Factoriser sur C le polynome X™ — 1.

3. Calculer f (x) a l'aide de ses sommes de Riemann.

Exercice 33

3
X .
1. Montrer que pour x € [0,%] , 0N G T — 3 <sinz <=z

n
k k
2. Déterminer la limite de la suite u,, = g sin (—> sin (—)
n n

1 1
Exercice 34 Déterminer la limite de u, =mn_ 2 <1+") (112233 ...pm)n

1 X X
Exercice 35 On définit f et ¢ sur Ry [X] par f: P— 3 {P (5) +P (TJF
1. Vérifier que f € L (Ry[X]) et que ¢ € L (R [X],R).
1%~ (X +k
2. Montrer que VP € Ry [X], Vn € N*| f*(P) = — Z P( ) .
2m P 2n
1
3. En déduire que o (f™ (P)) / P (t)dt.
n— -0 0
Exercice 36 On désire déterminer la limite de
n
n—k
Sp = —_
" I;n2+nk+2011
1. S’agit-il d’une somme de Riemann ¢
2. Simplifier
1 2011
-
I+— n? <1+E) <1+E+20§1>
n n n n

3. Conclure.

n—00

1 n
. , . . . (TT . . [Tk
Exercice 37 Déterminer lim an/ 2™ sin (?) dxr ot a, = E sin (—) .
0
k=1

2n

Théoréme fondamental

z Int
Exercice 38 Pour x > 0, on définit f (x) = /xﬁ

résultat avec le changement de variable u = 7

2x
dt
Exercice 39 On définit la fonction f par f(z) = / .
x V14t

1. Déterminer son ensemble de défintion, sa parité.

2. Déterminer ses variations et ses limites aux bords. Donner un équivalent de f en 0.

1
3. Montrer que f (%) = f(z) et en déduire un équivalent de f en +oc.

—4/5-

dt, justifier que f est dérivable, déterminer f' puis f. Retrouver le
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Exercice 40 Soit f continue sur [a,b], montrer qu’il existe ¢ € |a,b| tel que / f@)ydt = (b—-c) f(c). (utiliser g(z) =

o-a) [ () dt).

Exercice 41 Soit f dérivable sur R, on pose F (z) = / cos (x —t) f (t) dt, montrer que F est dérivable deux fois sur R et
0
que F est solution de ’équation différentielle vy’ +vy = f'.
x
Application : Trouver les applications f continues sur R telles que Vo € R, f (x) — 2/ cos(x —t)f(t)dt =1.
0

x
Exercice 42 Trouver les applications continues f telles que Vx € R, f (x) — / tf(t)dt =
0

Exercice 43 Soient f,g deux fonctions continues sur [a,b] & valeurs positives. On suppose f décroissante et g (x) < 1 sur

[a,b].

1. Montrer que

/f dt</amf(t)dt oaA/abg(t)dt

at+A(z

(On pourra poser F (x) = [ f(t)dt ,h(z) = [ f(t)g(t)dt, X(z) = [T g(t)dt et k(z) = [} f@)ydt)
et . x o o0 osin(2u)  w
2. Application : f(z) = g(z) = To22 0= 0, b = tan (u) ot u € 0,5, en déduire que Yu € ]0,%], 1 + 5 <
arctan (u).
Exercice 44 Soit f € C' (R*,R) telle que f(0) =0 etVx € RT, 0 < f/(x) < 1.

Pour x > 0, onposeg(sc)</ > /f3

x 2 T
1. FEtudier les variations de g, en déduire que Yz > 0, (/ f) > / 3
0 0

2. Déterminer les applications f telles que g = 0.
Exercice 45 Soit f : [0,+0o] — R de classe C* sur [0, +o0[ telle que f (0) = 0.

1. On définit g sur 10,400 par g (x) = f (x)coth(x), montrer que l'on peut prolonger g en une fonction continue sur
[0, 400[ (fonction notée encore g).

2. On définit F et G sur ]0,+o0[ par F (x) = /Of (f t)° + f (t)2> dt — f (x)* coth (z) et G (z) = /090 (' (t) — g (t)*dt.

Justifier que F et et G sont dérivables sur |0, 4o0[ et déterminer leur dérivée.

3. Déterminer les limites de F' et G en 0T, en déduire que

Ve >0, f (@) < th(2) x/ (£ + £ )7 de
0
et qu’il y a égalité si et seulement s’il existe A € R tel que f = Ash.
Formule de Taylor

Exercice 46 A l'aide de la formule de Taylor avec reste intégral, montrer que

x3 72

Ve >0, thzx—i—g et Vz € R, chle—l—?
3 3 25
Y € [0, 7] v Ssine <z- o+
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