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x désigne un nombre réel.

Le plan est rapporté a un repére orthonormal direct (O, 7, 77).

I Rappels
1 Deéfinition

On appelle cercle trigonométrique le cercle
C de centre O et de rayon 1.

Le cosinus du nombre x est ’abscisse du point
M de C telle que 'angle orienté (7, (W) ad-

mette z comme mesure (en radians). Le sinus
est 'ordonnée de ce méme point M.

La tangente et la cotangente de x sont les
rapports (quand ils existent) :

sinx
tanx = —— pourx;éﬁ—i—lmr, keZ
CcoS & 2
cos T
cotanx = —— pour x # 0+ km, k€ Z
sinx
2 Reésultats élémentaires
—1<sinr <1

—1<cosx <1

3 Angles associés

Angles opposés

Angles supplémentaires

cos(x + 2m) = cosz sin(z + 27) = sinx
cos’z +sin?z =1

1+ tan’z =

poura:;éz—i-kﬂ', kel
cos? x 2

1+ cotan®z = pour x #0+km, k€ Z

Sln2 x

N

Angles complémentaires

cos(—x) = cosx

sin(—z) = —sinz

tan(—z) = — tanx

cos(m — ) = —cosx

sin(m — x) =sinz

tan(m — x) = —tanx

—
N

™ .
(¢0)] 5 — X =8mx

. s
sin 5 — T | = COSX

7T
tan (5 — :C) = cotanx
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Angles qui différent de 7 | Angles qui différent de g Valeurs importantes
™ T ™ ™
"% s 132
e ol L[ V2V3
S xr - —_— —_—
2 2 2
V3 V2|1
cosx | 1| — | — | =
2 2 2
3
tanz | 0 % 1 V3
m :
cos(m + ) = —cosx cos (5—1-:1:) = —sinzx
. 7T
sin(m 4+ ) = —sinx sin (5 + :E) =cosz
7T —
tan(r + x) = tanz tan (5 + x) = —cotanx
4 Formules d’addition 7 Equation cosz = cosa

Les solutions de I’équation sont données par :

cos(z +y coszxcosy — sinzxsiny x = a [27]
cos(z —y coszcosy + sinxsiny COST = COSa < ou
x = —a [27]

sinx cosy + siny cos x

sinx cosy — siny cosx

-

~

5 Formules de duplication

cos(2z) = cos’z —sin’z
.2
= 1= 225m * 8 Equation sinz = sina
= 2cosz—1
sin(2x) = 2sinzcosx Les solutions de I’équation sont données par :
x = a [27]
6 Formules de linéarisation sinz =sina < ¢ ou

x=m—a |27]

sin“x =

(1 — cos(2x))

cos™xr =

N =N =

(1 + cos(2x))
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I Compléments

1 Equation tanz = tana
Les solutions de I’équation sont données par :

tanz =tana < x =a [7]

2 Formules d’addition et de dupli-
cation

Quand cela a un sens :

tan(z + y) tanx + tany
an(x =
4 1 —tanztany
2tanz
tan(2z) = T o’

3 Expression en fonction de la
tangente de ’arc moitié

x
En posant t = tan (5), on obtient quand cela
a un sens :

. 2t
anx = S E————
1—¢2

i 2t
ST = _—
1+¢2
1—¢2

COS T =

1+ ¢t2

III Utilisation des complexes
1 Linéarisation de cos™ 6sin" 6

Utiliser les formules d’Euler :

¢l 4 omif ot

—— et sinf = ——
2 2i

Développer (formule du bindéme), regrouper puis

faire apparaitre des coskf et sinkf grace aux

formules d’Euler. Exemples :

cosf =

1 3

cos®f = Zcos39+1c059
1 3

sin®f = —Zsin39+zsin9

3 1 1
cos’l = §+§C0829+§COS49

1 1

sin*f = §——cos2t9—|——cos4(9

8 2 8

1

1 1
—sinf + — sin 360 — — sin 560

cos?fsin® =
16

oo
—_
(=]

4 Transformation de produits en

somimes
. 1. .
sinacosb = 3 (sin(a + b) + sin(a — b))
1
cosacosb = 3 (cos(a + b) + cos(a — b))
1
sinasinb = 3 (cos(a — b) — cos(a + b))

5 Tranformation de sommes
produits

en

sinp+sing = 2sinp;qcosp;q
. . _ . P—q pP+q
sinp—sing = 2sin——— cos——
2 2

cosp+cosq = 2cosp;—qcospgq

. o . ptq . pP—q

cosp —cosq = —2sin si 5

2 Expression de cosnf et sinnf en
fonction de cosf et siné

Utiliser la formule de Moivre : (¢?)" = ¢ (i.e)

(cos B + isin @)™ = cosnb + i sinnb

Développer le terme de gauche de 1’égalité a

I'aide de la formule du binéme, puis en iden-

tifiant les parties réelles et imaginaires, tirer

cosnf et sinnf comme une combinaison de pro-

duits de cosf et sin6.

Exemples :

cos 30 = cos® @ — 3 cosfsin® = 4 cos®  — 3 cos

sin 30 = 3sinf cos?# — sin® # = 3sinh — 4sin®

Compléments :

1+e¥? = 2COS(%)€i% et 1 —e¥ = 24 sin(%)ei%

D’ou l'on tire, en prenant les parties réelles :

1+cos® =2cos?(§) et 1 — cosf = 2sin*(§)
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i 1
tan(z) = :)r;((i)) définie si x # g (m) | cotan(z) = r—" = :?&(z)) définie si x # 0 ()
cos?(z) +sin®(z) =1 | 1+ tan?(x) = o2 (1] six# g () | 1+ cotan?(x) = ) siz#0 ()
’ cos(—a) = cos(a) ‘ sin(—a) = —sin(a) ‘ tan(—a) = — tan(a) ‘ cotan(—a) = — cotan(a) ‘
s m .
cos (m — x) = —cos(x) | cos <§ - ) = sin(z) cos (m + x) = —cos(x) | cos <a: + 5) = —sin(z)
. . ™ . . . ™
sin (7 — x) = sin (z) sin <§ — a:) = cos(x) sin (7 + ) = —sin (z) | sin (x + 5) = cos(x)
7r 7r
tan (m — z) = —tan (z) | tan (5 — x ) = cotan(x) | tan (7 + x) = tan (z) | tan (x + §> = — cotan(z)
Valeurs remarquables :
T s s T 27
006 | 1|3 |3] 3 |7
cos |1 \/7§ \/75 % 0 —% -1
sin | 0 % ‘/75 \/7§ 1 ‘/7§ 0
tan |02 | 1 [ V3| |-vV3] 0

Formules d’addition

cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)

cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)

sin(a 4 b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)

sin(a — b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b)

tan(a) + tan(b)

tan(a) — tan(b)

tan(a + b) =

1 — tan(a) tan(b)

tan(a — b)

1+ tan(a) tan(b)

En

particulier on a les relations suivantes avec I’angle double :

cos(2a) = cos?(a) — sin*(a) = 2cos*(a) — 1 = 1 — 2sin*(a) tan(2a) = 2tan(a)
sin(2a) = 2sin(a) cos(a) 1 — tan?(a)
1 2
cos?(a) = 1+ cos(2a)
2
1-— 2
sin?(a) = —COS( @)
2
On dispose également de relations avec la tangente de I’angle moitié.
: a 1—¢ , 2t 2t
Sia#m (27), on pose t = tan (§> alors | cos(a) = TP sin(a) = T tan(a) = T
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Formules de linéarisation :

sin(a) cos(b) = % [sin(a + b) + sin(a — b)]

cos(a) cos(b) = % [cos(a + b) + cos(a — b)]

sin(a) sin(b) = —% [cos(a + b) — cos(a — b)]

sin(p) + sin(q) = 2sin (1%) cos (%)

b

sin(p) — sin(g) = 2 cos (%) sin (]%)

cos(p) + cos(q) = 2 cos (z%) o8 <Z%)

cos(p) — cos(q) = —2sin (

p+aq\ . p—q
— | S|\ —
2 2

Equations trigonométriques

cos(a) = cos(b) & {

a=b (2m)
a=-b (2n)

a =

sin(a) = sin(b) & {

a=m—b (2m)

b (2m)

tan(a) = tan(b) < a =05

(7)

Lien avec ’exponentielle complexe

e’ = cos(x) + isin(z)

4 1 . , . 1 . .
cos(z) = Re(e"™) = 3 (e” +e ™) | sin(x) = Im(e”) = 5 (e — e
1
4 A — b\ (et A 0\ (¢
e”+e’b:2cos(a2 )6(2) 1+e’9:2cos<§)e(2)

4 : — b\ (et : g\ (¢
el — et = 27 sin (a )e( ) 1 — e = —2sin (5)6(2)
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