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EXERCICE 1 :

1.

2.

3. Démarche comparable a la question 3 de I’exercice 1 Colle 18 : http://www.mimaths.net/spip.php?rubriquel66
4. Soit (z,y,2) € R3, (z,y,2) € F & (x,y,2) = (zv,2 + 2,2) & (v,y,2) = 2(1,1,0) + 2(0,1, 1)

Tout vecteur de F' s’écrit comme combinaison linéaire des vecteurs (1, 1,0) et (0,1, 1) donc F' = vect((1,1,0), (0,0, 1)).
Ainsi B={(1,1,0),(0,1,1)} est une famille génératrice.

B est-elle libre ?
x(1,1,0) + 2(0,1,1) = (0,0,0) & (z,z + 2,2) = (0,0,0) < 2 = 0 et z = 0 ainsi B est libre.

B est génératrice et libre donc c’est une base de F. F' est donc de dimension 2.

EXERCICE 2 :

1. On pose fo(z) = cosz, fi(z) = zcosz et fo(x) = 2% cosz, B = (fo, f1, f2) est une famille génératrice de E et
E = Vect(fo, f1, f2). E est donc un sous-espace vectoriel de F(R,R).

2. Soit (o, B,7) € R? tels que afg + Bf1 + vf2 = 0. Ainsi Vo € R, (a + Bx + y2?) cosx = 0, en particulier pour
x = 2n7, on a a + 2n7 + 4n?r?y = 0 (%) pour tout n € N. Or a + 2n73 + 4n’m2y —+> 400 iy # 0 ce qui
n—-+oo

contredit la relation (%) donc nécessairement v = 0.

Ce qui implique que a + 2nwB3 = 0 pour tout n € N.

Successivement n = 0 et n = 1 impliquent o = 5 = 0. Ainsi B est une famille libre et représente donc une base
de F, qui est donc de dimension 3.

EXERCICE 3 :
E un R-espace vectoriel et (u1,ug, ..., Un, Uy+1) une famille de vecteurs de E. Prouver que :
1. Supposons que (u1,...,uy) est libre et u,11 ¢ Vect(uq,...,uy,). Soit (\;) une famille de réels tels que Ajuj +
n
Atz + ...+ Antty + Ang1ting1 = 0 (%). Si Von fait Uhypothese que Aq1 # 0, alors 1 = — Y s ce
i=1 1

qui signifie que u,41 € Vect(uq, ..., uy,). Or ceci est contriare & I’hypothése donc A, 11 = 0 et donc (%) devient
Arug + Aaug + ... + Ayu, = 0 qui implique & son tour que Ay = Ao =... =\, =0 car (ug,...,u,) est libre.

Finalement (%) = A\; = 0 pour tout i € {1,2,...,n+ 1} et(ug,us,...,Un, uny1) est libre.

n+1
2. Soit x € E alors v = Z)‘iui (1) car (ug,us,...,Un,Unt+1) €St génératrice; or u,4+1 € Vect(uq,...,u,) donc

=1
n

Upt1 = QU1 + ... + Qpty (2). En « mixant » les deux relations (1) et (2), on obtient 2 = Z()‘l + App1ai)u;
i=1
donc (uq,...,u,) est génératrice.

EXERCICE 4 :

Soit F' = {(m,y,z) cR3: x:O}.

1. F est un sous-espace vectoriel de R? :
e (0,0,0) € F donc F est non vide.

e Soit u = (x,y,2) € F,v=(2/,y,2) € Fet A\ € R.u € F implique z = 0 et v € F implique =’ = 0.
utv=(x+2y+y,2+2)=0,y+3y',2+2') doncu+v € F.
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o \u= Az, \y,Az2),u € F =2 =0= \u=(0,\y, A\z) donc \u € F.
Compte-tenu de ce qui précéde, F est un sous-espace vectoriel de R3.

2. Famille génératrice de F : (z,y,2) € F & (x,y,2) = (0,y,2) et (0,y,2) = y(0,1,0) + 2(0,0,1)
donc F' = Vect((0,1,0),(0,0,1)). La famille ((0,1,0),(0,0,1)) est donc génératrice et libre (vecteurs non coli-
néaires), c’est donc une base de F' qui est donc de dimension 2.

EXERCICE 5 :

Dans R*, on considére les vecteurs :
Uy = (2, 1, 0, 3),’&2 = (3, 71, 5, 2), usz = (71, 0, 2, 1) et F'= VeCt(ul,’lLQ,U3>.

1. F est sous-espace vectoriel de R* (ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs uy, us et ug). dim(F) < 3
car (u1, uz,uz) est une famille génératrice de F. On vérifie que (u1,uz,ug) est libre :
Soit (a,b,c) € R3 tel que auj + bus + cuz = (0,0, 0) (%)

2% 43b—c=0 5b—c=0(Ly + Ly — 2Ls) 106 = 0

a—b=0 a—b=0 (Ly + L1+ Ly) R
(K) =9 5p 1960 <Y 5b+2c=0 <Y a=0 Sa=b=c=0

3a4+2b4c¢=0 5b+c=0(Ly ¢ Ly — 3Ls) c=0

(u1,ua,us) est libre, puisque génératrice, elle forme une base et dimF = 3.

2. v=(2,3,—-7,3) est un vecteur de F si et seulement si il existe (a,b,c) € R (unique) tel que
v = auy + bug + cusz (k).

En résolvant le systéme, on parvient & (a,b,c) = (2,—1,—1). Ainsi v € F.

EXERCICE 6 :

F= {(z,y,z) cR3: 2173y+z:0} et G = Vect(u,v) avec u = (1,1,1) et v = (2,1, —1).

1. Les coordonnées de u vérifient I’équation de F' donc u € F. De méme v € F. F étant un sous-espace vectoriel
de R? (a4 démontrer voir ex 1), au + bv ((a,b) € R?) est donc un élément de F, or tout élément de G est une
combinaison linéaire de u et de v, impliquant que G C F.

2. C’est une « affaire » de dimension. Les vecteurs u et v ne sont pas colinéaires donc (u,v) est libre; elle est
génératrice car G = Vect(u,v) donc (u,v) base de G et dimG = 2.

D’autre part, (z,y,2) € F & z = 2z — 3y.
Ainsi tout élément de F est de la forme (z,y,2z — 3y) = x(1,0,2) + y(0,1,—3), ce qui permet d’écrire que

F = Vect((1,0,2),(0,1,—3)). La famille ((1,0,2), (0,1, —3)) est une base de F' (génératrice et de fagon évidente
libre) donc dimF = 2.

— G =F.

Ay J dimF = dimG =2
"l GerF

EXERCICE 7 :

L. Ry[X] = {P € R[X],degP <2} = {aX? +bX +¢,(a,b,c) € R3}.
dimRs[X] = 3 et une base de Ro[X] est (1, X, X?) (dite « base canonique » de Ry[X])

P1, Py, P> € Ry[X] donc puisque Ry[X] est un espace vectoriel, Vect(Py, Py, P3) C Ro[X].
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On peut remarquer que :
1
1 - §(P1 - PQ)

1
X =g(P+Py)

1
X? =Py (P~ Py)

ce qui prouve que Ro[X]| C Vect(Pr, P2, P5) et donc grace a la double inclusion, Ro[X] = Vect(Py, P, Ps);
(Py, P2, P3) est donc une famille génératrice de 3 éléments et dimRy[X] = 3. C’est une base de Rz[X].

ou

Soit ()\1,)\2,)\3) € R3 tel que \MiP1 +XoPo 4+ A3P3 =0& )\3X2 + ()\1 + )\Q)X + A —X—A3=0,VXeR
A3 =0

=4 M+A=0 S A =X =A3=0.
Al—A2—A3=0

Ainsi la famille (Py, P2, Ps) est libre dans Ro[X] qui est de dimension 3 donc c’est une base.

2. X2 —5X +4 =aP; + bP, + cP3, c’est un travail d’identification qui conduit a (a,b,c) = (0, —5,1).

3. F={peE : p(1)=0}.
e [’ non vide puisque X —1 € F.
e Soit (P,Q) € F2, (P+Q)(1) = P(1)+ Q(1) = 0 et deg(P + Q) <2 donc P+ Q € F.
e AeRet Pe F, (AP)(1) = AP(1) =0 et deg(AP) < 2 donc AP € F.
F est bien un sous-espace vectoriel de Ro[X] et dimF < 2. En effet, si dimF = 3, on aurait égalité entre F' et
Ro[X] (F C R2[X]) ce qui n’est pas possible puisque tout polynéme de Ry[X] n’admet pas 1 comme racine.

X —1€Fet(X—1)?€ F.La famille (X — 1, (X — 1)?) est une famille libre (a vérifier) et donc dimF = 2 et

(X —1,(X —1)?) est une base de F.
Vérifier que F est un sous-espace vectoriel de E et en donner une base.
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