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EXERCICE 1 :

EXERCICE 2 :

1. On note ¢ : t —> 1+ P — (1 4 t)? la fonction définie sur RT™*. ¢ est continue, dérivable sur R1*.
o(t) Y 0 donc ¢ est prolongeable par continuité, on peut poser ¢(0) = 0.
—

Pour ¢t > 0,
¢'(t) =p(tP~t = (L+t)P~)

Puisque p — 1 < 0, tP71 > (1 + )P~ et donc ¢'(t) = 0. ¢ est donc croissante sur [0;+oo[ et pour tout
t >0, ¢(t) = 0 et donc, on obtient I'inégalité demandée.

2. Pour z = 0, I'inégalité est vérifiée. Pour > 0,

p p
e (1) o (10 (2)) e

EXERCICE 3 :

Soit F = {(z,y,2) ER3:x+y+2=0}et G={(z,y,2) eR>:z—y+2=0}.

1. Montrer que F + G = R3.
F = Vect((-1,1,0),(-1,0,1)), donc Br = {(-1,1,0),(—1,0,1)} est une famille génératrice de F. On peut
démontrer que Br est libre, ce qui lui confére le statut de base de F. (dim(F) = 2)
G = Vect((1,1,0),(—1,0,1)), donc B = {(1,1,0),(—1,0,1)} est une famille génératrice de F. B¢ est libre donc
c’est une base de G. (dim(G) = 2)
F + G = Vect(F UG) = Vect((—1,1,0),(=1,0,1),(1,1,0)) = Vect(u1,uz,u3) C R (1).
3 1 ) 1
V(x,y, Z) eR ) ('rvya Z) = 1'(15 07 0)+y(07 15 0)+Z(07 05 1) = xei1tyestzes ete; = 5(’&37’“1), puls €3 = §(U1+U3)
1
et enfin ez = uy + §(u3 — u1). Les vecteurs eg, ea et e3 sont donc dans F + G, d'ott R® C F + G (2).

Ainsi d’aprés (1) et (2), R® = F + G.

2. La somme est-elle directe ? (—1,0,1) € F N G, ainsi la somme n’est pas directe.

EXERCICE 4 :
F= {(z,y,z) ERg:z—2y+32:O}.

F = Vect(u,v) avec u = (2,1,0) et v = (—3,0,1). B = (u,v) est libre (les deux vecteurs ne sont pas colinéaires). B
est une base de F. Toute droite vectorielle Rw tel que (u,v,w) est une base de R? est un supplémentaire de F' dans R®.

Par exemple w = (1,0,0).

EXERCICE 5 :
1. Soit A1.1 4+ A2.cos+Azsin = 0 une combinaison linéaire des vecteurs de la famille (1, cos,sin). Ainsi pour tou

reR
A1+ A cos(x) + Agsin(z) =0
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En particulier, pour x = 0, on obtient Ay + A2 = 0 et pour z = 7, on a A\; — Ao = 0. A ce stade, A\ = Ay = 0.
Maintenant, avec x = g, on a A1 + A3 = 0 donc A3 = 0 : la famille (1, cos, sin) est libre.

2. Si la fonction f: xz —— x appartient & Vect(1, cos, sin), alors il existe A1, A2 et A3 telles que :
Ve e R, x =X\ + Azcos(z)+ Agsin(z)

on en déduit que Vo € R, |z| < |A1] 4+ [A2cos(x)| + |[Agsin(z)| < [A1] + [A2] + |As]
Or cette inégalité n’est pas concevable car elle tombe en défaut si 'on fait tendre x vers +oo.

Ainsi, f ¢ Vect(1, cos, sin).

EXERCICE 6 :

EXERCICE 7 :
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