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Structure de I’ensemble des solutions

On considére 'équation (F) « ay”(z)+by'(x)+cy(z) = f(x) », ot a # 0, b et ¢ sont des constantes
dans K (= R ou C) et f: R — K, une fonction.
L’ensemble Sy des solutions de I’équation homogene (EH) « ay”(x)+by' (x)+cy(x) = 0 » est constitué
de 'ensemble des combinaisons linéaires de deux fonctions y; et y» (linéairement indépendantes).
L’ensemble S des solutions de I’équation homogéne (E) est constitué de ’ensemble des fonctions de

la forme |y, + Ay, + By |, y, est une solution particuliére de (E), A, B des constantes dans K.

Cas complexe - Solutions de (EH) « ay”(z) + by'(z) + cy(x) = 0 », avec a # 0, b, ¢ dans C

, de discriminant A = b — 4ac.

e Si A#0: (EC) adeux racines complexes distinctes A; # Aq, et les solutions de (E'H) sont les
fonctions de la forme
yn - x = yp(z) = AeM® + Ber?® = Ay (z) + Bys(z) |, avec (A, B) € C2

e Si A =0:(FC) a une racine complexe double )y, et les solutions de (F'H) sont les fonctions

On considére I'équation caractéristique (EC) : ’ a2+ b +c=0

de la forme
yn - 1 = yp(z) = (A + Bx)eM® = Ae*® + Bre® = Ay, (x) + Bys(x) |, avec (A, B) € C2.

Cas réel - Solutions de (EH) « ay’(x) + by’ (x) + cy(z) = 0 », avec a # 0, b, ¢ dans R

, de discriminant A = b — 4ac.

e SiA>0: (FEC) a deux racines réelles distinctes \; # g, et les solutions de (E'H) sont les
fonctions de la forme
yn > yp(r) = AeM® + Bet® = Ay, (x) + Bya(z) |, avec (A, B) € R?.

e Si A =0: (EC) a une racine réelle double A, et les solutions de (E'H) sont les fonctions de la

On considére I'équation caractéristique (EC) : ’ aX>+bA+c=0

forme

yn - 1= yp(z) = (A + Bx)eM® = Ae*® + Bre® = Ay, (x) + Bys(x) |, avec (A, B) € R2.
e Si A <0: (EC) posséde deux racines complexes, non réelles et conjuguées A1 = a £ i3, et
les solutions de (EH) sont les fonctions de la forme, avec (A, B) € R? :

yp » x> yp(x) = e* [Acos(Bx) + Bsin(fz)] = Ae™ cos(fz) + Be®® sin(fx) = Ay (z) + Bys(z) |.

Un cas particulier - Solutions de (EH) « y"(x) + cy(z) = 0 », avec ¢ constante dans R

e Sic—0.

Les solutions réelles de 1’équation (E'H) sont de la forme

y(z) = Az + B|, avec (A, B) € R?.

e Sic > 0:on pose c=w?>0.

Les solutions réelles de 'équation | « y” +w?y = 0 » | (EH) sont de la forme

y(z) = Acos(wz) + Bsin(wz) = Ccos(wr + )|, avec (A, B,C,¢) € RL

e Sic < 0:on posec=—w?<0.

Les solutions réelles de I’équation | « ¢ — w?y = 0 » | (FH) sont de la forme

y(z) = Ach(wz) + Bsh(wz) = Ce*® + De™* | avec (A, B,C, D) € R%.
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Principe de superposition

e Si y; est une solution particuliére de I'équation (Fy) « ay”(z) + by'(z) + cy(z) = fi(z) »,
e si y, est une solution particuliére de I'équation (Esy) « ay”(z) + by’ (x) 4+ cy(x) = fo(x) »,
e si A\ et Ay sont des constantes,

alors y,(x) = A\1y1(z) + Aay2(z) fournit une solution particuliére de I’équation
(E) «ay”(z) +by'(z) + cy(z) = A fi(z) + Ao fo(z) ».
Autrement dit, en définissant 'opérateur T' par T : y — T'(y) = ay” + by’ + cy, on a
T(My1 + Aaya) = MT(y1) + AT (y2) (linéarité de 'opérateur T).

Probléme de Cauchy ou f: R — C, fonction continue et (a,b,c) € C* x C x C.

Théoréme : 'équation différentielle (E) « |ay”(x) + by’ (x) + cy(z) = f(x)| » posséde une et
une seule solution y vérifiant la condition initiale

(CI) ;{ y(wo) = ag

y'(xo) = Po
oil 7y € R, (g, By) € C? sont des constantes FIXEES.

Recherche d’une solution particuliére y, lorsque f(z) = ...

e | f(z) = k|, k une constante.

Si ¢ # 0 : on cherche y, sous la forme y, :  — y,(x) = d, d une constante.

o | f(z) = P(x)e™* | ou P est un polynéme et m une constante.

On cherche y, sous la forme y, :  — y,(z) = Q(x)e™*, ot Q) est un polyndéme a déterminer.
Remarque : deg(Q) = deg(P) + (ordre de multiplicité de m comme racine de (EC)).
Un cas particulier : on pourra trouver une solution particuliére de ay”(x)+by'(z) 4+ cy(z) = ™

sous la forme y,(z) = Az¥e™, ot k est 'ordre de multiplicité de m comme racine de (EC)
(k = 0 si m n’est pas racine, k = 1 si m est racine simple, kK = 2 si m est racine double).

o | fi(z) = P(x)e™ cos(wx) |ou | fao(x) = P(x)e™ sin(wx) |,
ou P est un polynome a coefficients réels et m, w des constantes réelles.
On pose g(x) = fi(z) +ifs(z) = P(x)e™ (cos(wz) + isin(wz)) = P(z)e™@e™® = P(z)emT)e,
Autrement dit : f1(x) = Re(g(z)) = Re (P(a:)e(m”“’)m) et fo(x) = Im(g(z)) = Im (P(x)e(m”w)x).
On cherche z, : R — C, une solution particuliére de (voir méthode précédente, a, b et ¢ réels)

(F) «|az"(x) + b2 (z) + cz(z) = g(x) = fi(z) +ifa(x) = P(x)emT) |y

Puis 2,(2) = yp1(2) T 9pa(@); o1

O yp1(z) = Re(z,(z)) est une solution particuliére de
ay”(x) + by'(x) + cy(x) = P(x)e™ cos(wz) = fi(x) = Re(g(z))
QO ypa(x) = Im(z,(x)) est une solution particuliére de
ay"(z) + by'(x) + cy(x) = P(x)e™ sin(wz) = fo(z) = Im(g(x)).
Un cas particulier important : on pourra trouver une solution particuliére de
«ay"(x) + by (z) + cy(x) = cos(wz) »  (ou « ay”’(x) + by'(x) + cy(x) = sin(wz) »)

wT .

en prenant la partie réelle (ou imaginaire) d’une solution de « az”(x) + b2'(z) + cz(z) =€
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