Cuapr. AL 5

AL 5 - ENTIERS NATURELS - DENOMBREMENTS

1 Rudiments d’arithmétique dans N
1.1 Divisibilité

Définition 1

Soit (a,b) € N2,

. On dit que b divise a, et on note b|a, s’il existe un entier k € N tel que a = kb.

En d’autres termes :
bla <= Jk €N, a=kb

. On dit aussi que a est un multiple de b, ou que b est un diviseur de a.

Notation :
La négation de la relation de divisibilité est notée t.

Exemple 1

. 2 divise n € N si, et seulement si, n est pair.

2. ¥neN, nl0et Vn € N, 1|n.

Remarque 1

1. Soit (a,b) € N2, Si a|b et b # 0 alors a < b.

2. On en déduit que I'ensemble des diviseurs de n € N* est inclus dans [1,n] et contient au moins 1 et n.

Proposition1
Soit (a,b,c) € N2

. ala

2. (alb et bla) = a=10

. (alb et blc) = alc

Théoréme-Définition 1
Soit (a,b) € N? avec b # 0. Alors :

. il existe un unique couple (¢,7) € N? tel que :

a=bg+r e 0<r<b
. on dit que ¢ est le quotient et r le reste de la division euclidienne de a par b.

Remarque 2
En Python :

. a//b renvoie le quotient de la division euclidienne de a par b

2. a%b renvoie le reste de la division euclidienne de a par b
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Théoréme 1

Soit (a,b) € N? avec b # 0. Alors bla si, et seulement si, le reste de la division euclidienne de a par b est nul.

Remarque 3
On a les équivalences suivantes dans N :

ba <= 3JkeN a=kb < a=0][

1.2 Nombres premiers

Définition 2
Un nombre premier est un entier p > 2 qui n’est divisible que par 1 et par p.

Théoréme 2
Tout entier n > 2 admet au moins un diviseur premier.

Théoréme 3
Il existe une infinité de nombres premiers.

Le crible d’Eratosthéne

Pour déterminer tous les nombres premiers compris entre 2 et N, on peut procéder comme suit. On commence
par écrire les nombres de 2 & N, et on éliminera ensuite pas a pas ceux qui ne sont pas premiers en procédant

comme suit :

. 2 est un nombre premier. Par contre, tous les multiples stricts de 2 n’en sont pas. On élimine donc tous les

nombres pairs différents de 2.

. 3 est un nombre premier. De, méme on élimine tous les multiples de 3 différents de 3.

différents de 5.

3. 4 n’est pas premier (et a donc déja été éliminé), mais 5 est premier. On barre donc tous les multiples de 5

. On continue ainsi jusqu’a avoir épuisé tous les nombres, en considérant a chaque étape le plus petit nombre
qui n’a pas été éliminé ou sélectionné; c’est nécessairement un nombre premier, et on élimine ensuite tous ses

multiples stricts.

Théoréme 4
Soient n € N et n > 2. Alors n s’écrit de maniére unique, & ’ordre prés des facteurs :

a1, 02

n=pypy? ... pRk

avec :
ke N*, p; <ps <...<pg des nombres premiers et Vi € [1,k], a; € N*

1.3 PGCD, PPCM

Définition 3
Soit (a,b) € N2,

. Le plus grand commun diviseur de a et b est le nombre entier noté PGCD(a,b), et défini par :

PGCD(a,b) = aAb=max{n € N,nla et n|b}

. On dit que a, b sont premiers entre eux si :
anb=1
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Le plus petit commun multiple de a et b est le nombre entier noté PPC M (a,b), défini par :

PPCM(a,b) =aVb=min{n € N,a|n et bn}

Remarque 4
Pour tout @ € N, on a :
aNO=a

Proposition 2
Soient (a,b) € N?, avec b # 0 et r le reste de la division euclidienne de a par b. Alors :

PGCD(a,b) = PGCD(b,r)

L’algorithme d’Euclide

L’algorithme d’Euclide est un algorithme permettant de calculer le PGCD de deux nombres entiers a et b.

On définit pour cela une suite d’entiers (u,) telle que ug = a, u; = b, et pour tout entier n € N*, wu, 1 est le
reste de la division euclidienne de u,—1 par u, si u, # 0 et u,+1 = 0 dans le cas contraire.

On peut alors montrer que (u,,) est une suite nulle & partir d’un certain rang.

. En effet, pour tout n € N*, si u,, # 0, alors t,4+1 < Up.

Cela montre que (u,,) stationne & 0 & partir d’'un rang N.

. Soit d = uy_1, la derniére valeur non nulle de cette suite. Par récurrence, en utilisant le proposition précédente,

on obtient :
PGCD (a,b) = PGCD (up—1,un) = PGCD (up, tUnt1)

. En prenant n = N — 1, il vient :

PGCD(a,b) = PGCD(d,0) = d

2 Dénombrement

2.1 Notion de cardinal d’un ensemble fini

Remarque 5
Intuitivement, on dit qu'un ensemble est fini s’il posséde un nombre fini d’éléments, et son cardinal est alors le
nombre de ses éléments. Formellement, cela donne la définition suivante (hors-programme).

Définition 4

On dit qu’un ensemble non vide E est fini s’il existe un entier naturel non nul n et une bijection ¢ : [1,n] — E.
Lorsqu’il existe, ’entier n est unique; il est appelé le cardinal de E et est noté card(E), |E| ou encore #FE.
Par convention, ’ensemble & est fini, et son cardinal est O.

Un ensemble est dit infini s’il n’est pas fini.

Remarque 6
Intuitivement, ¢ peut étre considérée comme une numérotation des éléments de E.
Si E ={ey,ea,...,e,} alors :

[L,n] — E

v T e

Exemple 2

. Pour n € N*, ’ensemble [1,n] est de cardinal n.
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. Soient p,n € N* tels que p < n. Alors [p,n] est de cardinal n —p + 1.

Théoréme 5
Deux ensembles finis ont le méme cardinal si, et seulement si, ils sont en bijection.

Théoréme 6
Soient E, F' deux ensembles, et f € F (E, F).

. Si f est injective et F est fini alors F est fini et :
card(FE) < card(F)
. Si f est surjective et E est fini alors F' est fini et :

card(F) < card(FE)

Remarque7 Principe des tiroirs

. Une application de F dans F avec card(E) > card(F') ne peut donc pas étre injective : il existe alors deux
éléments distincts de E' qui ont la méme image.

. C’est le principe des tiroirs : si on range n + 1 paires de chaussettes dans n tiroirs, alors il existe un tiroir
contenant au moins deux paires.

Théoréme 7
Soient E un ensemble fini, et A une partie de E. Alors A est fini, et :

card(A) < card(E)

A =F <= card(A) = card(E)

Théoréme 8
Soient E et F' deux ensembles finis de méme cardinal. Alors pour toute application f : F — F ,ona:

f injective <= f surjective <= f bijective

Théoréme 9
Soient E, F' deux ensembles finis, et A C E. On a les résultats suivants :

. Si ENF = @, alors
card(F U F) = card(FE) + card(F)

. Si A est le complémentaire de A dans E, alors
card (A) = card(E) — card(A)

. Dans tous les cas, on a
card(F U F) = card (E) + card(F) — card(E N F)

Théoréme 10
Soit (Ai);<;<, une familles d’ensembles finis deux & deux disjoints. On a :

card <0 A¢> = i cardA;
i=1 i=1

Cours PTSI - JACQUES DELFAUD - PAGE 4 sUrR 7




Cuapr. AL 5

Théoréme 11
Soient n un entier naturel non nul, £, F' et E1, ..., E, des ensembles finis. On a alors les résultats suivants :

card(E x F) = card(E)card(F)
card(Ey X Ey X ... X Ey,) = card(E;)card(F3) .. .card(E,)

card(E"™) = card(E)"

2.2 p-listes ou tirages avec remise

Définition 5
Soient £ un ensemble fini non vide, et p € N*. On appelle p-liste d’éléments de E tout p-uplet (eq,...,ep)
d’éléments de E.

Remarque 8

. C’est aussi une famille d’éléments de E indexée par I = [1,p].

2. L’ordre compte.

. Les répétitions sont autorisées.

Exemple 3
. Une 4-liste de [1,10] est, par exemple (1,1,3,2).

2. Un digicode d’un immeuble est composé de 5 symboles parmi les chiffres de 0 & 9 et les lettres A et B : c’est

donc une 5-liste de {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, A, B}.

Modéle : tirages successifs avec remise
Soit F un ensemble & n éléments. Il y a autant de maniéres de construire une p-liste d’éléments de E que de
prélever (les unes aprés les autres et) avec remise p boules dans une urne en contenant n.

Théoréme 12
Il y a P maniéres de tirer avec remise p boules dans une urne en contenant 7.

Théoréme 13
Soient F et F deux ensembles finis. Alors :

card(FP) = card(F)°d(®)

2.3 Arrangements ou tirages sans remise

Définition 6
Soient E un ensemble fini non vide, et p € N*. On appelle p-arrangement ou arrangement de p éléments de E
tout p-uplet (eq,...,ep) d’éléments distincts de E.

Remarque 9

. L’ordre compte.

Cours PTSI - JACQUES DELFAUD - PAGE 5 sUurR 7



Cuapr. AL 5

2. Les répétitions ne sont pas autorisées; c’est ce qui différencie les p-arrangements des p-listes.

Exemple 4
1. Un 4-arrangement de [1,10] est, par exemple (2,6, 1,8).

2. Une course hippique met en jeu 20 chevaux. Un quinté est un 5-arrangement.

Modeéle : tirages successifs sans remise
Soit F un ensemble & n éléments. Il y a autant de maniéres de construire un arrangement de p < n éléments de
E que de prélever (les unes aprés les autres et) sans remise p boules dans une urne en contenant n.

Notation :
Soient n > p des entiers naturels. On note AP le nombre d’arrangements de p éléments d’'un ensemble & n
éléments.

Théoréme 14

Soient n > p des entiers naturels. On a :
n!

A=

n

Théoréme 15
Soient E et F' deux ensembles finis non vides tels que card(E) = p et card(F) = n avec p < n.
Alors le nombre d’injections f : E — F est égal a AP.

Définition 7
Soit E un ensemble fini de cardinal n. On appelle permutation de E tout n-arrangement de FE.

Théoréme 16
Soit E un ensemble fini de cardinal n. Alors il y a n! permutations de F.

Théoréme 17
Soient E et F' deux ensembles finis tels que card (E) = card (F') = n.
Alors le nombre de bijections f : E — F est égal a n!

2.4 Combinaisons ou tirages simultanés

Définition 8
Soient E un ensemble fini, et p € N. On appelle p-combinaison ou combinaison de p éléments parmi E toute
partie de F de cardinal p.

Remarque 10
1. L’ordre ne compte pas.

2. Les répétitions ne sont pas autorisées.

Exemple 5
Les 2-combinaisons de [1, 3] sont (1,2), (1, 3) et (2,3).
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Modéle : tirages simultanés
Soient E un ensemble a n éléments, et p un entier inférieur a n. Il y a autant de maniéres de construire une
partie & p éléments de E que de prélever simultanément p boules dans une urne en contenant n.

Théoréme 18
Soient p < n des entiers naturels. Le nombre de parties & p éléments d’un ensemble & n éléments est :

()= =

Remarque 11

n n . . , 5 )
. Ona <0> = ( ) = 1. En effet, si I'on souhaite prélever d’un seul coup toutes les boules d’une urne, ou au
n

contraire aucune, il n’y a qu’une seule possibilité.

n n
. En outre, on a <1) = ( 1) = n. En effet, si 'on souhaite prélever une boule parmi n, il y a n possibilités.
n—

Et de maniére duale, si on souhaite prélever une poignée de n — 1 boules, il y a encore n possibilités, puisqu’il
suffit en fait de choisir celle que I’'on ne prélévera pas.

Théoréme 19
Soit E un ensemble fini de cardinal n. Alors 'ensemble P (E) des parties de E est également fini, et son cardinal
est 2™,
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