PCSI, Ensembles-Dénombrement Fiche 14
Ensembles
Exercice 1 Soit E un ensemble, et A, B deux parties de E, on désire montrer que si ANB =AUDB alors A= B.
1. Le prouver avec les fonctions indicatrices.
2. Le prouver par un raisonnement ensembliste.
Exercice 2 Soit E un ensemble, et A, B, C trois sous-ensembles de E
1. Montrer que A C B <= 14 <Ip
2. Onpose X = AU(BNC) etY = (AU B)NC, montrer que l'un des deux contient l'autre.
3. On suppose que ANC C BNC et que AUC C BUC, montrer que A C B.
4. Reprendre les questions 2 et 3 par un raisonnement direct sur les ensembles.
Exercice 3 Soit E un ensemble, pour (A, B) € P (E)?, on définit la différence symétrique AAB = (AU B)\ (AN B).

1. Calculer AAA, AAE et AAD.
2. Exprimerlaap o laide dely et delp.
3. Montrer que si (A, B,C) € P(E)*, on a (AAB) AC = AA (BAC)

P(E) — P (E)

4o Soit®:| T T

, calculer ® o ® (X)), puis résoudre I’équation XAA = B.

Exercice 4 Soit E un ensemble, et A, B deuz parties de E, résoudre les équations d’inconnue X € P (E)

® XUA=B. (@ XnNA=B.

Exercice 5 Soit (n,p) € N* avec p > 1, on note A, = {k € N, k <n et p divise k} l’ensemble des entiers inférieurs a n et

divisible par p. Montrer que #A, = R\, Combien a-t-il d’entiers inférieurs a n et divisible par 3 et 5 ¢
p

Récurrence

Exercice 6 Montrer que pour tout entier n lentier naturel n (n* +5) est divisible par 6.

n

1
Exercice 7 Soit (sy),,~, la suite définie par s, = Z —.
- = Ve

n tend vers +00.

n
Exercice 8 Montrer que pour tout n € N*, on a H 2k > ((n+1)H)"
k=1

Montrer que s, > 2v/n+ 1 —2. En déduire la limite de s, quand

Exercice 9 Déterminer le terme général de la suite (un)nen définie par ug = 0, ug = 1, ug = 4 et ¥n € N, upy3 =

3Unt2 — SUpt1 + Up.
Exercice 10 Soit (up), oy la suite définie par
up =1, up =10 et ¥n > 0, Upy2 = DUpt1 — du, +3n+8

(n+3)(n+2)

Montrer que Vn € N, u,, = 4"+! — 5

Exercice 11 On définit la suite (uy,), .y par

n
Uy =1 et upy1 = E U
k=0
Montrer par récurrence forte que pour tout n > 1, u, = 2"~ L.
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todk+1 5
E 12 Mont €N est L/ =/ -
XGI‘CICG onirer que SZ n €St non nu 4 + 3 > 4/{1 + 3 471 + 5

1
Exercice 13 Montrer que,Vp € N,Vn € N, E ( ) = (ni_ 1) (Faire une récurrence surm, & p ficé).
p p
k=0

Exercice 14 Soit f : N> — N* définie par f (n,p) = 2" (2p + 1), montrer par récurrence sur q que l’équation f (n,p) = q
admet toujours une solution. Prouver que f est une bijection.

Exercice 15 Soient (ay,),, oy une suite d’entiers naturels non nuls telle que

n n 2
Vn € N, Za% = (Zak)
k=1 k=1

Que peut-on dire des an ?

(2m)! (2n)!

——————— montrer que si m > 1,
nlm! (m + n)! ¢ -

Exercice 16 On définit pour (n,m) € N2, u(n,m) =
u(n,m)+un+1,m-—1)=4u(n,m—1)
En déduire que u (m,n) € N.

Exercice 17 Soit f : N — N strictement croissante telle que f (2) = 2 et V(p,q) € N, f(pq) = f (p) f (q). Montrer que
VneN, f(n)=n

Calcul algébrique

n n n n n n n n
Exercice 18 Calculeer, Zk, Zz’, Zn et Hk, Hk, Hi, Hn
k=1 i=1 k=1 k=1 k=1 =1 k=1 k=1

n n
Exercice 19 Donner une autre expression des termes suivants : Zaak, Z a+ ag) H aay, H ay.
k=1 k=1
Exercice 20 Déterminer a et b dans Z tels que _t e + b en déduire i _
q nin+1) n n+1’ — k(k+1)
1

S’inspirer de la méthode pour en déduire la valeur de ,;1 m

n

Exercice 21 En remarquant que k x k! = (k+1—1) x k!, calculer Zk: x k!
k=1

Exercice 22 Calculer ®kZ: ﬁ @kﬁl (1 - —2) et @H (1 — —> .

Exercice 23 Soient (p,n) € N2, On pose A=2x4x---x2net B=1x3x5x---x (2n+1). Simplifier A x B, puis A

et =

5
n
1 1)(2 1
Exercice 24 On définit pourn e N* et pe N, 5, , = Zk”. On rappelle que Sy, 1 = %, Sna = n(n+ )6( n+l)
k=1
2 1 2
et Sp3 = m Calculer

) ik k+1) ©) ikﬁ(n+1fk) ® > i
k=1 k=

1<i,5<n
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n
Exercice 25 Montrer que (n!)? H n—k+1).

k=1 (kil)

n—1 n
Exercice 26 Calculer H (1 + (k) ) .

n

Exercice 27 Calculer Z 2P de deux maniéres, en déduire la valeur de Z p2P.
0<p<g<n p=0

Exercice 28 Calculer (pour n et m entiers)

© 3 mnG) © 3 (k+1) O d

1<i,j<n 0<k<n<m 0<i<k<n

n n
1
Exercice 29 Calculer Z Z -.
k=1 i=k

Arithmétique élémentaire
Exercice 30 Montrer que Vn € N, n? divise (n +1)" — 1.

2n2—2 4
Exercice 31 Déterminer les entiers n € 7 tels que e e +Z + €.
n

Exercice 32 Soient a et b dans N, on note q et r le quotient et le reste de la division euclidienne de (a — 1) par b. Pour
n € N, effectuer la division euclidienne de ab™ — 1 par b"*1.

Exercice 33 Soient ay,--- ,a2014 des entiers, montrer que [’on peut en trouver n consécutifs dont la somme est divisible par
n

2014. On pourra poser S, = Zak et regarder q, le reste de la division euclidienne de S,, par 2014.
k=1

Exercice 34 Montrer qu’il n’existe aucun nombre premier entre n! + 2 et n! + n.

Exercice 35 Quel est le plus petit entier ayant 15 diviseurs distincts.

Exercice 36 Soit P ={p1,p2, - ,Pn, - } Uensemble des nombres premiers rangés par ordre croissant (ainsi py = 2, po = 3,
b3 = 57 T )
k
1. Montrer que ppy1 <1+ Hpi-
i=1

2. En déduire que p, < 22".
Exercice 37 On se propose de montrer que si a™ — 1 est premier alors n est premier et a = 2.

1. Soit 2 < p < q deux entiers, montrer que 2P9 — 1 n’est pas premier.
2. Montrer que si 2" — 1 est premier alors n est premier (la réciproque est fausse comme le prouve 2'* — 1 = 23 x 89).

3. Montrer que si a > 2 et n > 2 alors a™ — 1 n’est pas premier.
Exercice 38 Une puissance de 2 augmentée d’une unité peut-elle étre un cube ¢
Dénombrement
Exercice 39 Une urne contient 10 boules numérotées, combien y a-t-il de tirages si

1. On tire trois boules successivement avec remise.
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2. On tire trois boules successivement sans remise.
3. On tire trois boules ensembles.
Exercice 40 Awvec les 26 lettres de [’alphabet combien peut-on former
1. De mots ayant cing lettres.
2. De mots ayant cing lettres distinctes.
3. De mots de cing lettres ayant quatre lettres distinctes.
Exercice 41 Combien y a-t-il d’anagrammes de "stylographique”, et de "barbapapa” ?
Exercice 42 On tire simultanément 5 cartes d’un jeu de 32 cartes. Combien de tirages différents peut-on obtenir
1. Sans imposer de contraintes.
Contenant 5 carreaux ou 5 piques.
Contenant 2 carreaux et 3 piques.
Contenant cing couleurs différentes.
Contenant au moins un Roi.

Contenant 2 Rois et 3 piques.

S e e

Contenant un carré.

Exercice 43 On lance trois dés a siz faces numérotés et discernable par leur couleur.

~

. Combien y a-t-il de tirages différents ?
. Combien y a-t-il de tirages contenant au moins un 6 ?
Combien y a-t-il de tirages contenant deux et seulement deuz faces ayant le méme chiffre.

Combien y a-t-il de tirages tels que la somme des chiffres des trois dés soit paire.

S S

Combien y a-t-il de tirages contenant deux faces ayant le méme chiffre et dont la somme des chiffres des trois dés est
paire ¢

Exercice 44 Soient (m,n,p) € N3, on considére deuzx ensembles A et B disjoints et de cardinaux m et n respectivement.
En dénombrant de deux fagons différentes le nombre de parties a p éléments de AU B, montrer que

(067 -(7)

Exercice 45 Soit E un ensemble a n éléments, déterminer le nombre de couples (A, B) de parties distinctes telles que
ANB=g.

Exercice 46 Calculer Z #A, Z #(ANB), Z #(AUDB) ou E est fini de cardinal n.

ACE ACE ACE
BCE BCE
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