CuaP. AL 2

AL 2 - ENSEMBLES - APPLICATIONS

1 Ensembles

Définition 1
1. Un ensemble est une collection d’objets.

2. Soient A et B deux ensembles. On dit que A est inclus dans B (ou que A est une partie de B) si, pour tout
x de A,  est élément de B. On note alors A C B.

3. On note P(A) ’ensemble des parties de A.

Remarquel

1. On peut exprimer 'inclusion de A dans B comme suit :

VieE,x€A = z€B.

2. Ona @ C Aet A C A pour tout ensemble A.
3. La négation de A C B notée A ¢ B signifie que :

Jre A, x ¢ B.

4. A=B < (ACBet BCA).
5. A#B < (A¢ B)ou (B ¢ A).
6. (ACBet BC(C) = (A CCC) transitivité.

Définition2 Opérations dans P(E)

Soient /' un ensemble, A et B des parties de F, on définit :
1. Cp(A)={x € E /2 ¢ A} complémentaire de A dans E. On le note aussi £\ A et A.

=N
Q)

2. ANB={x€E/xec A A z € B} intersection de A et B.

A /6\ B
. \ 5_/|

3. AUB={z€E/x€ AV x € B} réunion de A et B.
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4. A\B={z € A/x ¢ B} = AN B différence : A moins B.

5. AAB = (A\B) U (B\A) = (AU B)\(A N B) différence symétrique de A et B.

AAB 4

Proposition 1
Soient A, B et C des parties d’un ensemble F.

1. ANB=BNA et AUB=BUA (commutativité);

AN(BNC)=(ANB)NC et AU(BUC)=(AUB)UC. On peut donc écrire simplement ANBNC et
AU BUC (associativité) ;

B

3. AN@ =0, AUZ=A;

4. ACB < AUB=B < ANB=A4;

5. AN(BUC)=(ANnB)U(ANnC), AU(BNC)=(AUuB)N(AUC) (distributivité);
6. (A) =A, ACB<= BCA4;

7. ANB=AUB, AUB=ANB (lois de Morgan).

Remarque 2
Si (E;)ien est une famille de parties de E, on note :

UEi:{er/HieN,eri} et ﬂEiz{meE/VieN,meEi}.
€N ieN

Définition 3
Soit I une partie de N et (E;);c; une famille de parties non vides d’un ensemble E, on dit que cette famille
forme une partition de E si :

UE =E et V(i,j)eI’, i#j = ENE;=2.
el

Définition 4
Soient E et F' deux ensembles. On appelle produit cartésien de E et F' I’ensemble :

ExF={x=(v1,22) /71 € E,z9 € F}.
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Remarque 3
Cette définition s’étend au produit cartésien d’une famille finie d’ensembles.

2 Applications

Définition 5
Soient E et F' deux ensembles.

. On appelle fonction de F vers F' toute relation f de E vers F' telle que pour tout élément x de E, on lui associe

E : F(x) ouparfois f : E = F, f:z— f(z).

On dit alors que f(x) est 'image de x par f (élément de F associé & x par f) et que x est un antécédent de y.

au plus un élément y de F'; on écrit y = f(z). On note f :

. On appelle ensemble de définition (ou domaine de définition) de la fonction f, 'ensemble des éléments
de E tels qu'il existe y de F' vérifiant y = f(x); cet ensemble est noté Dy.

. Une fonction f est appelée application lorsque D; = E. L’ensemble des applications de E vers F' est noté F' B
ou F(E, F).

Remarque 4

. f:E— E, f:x— x est appelée application identique dans F (ou identite de F) et notée Idg.
1 sixeA

0 si x¢A

f est appelée fonction indicatrice de la partie A et notée 1 4.

. Soient A une partie de F et f : F — E définie par f(z) =

Définition 6
Soient deux applications f: E — F et g: F' — G. On définit 'application composée go f: E — G par :

Ve e E, go f(z) = g(f(z)).

Proposition2 Associativité

Pour toutes applications f: E — F,g: F -Geth:G— H,on a:

(hog)of=ho(gof)

Définition 7
Le graphe de f : E — F est :
rf:{(x,f(x)) eExF|er}.

Définition 8
Soit f une application de F vers F.
On dit que :

. [ est injective si :
V(a,b) € E?, a#b = f(a) # f(b);

ou encore :

Y(a,b) € E?, f(a) = f(b) = a=0.

. [ est surjective si :
YyeF, Jx e E, f(x)=y.

. f est bijective si f est injective et surjective, ou encore :

Vye F, dxz € E, = f(x).
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Théoréme-Définition1 Caractérisation d’une bijection

1. f: E — F est bijective si, et seulement s’il existe g : F' — FE telle que go f =Idg et fog=1dp.

2. Si f est bijective alors 'application g est unique et elle aussi est bijective.

Wb

L’application g s’appelle la bijection réciproque de f et est notée f~ 1.
Elle est caractérisér par :
Vec BNy e F, y=f(z) < z=f"'(y).

De plus, elle vérifie : g~* = (f_1)71 =f.

Exemple 1

La fonction f : R —]0, +oo[ définie par f(x) = exp(z) est bijective, sa bijection réciproque est g :]0, +oo[— R
deéfinie par g(y) = In(y).

On a bien exp (ln(y)) =y, pour tout y €]0,4o00[ et In (exp(x)) =z, pour tout = € R.

Proposition 3
Soient deux applications f: E — F et g: F — G.

Si g o f est injective, alors f est injective.
Si g o f est surjective, alors g est surjective.
La composée de deux injections (resp. surjections) est une injection (resp. surjection).

La composée de deux bijections est une bijection et on a :

(gof)y ™ =f"log™

Définition 9
Soit f une application de E vers F.
Si fo f=1Idg alors on dit que f est involutive.

Remarque 5
Si f est involutive, alors f est bijective et f~ = f.

Définition 10
Soit f une application de E vers F.

. Soit A une partie de E. L’application g : A — F définie par Vz € A, g(x) = f(z) est appelée restriction de f

a A et est notée f|a.

. Soit E’ une partie contenant E. Toute application h : E' — F vérifiant Vo € E, h(z) = f(x) est appelée

prolongement de f a F'.

Définition 11
Soit f une application de F vers F.

. Pour toute partie A de E on définit 'image directe de A par f, notée f(A), par :

f(A) ={f(z) e F/x € A}.

. Pour toute partie B de F on définit 'image réciproque de B par f, notée f~*(B), par :

f7(B)={z € E/ f(x) € B}.

Remarque 6
L’ensemble f~!(B) existe toujours, méme si f~! n’existe pas.
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Définition 12
Soient AC Fet f: E— FE.
On dit que A est stable par f si f(A) C A et on dit que A est invariant par f si f(A) = A.

3 Relations

Définition 13

Soient E et F' deux ensembles.

On appelle relation binaire R de E vers F' un triplet (F, F,G) ou G est une partie de E x F.
G est appelé graphe de la relation.

Pour z € E,y € F, on note x Ry lorsque (z,y) € G.

Si E = F une relation binaire R de E vers lui-méme est dite relation dans F.

Exemple 2
Pour E =Net F = {0,1} on peut définir la relation R par nR0 si n est pair et nR1 si n est impair.
On a alors G ={(2p,0) /pe N} x {(2p+1,1) / p € N}.

Définition 14
Soit R une relation dans un ensemble E. On dit que :

R est réflexive si : Vo € E, xRz ;

R est symétrique si : V(z,y) € E?, 2Ry — yRx;

R est transitive si : V(z,y,2) € B3, (zRy et yRz) = zRz;

R est antisymétrique si : V(z,y) € E?, (tRy et yRz) = = =y.

Définition 15

Soit R une relation dans un ensemble E.

On dit que R est une relation d’équivalence si elle est réflexive, symétrique et transitive.
Pour x € E, T = {y € E / yRx} est alors appelée classe d’équivalence de z.
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